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Avant propos

Ce cours intitulé Systemes Linéaires Multivariables s’adresse essentiellement aux
étudiants de premiere année Master en Automatique. Le cours est organisé en six chapitres.
Le premier chapitre est dédié essentiellement a des notions générales de 1’automatique
linéaire ainsi qu’un bref rappel sur le calcul matriciel. Le second chapitre est consacré aux
différents types de représentations des systemes linéaires. Le troisieme chapitre traite de la
commandabilité et I’observabilité des systemes linéaires. Le quatrieme chapitre est réservé a
la représentation des systemes linéaires multivariables par matrices de transfert. Le cinquieme
chapitre est dédié a la commande par retour d’état des systemes linéaires multivariables.
Enfin, le dernier chapitre traite de la commande par retour de sortie a base d’observateur
d’état. Le lecteur trouvera dans chaque chapitre des exemples avec solutions permettant
I’assimilation des notions théoriques introduites. Le lecteur trouvera aussi a la fin de chaque
chapitre une série d’exercices.
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Chapitre 1 : Introduction

Chapitre 1
Introduction

1. Objectif

Ce chapitre a pour objectif de présenter un rappel de quelques notions fondamentales sur les
systemes dynamiques et certains outils mathématiques indispensables pour la compréhension du
reste de cours.

2. Définitions

2.1 Systeme

Un systeme est un ensemble d’objets interconnectés dans le but de réaliser une tache spécifique.
Un systeme communique avec I’extérieur par I’intermédiaire de grandeurs, fonction du temps
appelés signaux.

p1(Op, ()
Uy (t) —P l N l —P V1 (t)
un(® —— M Lo

Fig 1.1 Schéma bloc d’un systeme
Parmi les grandeurs physiques mises en jeu dans un systeme, 1’on peut distinguer :

a) Grandeurs d’entrée (grandeur exogene): une grandeur d’entrée est une grandeur qui agit
sur le systeme, il en existe deux types :

e Entrées maitrisables (ou simplement entrées u,(t), ..., u,,(t)): excitations externes
appliquées au systeme afin de controler 1’évolution des grandeurs de sortie.

e Entrées non maitrisables (perturbations p,(t), ...,p;(t)): grandeurs physiques
imprévisibles pouvant s’opposer a 1’action du systéme.

b) Grandeurs de sortie (réponses y;(t),...,y,(t)): grandeurs contrdlées par I’effet des
entrées.

Avant d’envisager la commande d’un systeme, il est nécessaire d’établir un modele traduisant le
comportement de ce dernier. Modéliser un systeme consiste a élaborer un objet mathématique
reliant I’entrée du systéme a sa sortie permettant de :

1- décrire et prédire le comportement du systeme en réponse a des excitations externes
(entrées), c’est ce qu’on appelle 1’étape d ‘analyse.

2- d’étudier et d’appliquer des techniques pour améliorer son comportement (ses réponses),
c’est ce qu’on appelle 1’étape de synthese ou de conception de la loi de commande.

2.2 Systemes statiques

Ce sont des systemes décrits par des équations algébriques. La réponse de ces systemes a une
excitation extérieure (entrée) est instantanée. Le temps ¢ (variable indépendante) n’intervient pas
dans le fonctionnement de ces systemes.

Dr : N. Bounar 1



Chapitre 1 : Introduction

Exemple 1.1 : Résistance électrique pure v(t) = Ri(t) = i(t) = 117(1:)

R
v(t)
i(t) '
——
R

Entrée du systeme u(t) = v(t): tension aux bornes de la résistance R.
Sortie du systeme y(t) = i(t) : courant qui traverse la résistance R.

2.3 Systemes dynamiques

Ce sont des systemes décrits par des équations différentielles. Ces systemes ont une mémoire, c.-
a-d. ont une réponse temporelle qui dépond de 1’entrée présente mais également des réponses et/ou
entrées passés.

Exemple 1.2 : condensateur électrique de capacité C

v(t)

i) ¢

Entrée du systeme u(t) = v(t): tension aux bornes du condensateur C.

Sortie du systeme y(t) = q(t) : charge du condensateur. i(t) est I’intensité de courant.

dq

v(t) = %f i(©)dt, i(t) ==

Alors, la réponse est: q(t) = qo + C v(t)
ol gy = q(t = 0) est la charge du condensateur a I’instant initial.

2.4 Systeme linéaire

Un systeme est dit linéaire si les relations reliant ses entrées et ses sorties peuvent se mettre sous
forme d’un ensemble d’équations différentielles a coefficients constants. Les systemes linéaires se
caractérisent par les deux propriétés suivantes :

e Proportionnalité
Si y(t) est la réponse du systeme a I’entrée u(t), alors a y(t) est la réponse du systéme a

I’entrée a u(t) , ot a est un scalaire.

u(t) y(t) au(t) - ay(t)
—» Systtme —» = —>» Systtme —»

Fig.2 Principe de proportionnalité.

o Additivité ou superposition

Si y;(t) est la réponse du systeme a I’entrée u,(t) et si y,(t)est la réponse du systeme a
I’entrée u, (t) , alors y; (t) + y,(t)est la réponse du systeme a I’entrée u, (t) + u,(t).

Dr : N. Bounar 2



Chapitre 1 : Introduction

uy (t) y1(t)
—» Systtme [—»

uy (t) + u, (t) y1(t) + y,(t)
——» Systtme —>»

u, (£) y2(t)
—>» Systtme —»

Fig.3 Principe de superposition.

On oppose les systemes linéaires aux systeémes non linéaires. Il est a noter qu’aucun systeéme
physique n’est strictement linéaire, mais, certains systemes non linéaires peuvent étre considérés
comme linéaires dans une certaine zone de fonctionnement.

2.5 Systeme causal

La causalité signifie « I‘effet ne peut pas précéder la cause ». Le signal d’entrée d’un systeme
représente la cause, et la réponse du systeme représente 1’effet. Ainsi, « un systeme est dit causal si
sa réponse temporelle dépond seulement des valeurs présentes et passées de sa grandeur d’entrée,
c.-a-d., la réponse y(t) a I’instant t dépond seulement des valeurs de I’entrée u(t) ou 7 < t. Ces
systemes sont aussi dits systemes physiquement réalisables.

2.6 Systeme invariant
Un systeme est dit invariant (stationnaire) si la relation entre son entrée et sa sortie est
indépendante du temps ¢ (c.-a-d., les parametres du systeme sont constants).

A
y()

u(t) /\/

y t
entrée N réponse
—» Systtme |—»

u(t+1) y(t+1)

T t T t

Fig.4 Comportement d’un systéme invariant.

2.7 Systeme continu / Systeme échantillonné
Un systeme est dit continu si les variations des grandeurs le caractérisant sont des fonctions de

type f(t) ou t est une variable continu (le temps en général). Les systémes continus s’opposent aux
systemes discrets (échantillonnés).
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Chapitre 1 : Introduction

2.8 Systeme déterministe / Systéeme aléatoire

Un systeme est dit déterministe si pour chaque entrée, il n’existe qu’une seule sortie possible.
Dans le cas contraire on dit que le systeme est aléatoire, c.-a-d. pour chaque entrée, il existe
plusieurs sorties possibles, chacune d’elles est affectée a une probabilité.

2.9 Systeme monovariable /Systeme multivariable

Un systeme est dit monovariable ou SISO (Single Input Sigle Output) s’il posseéde une seule
entrée et une seule sortie. Un systeme est dit multivariable ou MIMO (Multiple Input Multiple
Output) s’il possede plusieurs entrées et /ou plusieurs sorties.

uy (6) o n@®
t —>
u(t)_’ Systeme _y(>) u,(t) — Systeme _' y2(t)
Uy () ——» - >y, (1)
(@) (b)

Fig.5 Systeme monovariable (a), systeme multivariable (b).

Remarque 1.1: Dans le cadre de ce cours on ne n’intéresse qu’aux systemes linéaires, continus,
invariants, causaux et déterministes.

3. Rappel sur le calcul matriciel

3.1 Matrice

Une matrice de dimensions nxm (notée A,y,) est un tableau de nombres a n lignes et m
colonnes. Les nombres qui composent la matrice (a;, ou i =1..n,j=1..m) sont appelés
éléments ou coefficients de la matrice.

a1 - Qi
Apxm = [aij] =1 (1.1)
Ani - Qpm
Matrice ligne
Une matrice ligne Ay,est une matrice ayant une seule ligne et m colonnes.
Ajgm = [@11 - Q1m] (1.2)
Matrice colonne
Une matrice colonne A,;est une matrice ayant une seule colonne et » lignes.
a1
Ap1 = | ¢ (1.3)
An1

Matrice carrée
Une matrice carrée est une matrice qui posseéde le méme nombre de lignes et de colonnes (c.-a-d.
n=m).

Diagonale d’une matrice

La diagonale principale (ou simplement la diagonale) d’une matrice est I’ensemble des éléments
a;; de la matrice A.
Dr : N. Bounar 4



Chapitre 1 : Introduction

Matrice diagonale
Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les éléments en dehors de la diagonale
principale sont nuls. Les éléments de la diagonale peuvent €tre ou ne pas étre nuls.

Matrice unité (matrice identité)
La matrice unité ou matrice identité est une matrice diagonale ne possédant que des 1 sur la
diagonale (a;; = 1).

3.2 Opérations élémentaires sur les matrices

3.2.1 Addition de deux matrices
On ne peut additionner ou soustraire que deux matrices de méme dimension. Soient deux
matrices A et B de méme dimension.

Addition: C = A+ B ou Cij = al-j + bU
Soustraction : D = A — B oud;; = a;; — by;

3.2.2 Transposée d’une matrice
On appelle transposée d’une matrice A de dimension nxm la matrice notée AT de dimension
mxn obtenue en permettant les lignes et les colonnes

all nen alm
Apxm = [aij] =1: : (1.4)
Ani - Apm
La transposée de A est :
a11 nen anl
Amsn = lap] =| = = (1.5)
Am - Apm

3.2.3 Multiplication d’une matrice par un scalaire
Le produit d’une matrice par un scalaire est la matrice obtenue en multipliant chaque élément de
la matrice par ce scalaire.

3.2.4 Multiplication de deux matrices
La multiplication de deux matrices A et B n’est possible que si le nombre de colonnes de A est

egal au nombre de lignes de B. La matrice obtenue C est une matrice possédant le méme nombre de
lignes de la matrice A et le méme nombre de colonnes de la matrice B.

Cnxp = Apxm X Bmxp (1.6)

Exemple 1.3 : soient deux matrices A et B.

b b
11 D12
A _[‘111 Qi ‘113] B = |b b C _[C11 C12]
2x3 Az1 Gz azzl’ 3x2 b21 b22 ) v2X2 C21 C22
31 D32

€11 = A11b11 + a1abyg + ag3bzq, €13 = aq1b1p + ag3by; + ag3bs;,
C21 = Qp1b11 + Az3by1 + A3b31, €2 = Ap1b1p + Az2by; + An3b3;.

Dr : N. Bounar 5



Chapitre 1 : Introduction

3.3 Trace d’une matrice
La trace d’une matrice est la somme des éléments de la diagonale principale de la matrice

X a).

3.4 Déterminant d’une matrice d’ordre 2
Soit A une matrice carrée d’ordre 2.

ai1 Q12
a=| ] 1.7
az1 Qzz (1.7
Le déterminant de A noté det(A) se calcule de la maniére suivante :
ai1 Qg2
det(4) = |a21 a22| = Q11022 — A21012 (1.8)

3.5 Mineurs
Le mineur M;; est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant la i ligne et la j*" colonne

de A.

Exemple 1.4 : soit la matrice carrée d’ordre 3.

ai;; A1 Qg3
A =1021 Qz2 Q43
az1 dszz dsz

ap; dzs
’ 22 —

|a21 a23| _|a11 a13|
sz Aszz ’

M :| -
12 asz; dsz 32 a1 a4z

3.6 Cofacteur
Le cofacteur noté D;; d’une matrice A est défini par la relation :

Dyj = (=)™ M;; (1.9)

Remarque 1.2 : Nous constatons que le mineur et le cofacteur ont la méme valeur numérique, mais
le signe peut étre différent.

3.7 Déterminant d’une matrice d’ordre n
Soit A une matrice carrée et D;; ses cofacteurs. Le déterminant est obtenu en suivant la méthode

suivante :

1- Choisir une ligne ou une colonne de A : pour simplifier les calculs, on choisit la ligne ou la
colonne contenant le plus grand nombre de z€ros.
2- Multiplier chaque €lément a;; de la ligne ou la colonne choisie par le cofacteur D;;

correspondant
3- Faire la somme de ces résultats.

Exemple 1.4 : Calculer le déterminant de la matrice A
ai1 Q2 Ag3
A= la21 az2 azsl

a3z; a3z dzz
En choisissant la premiere ligne :

Dr : N. Bounar 6



Chapitre 1 : Introduction

det(A) = a;1 D11 + ay1 D15 + ag3D43

A, Az a1 dzz
= a; (D™ | a33| +a;p (1)1 | a33| +a;3(—1)1*3 |

as; asy
. |a22 a23| _a |a21 a23| a |a21 a22|
Hlas, as; 2laz; asz Blas; as;

En choisissant la troisieme colonne :

det(A) = a;3D13 + az3Dp3 + az3D3;3

a1y Qp; ay;; ag
= a3 (-1 | a32| + a3 (—1)**3 | a32| + a3 (—1)°*3 |

as, as;
4 |a21 a22| —a |a11 a12| a |a11 a12|
13laz; as; 23laz; as; 33lay; ap

Autre méthode pour calculer le déterminant

1- On affecte a chacun des éléments de la matrice un signe +/-.

2- On associe un signe positif a la position de a4, puis on alterne les signes en se déplacant

horizontalement ou verticalement.

3- On choisit une ligne ou une colonne de A : pour simplifier les calculs, on choisit la ligne ou

la colonne contenant le plus grand nombre de zéros.

4- On multiplie chaque €lément a;;de la ligne ou la colonne choisie par son mineur

correspondant.

5- Faire la somme ou la différence de ces résultats selon le signe affecté aux éléments lors de la

deuxieme étape.

Exemple 1.5 : Calculer det(A).

+ - +
aiq

A=1a1" a,," a3~
+ +
31 Aazz  A4zz
En choisissant la premiere ligne :

det(A) = a;1My; + a; My, + a;3Mq3

ap, dz3

azi a23|
Az dsz

az; a22|
asz; dsz

as|
Blaz; as;

=daqq | | — Qa2 |
En choisissant la deuxiéme colonne :

det(A) = a;3M;3 + a3M,3 + az3Ms3

- _a |a21 a23| a |a11 a13| —a |a11 a13|
12laz; as3 22laz; asz 32lay; ap3
3.8 Matrice adjointe (comatrice)
Soit A une matrice carrée d’ordre n.
a1 a4, e Qqp
a a v Q2n
A=|7? T )
anq an1 Ann

Dr : N. Bounar 7
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Chapitre 1 : Introduction

On appelle matrice ajointe de A, la matrice carrée d’ordre n notée adj(A) définie par :

Dll D12 e Dln
adja) = |P2 D Don (L.11)
Dpi Dpio ... Dpy

D;j = (—1)”le-]- est le cofacteur de I’élément a;;.

3.9 Inverse d’une matrice
Une matrice carrée A de dimension nxn (c.-a-d. d’ordre n) est dite inversible (ou réguliere ou
non singuliere) s’il existe une matrice B d’ordre n appelée matrice inverse de A.

B=A"1 (1.12)
tel que AxB = BxA = I, ou I, est la matrice identité d’ordre n.
La formule générale de I’inverse d’une matrice est :

[adj(A)]T

-1 _
A7 = det(4)

(1.13)
ol :

det(A) # 0 est le déterminant de A.

adj(A) est la matrice adjointe de A

3.10 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice
Si A est une matrice carrée (n X n) quelconque, les n valeurs propres distincts de A sont
notés A; et sont associées aux n vecteurs propres V; par :
AVi =4V, i=1..n (1.14)

Les valeurs propres de A sont les scalaires tels que:

det(A—Al) =0 (1.15)
ou [ est la matrice identité d’ordre n.

Cette derniere équation fonction de 4 et de degré n est dite équation caractéristique de A.

Exemple 1.6 : calculer les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A

0 1 0
A=1]1 0 0]
0 1 0
Valeurs propres
A -1 0
det(A-AD)=|-1 1 0/=21%*-1)=0
0o -1 2

Al = 0,/12 = _1,13 == 1
Vecteurs propres

X1
Avl = /111)1 , Ul = xZ
X3
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0 1 0 0
[1 0 0 :xl—Oxz—Oetonposexz—lzvl ’0]
0 1 0 1
V1
sz = szz , Up = Y2
V3
0 1 0] V1
1 0 0] Y2l = — yZ]:>y2=—y1,y1=—y2,y2=—y3etonposey1=1=>y2=—1,y3=1
0 1 01Ly3 V3

1
=>v, =|—1
1

SV, =Y1u,Y1 =Y»Y2 =Ysetonposey; = 1=y, =1,y; =1

1
=[]
1
3.11 Rang d’une matrice
Le rang d’une matrice A d’ordre n et défini comme étant le nombre de lignes ou de colonnes de
A qui sont linéairement indépendants.

Z
Av3 = A3U3 R U3 = [22]

Z3
0 1 0][Z Z
1 0 0‘ [22] = [22
0 1 0llzs Z3

e det(A) # 0 © rang(A) = n dans ce cas A est dite de rang plein.
e det(4) =0 < rang(4) <n.

4. Exercices

Exercice 01
Soient deux matrices A et B.

1 0 -1 -1 1 0
A= [2 3 —2], B = [ 2 1 3 l
0 -1 -1 -4 -2 -6

1- Calculer la trace de A et B.

2- Calculer A+ B ,+B ,A — B et AxB.
3- Calculer la transposée de A et B.
4- Calculer le rang de A et B.

Exercice 02
Soient deux matrices A et B.

1 -1 1 -1 1 0
a=[1 0 <|e=]z 0 -l
-1 1 1

1- Calculer les cofacteur de la matrice A et B .
Dr : N. Bounar 9
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2- CalculerA-let B71.

3- Calculer AA et BB™1.
4- Calculer lerang de A et B.

Exercice 03
Soit les deux matrices 4 et B.

a=[y ZglB-

0 1 0
1 0 0
0

1- Calculer les valeurs propres de A et B.
2- Calculer les vecteurs propres associés aux valeurs propres de chacune des deux matrices A et
B.
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Chapitre 2
Représentation des systemes multivariables

1. Introduction

Les méthodes d’analyse et de commande des systemes dynamiques linéaires étudiées jusqu’au
présent reposent sur une représentation externe du systéme par équations différentielles ou fonction
de transfert. En effet, les difficultés liées a 1’emploi des équations différentielles (représentation
temporelle), notamment lors de I’étude de systemes d’ordre élevé (supérieur a deux), ont été a
I’origine du développement de la transformée de Laplace conduisant a une représentation par
fonction de transfert. L’utilité de la représentation par fonction de transfert a été montrée lors de
I’étude de la réponse fréquentielle (lieu Bode, diagramme de Nyquist...etc) et la stabilité du
systeme. Cependant, cette représentation présente deux inconvénients majeurs :

- C’est une représentation obtenue en supposant les conditions initiales nulles (systeme
initialement au repos). Ceci n’est pas toujours vrai et ces conditions initiales jouent souvent
un rdle tres important dans 1’étude des systemes dans le domaine temporel ou la réponse
dépend du passé du systeme.

- C’est une représentation qui s’adapte mal pour décrire les systemes MIMO.

Pour de telles raisons, les théories de commande avancée utilisent un type de modélisation
moderne dite représentation d’état (ou représentation interne). Ce type de modele fut popularisé
dans les années 60 méme si son origine est plus lointaine, il s’agit d’un modele qui prend en compte
la dynamique interne (état) du systeme et ne se limite pas a la description d’un comportement de
type boite noire (entrée/ sortie).

2. Différentes représentations des systemes
Le schéma ci-dessous montre les différents types de représentations des systemes dynamiques
linéaires en considérant les deux cas monovariable et multivariable.

Systemes dynamiques linéaires "7

A 4

Systemes SISO | Systemes MIMO
Représentation Représentation Représentation
externe interne externe
v
Equation Fonction Représentation Matrice Systeme
* > de <+ > d’état <« > de <+ > d’équations
différentielle transfert transfert différentielles

A A A A

[} | | |
i J D Ay Sy S |

Fig.2.1 Différents types de représentations des systemes.

Dr : N. Bounar 11



Chapitre 2 : Représentation des systemes multivariables
Remarque 2.1 : Dans le cadre de ce cours, on ne considere que les systetmes dynamiques linéaires
invariants et continus.

3. Représentation des systemes monovariables (SISO)

3.1 Représentation externes
Cette représentation utilise directement la relation entrée/sortie considérant le systtme comme
une boite noire.

3.1.1 Equation différentielle
Soit un systeme linéaire invariant monovariable d’ordre n.

u(t) y(t)

——»| Systtme ——»

Fig.2.2 Schéma bloc d’un systeme monovariable

Un tel systeme est décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients constants de la
forme :

d™u(t)
m.oggm

d"y(t)_l_a d" 1y (1)

d™ 1u(t)
dtn n-1 gen-1

n-1 dtm—l

+ -+ agy(t) =b +b + -+ bou(t) (2.1

ot u(t) et y(t) sont respectivement 1’entrée et la sortie du systeme, et n > m (systéme causal).

3.1.2 Fonction de transfert
La fonction de transfert ou transmittance d’un systeme donné est le rapport entre la transformée
de Laplace de sa sortie et celle de son entrée. En appliquant la transformée de Laplace a 1’équation
(2.1) et en prenant les conditions initiales nulles, on obtient :

Y [s™ + apn_1s" 1+ 4+ a;s +ag]l = UG [bps™ + bpy_1s™ L+ -+ byis + by]  (2.2)

Y(s) _ bypS™+bpm_1S™ 14-+bis+bg
U(s) sM4+ap_1s""1+-+ays+ag

(2.3)

3.2 Représentation internes (ou d’état)

Le principe général de la représentation d’état consiste a décrire un systeme en considérant sa
dynamique interne et pas seulement une relation entre son entrée et sa sortie (comme le fait la
fonction de transfert). Ainsi, il convient de redonner de I’importance a des grandeurs qui ne sont ni
entrée, ni sortie, tout en prenant en compte 1’ensemble des phénomenes dynamiques et statiques qui
confere au systeme son comportement. Une telle préoccupation conduit aux définitions suivantes

3.2.1 Définitions

Etat : 1’état a I’instant t, d’un systéme d’ordre n représente I’ensemble de n informations que 1’on
doit posséder sur le systeme a cet instant pour pouvoir déterminer son évolution ultérieur (t > t;), a
partir de la seule connaissance de I’entrée ultérieure (pour t > t).

Variables d’état : 1’ensemble de ces informations constitue les variables d’état du systeme a
I’instant tO: X1(t0)p Xy (to), ,xn(to).

Vecteur d’état : les variables d’état sont toujours rassemblées dans un vecteur x nommé vecteur
d’état, ainsi & t = tg, on aura x(ty) = [x1(to), x5 (to), ..., X, (to)]7, on peut dire que les variables
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d’état représentent 1’évolution des conditions initiales, ou encore qu’elles résument tous le passé du
systeme, les variables d’état sont la mémoire du passé.

Espace d’état : 11 s’agit tout simplement de I’espace vectoriel dans lequel le vecteur d’état x est
susceptible d’évoluer, a chaque instant le vecteur x étant associé a un point de cet espace. Cet
espace est donc R™.

Dans la plupart des cas, 1’évolution en fonction du temps du systeme peut &tre décrite par les
deux équations (équation d’état et équation de sortie) suivantes :

x(t) = f(x,u,t)

y() =g(xut) (2.4)

Dans le cas ot le systeme considéré est linéaire, la représentation d’état se met sous la forme :

1(t) = A(Dx(t) + B(Ou(t)

2.5
y(8) = C(Ox(O) + DOu(®) -
Si le systeme est supposé, en outre invariant (stationnaire), il vient :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 2.6)
y(t) = Cx(t) + Du(t) '
ou :
x(t) € R® :  Vecteur d’état
y(t) R : Vecteur de sortie (vecteur de mesure)
u(t) e R : Vecteur d’entrée (vecteur de commande)
A €eR™ . Matrice d’évolution ou dynamique
B € R™ .  Vecteur de commande (vecteur d’entrée)
C € R1X* Vecteur d’observation (vecteur de sortie)
D ER . Constante de transmission directe (souvent nul).

Exemple 2.1 : Considérons un moteur a courant continu (MCC) commandé par la tension u(t) aux
bornes de I’inducteur (stator) et supposons qu’il fonctionne en régime linéaire (courant de I’induit
constant). Trouver une représentation d’état pour le MCC. La sortie étant la vitesse de rotation y(t).

i(t) !
—
R f: frottements
(1)
Inducteur Induit

Fig.2.3 Schéma de principe d’un MCC.
Le moteur admet trois équations :

Equation électrique :
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u(t) = Ri(t) + L%t) 2.7)

Equation mécanique :
dy(®)
T(6) = fy(6) +] == 2.8)
Equation de couplage :
T(t) = Ki(t) (2.9)

ou i(t) est le courant inducteur, T(t) est le couple, f est le coefficient de frottement visqueux
et K est la constante de couple.

Par le jeu de substitution, on peut éliminer le couple et le courant et on obtient 1’équation
différentielle d’ordre 2 régissant le fonctionnement du moteur.

(&) + a,y(t) + agy(t) = bou(t) (2.10)
avec:a, = (Lf +JR)/JL,ay = Rf/JL,by = K/JL .

On pose :

x,(t) = y(t)

x2(8) = y(t) = %,(t) > %, (t) = J(t) = bou(t) — a,y(t) — agy(t)
= bou(t) — a;1x2(t) — apx; (t)

On a alors :
x1(t) = x,(¢)
X2 (t) = bou(t) — a;x5(t) — agx, (t)

Sous forme matricielle :

ol =l —allio]* ]« o
y@® =[1 0] [2 % 2.12)

Les variables d’état du moteur sont: la vitesse x; (t) et I’accélération x, (t).

Remarques 2.2: Un systeme donné possede une fonction de transfert unique, par contre, il possede
une infinité de représentations d’état (une nouvelle représentation d’état s’obtient, par exemple, en
permutant les définitions de x4 (t) et x,(t)).

Exemple 2.2 : Dans I’exemple du MCC, on peut choisir comme variables d’état le courant et la
vitesse de rotation :

A partir de (2.7) on aura :
di(t) _u) R

2= i) (2.13)

A partir des équations (2.8) et (2.9), on obtient:

dy(®) _ K. .~ f
el ]l(t) ]}’(t) (2.14)

Posons : x4 (t) = i(t) et x,(t) = y(t)

Sous forme matricielle, (2.13) et (2.14) donne :
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¢1(t) R/L NG)
[zz(i)] [ K/] - f/]] [zz(i) + [16L] u(t) (2.15)
y@®)=[0 1] [iz%g (2.16)

Remarque 2.3 : Toutes les représentations d’état d’un méme systeéme possedent le méme nombre
minimal de variable d’état, ce nombre minimal est égal a 1’ordre n du systéme.
Remarque 2.4 : Les variables d’état peuvent avoir un sens physique ou non.

4. Représentation des systémes multivariables (MIMO)
En général, la représentation des systeémes multivariable se fait par extension des techniques du
cas monovariable.

4.1 Représentation externes
4.1.1 Systeme d’équations différentielles
Un systeme linéaire invariant multivariable d’ordre n possédant m entrées et p sorties peut étre
décrit par un systeme d’équations différentielles linéaires a coefficients constants. Apres application
des lois de la physique, de nombreux systemes multivariables peuvent étre décrits par des équations
différentielles et algébriques de la forme :

xl(t) = fl(xl(t)' ---,X@(t),lh(t), ...,um(t), t)

() = Fo (e (D) o X (0,13 (6), o U (6), €)
yl(t) = hl(xl(t)' ey xr‘L(t)' ul(t)' ey um(t)r t)

I (©) = by (X1 (6, s X (0, 11 (6), o U (£), 1)

(2.17)

ou u;(t),i = 1..mety;(t),j = 1..p sont respectivement I’entrée et la sortie du systeme. Dans le
cadre de notre cours les fonctions f; et h; sont linéaires.

4.1.2 Matrice de transfert
Dans le cas SISO, la fonction reliant I’entrée et la sortie du systeme est appelée fonction de
transfert, dans le cas MIMO, on a plusieurs fonctions de transfert représentant 1’effet de chaque
entrée sur chaque sortie. L’ensemble de ces fonctions rangées en tableau constitue la matrice de
transfert du systeme.

Ui(s) * Fi(s) Yi(s)

Us(s) Y2(s)

A4

Fia(s)

* Fx(s)

Fig.2.4 Schéma bloc d’un systeme multivariable a deux entrées et deux sorties

Cas des systemes SISO:

F(S) = % (2.18)
Cas des systemes MIMO:
Y;(s) Fi1(s)  Fi2(s)1[U1(s)
ol = [le(s) rcollos) (19

Dr : N. Bounar



Chapitre 2 : Représentation des systemes multivariables

4.2 Représentation internes (ou d’état)

La représentation d’état étant particulicrement adaptés aux systemes multivariables, elle est
obtenue a partir des autres représentations (particulierement a partir de la matrice de transfert). Un
systeme linéaire multivariable et invariant possédant m entrées et p sorties, peut €tre représenté par:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

ou :

x(t) €ER™ . Vecteur d’état

u(t) e R™ : Matrice d’entrée (ou de commande),
y(t) € RP : Matrice de sortie (ou de mesure),

A € R™" :  Matrice dynamique (ou d’évolution),
B € R™m :  Matrice de commande (ou d’entrée),
C € RPXn Matrice d’observation (ou de sortie),
D € Rpxm :  Matrice de transmission directe.

Remarque 2.6 : Différentes méthodes de passage de la représentation par matrice de transfert a la
représentation d’état seront présentées dans le quatrieme chapitre.

5. Représentation analogique des modéles d’état
Soit la représentation d’état suivante :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Le schéma analogique de cette représentation est le suivant :

¢ x(t) x(t) y(t)
© Ty ) R

A

Fig.2.5 Schéma analogique d‘un modele d’état.

Exemple 2.3 : Pour la représentation d’état du moteur :

Lol=l el [uoyo=u afid

Le schéma analogique correspondant est le suivant :

u(t) -~ X, (8) X2 (t) = %, (t) x,(t) =y (o)

ao <

a

Fig.2.6 Schéma analogique du MCC.
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6. Avantages de la représentation d’état

- C’est une représentation qui s’adapte bien aux systemes multivariables, contrairement, a la
représentation classique par fonction de transfert qui ne s’applique que dans le cas monovariable.

- C’est une représentation interne permettant d’accéder aux grandeurs internes (variables d’état)
du systeme, on est capable de suivre, a tout instant, I’évolution de chacune des variables internes,
alors que la représentation par fonction de transfert n’aurait fourni que la sortie.

- Dans la représentation d’état les conditions initiales apparaissent explicitement, comme dans
toute équation différentielle, au contraire, la représentation externe par fonction de transfert
impose que les conditions initiales soient nulles (ceci n’est pas toujours vérifié en réalité).

7. Résolution de I’équation d’état
Considérons un systeme d’ordre n représenté par le modele d’état suivant :

2(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.20)

Il s’agit de trouver 1’expression de la sortie y(t) a une entrée u(t).
7.1 Cas d’une équation scalaire
Dans un premier temps, pour fixer les idées, on se place dans le cas scalaire c.-a-d., le systeme

est d’ordre n = 1 et a une seule variable d’état x(t). Dans ce cas, les équation (2.20) peut s’écrire
comme Suit :

x(t) = ax(t) + bu(t) avec: x(t, =0) =x, (2.21)
y(t) = cx(t) + du(t) (2.22)

ou a, b, c et d sont des constantes.

e Réponse libre: 11 s’agit ici de voir comment le systeme réagit librement a la seule condition
initiale et en absence de 1’entrée. C’est la réponse du systeme autonome.

x(t) =ax(t) = %za :w=a

Intégrons le dernier terme entre t, = 0 et t, on aura :

[in(x®)], = altls

In(x(®) = In(x(t)) = a t = m("(t)) I

=e
x(to) x(to)
Finalement, la réponse libre de 1’équation (2.21) est:

x(t)= x et (2.23)

e Réponse complete (totale): 11 s’agit ici de voir comment le systeme réagit en présence de
I’entrée. On utilise la méthode de variation des constantes :

x(t)= k(t)et (2.24)
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x()=a k(t)e® + k(t)e® = ax(t) + k(t)e®
~———
x(t) )
x(t) = ax(t) + k(t)e*® = ax(t) + bu(t)
= k(t) = e *bu(t)
t
= k(t) = k(ty) + j-e—‘”bu(‘r)dt

to
En remplagant I’expression k(t) dans (2.24), on obtient :
t

x(t)=k(t)e® = |k(ty) + fe‘afbu(r) dr| e®

A partir de (2.24), on a : k(ty) = x(ty) = X,
t

x(t)=k(t)e® = |x(ty) + Je“”bu(r)dr et

to
Alors,on a:

x(t) = xpe® + ftto e®tDpu(r)dr (2.25)

Finalement, en remplacant (2.25) dans I’équation de sortie de (2.20), on obtient la réponse totale du
systeme :

y(t) = Cxoeat +c ftij ea(t_T)b u(T)dT + du(t) (226)
Ri?lfrnese Réponse forcée

Remarque 2.7 : Dans la réponse (2.26), I’on peut faire une distinction utile dans le membre de
droite et faire apparaitre deux réponses:

Le réponse libre : elle correspond au premier terme et ne dépend que du modele du systeme
(présence du pole a) et de la condition initiale (présence de x;). Elle ne dépend pas de 1’action
extérieure (commande).

Le réponse forcée : elle est associée aux deux derniers termes et correspond en fait a la réaction du
systeme a 1’excitation u(t). Elle dépend du modele du systeme (présence de a) mais aussi de la
nature du signal u(t).

En outre, pour un systeme stable, lorsque la réponse y(t) tend vers une valeur constante pour
une entrée constante par exemple (échelon), I’on peut distinguer deux régimes:

Le régime transitoire qui est le temps durant lequel y(t)subit une évolution avant de se rapprocher
d’une valeur constante. La durée du régime transitoire correspond a un temps appelé remps de
réponse t,. Laréponse de régime transitoire disparait lorsque t — oo

Le régime permanent qui succede au régime transitoire, qui commence donc a t,. et qui correspond
a I’intervalle de temps durant lequel y(t) est considéré comme restant toujours proche de sa valeur
finale. La réponse de régime permanent persiste lorsque t — oo

7.2 Cas d’une équation matricielle

Dans le cas ot le systeme est d’ordre n > 1, donc posséde n variables d’état x; (t).
Dr : N. Bounar 18



Chapitre 2 : Représentation des systemes multivariables
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

avec: x(t) =[x () .. x,(®)]Test le vecteur d’état, x(ty) =xo=[x? .. x3]7 est la
condition initiale et 4, B, C et D sont des matrices de dimensions appropriées.

La solution d’un tel systeme matriciel est analogue a celle obtenue dans le cas scalaire, donc, en
remplacgant les scalaires a, b, ¢ et d dans (2.25) et (2.26) par les matrices 4, B, C et D respectivement,
il vient :

x(D)= eAtx, + fttOeA(t‘T)Bu(r)dT (2.27)

y(t) = Cedtxy + C ftz eI Bu(1)dr + Du(t) (2.28)
Re’ponse Réponse
libre forcée

Cependant cela nous ameéne a considérer une fonction matricielle de type nouveau, et ot A est une
matrice.

Posons :

d(t) = et (2.29)
Remplacgons (2.29) dans (2.27), il vient :

x()= d(t)x, + f; ®(t — 7)Bu(t)dr (2.30)

®(t) est une matrice dite matrice de transition d’état.
Le probleme de la résolution des équations d’état se ramene au probleme de calcul de la matrice de
transition. Avant de décrire différentes méthodes pour 1’obtention de la matrice de transition, nous
montrons quelques propriétés de cette matrice.
7.2.1 Propriétés de la matrice de transition d’état
Propriété 1 . ®(0) = eA*% =] (ol I matrice identité).
Propriété 2 . ®(t) = et = [e7 4] = [0(-0)]t , D7) = P(-1).
Propriété 3 : ®(t; +t,) = eAltittz) = gAlipAlz — D (t)DP(t;) = P(t)P(¢).

Propriété 4 . [®(t)]" = ®(nt).

PrOpriété 5 . cD(tz - tl)q)(tl - to) = q)(tz - to) = q)(tl - to)(p(tz - tl)

7.2.2 Calcul de la matrice de transition d’état
Il s’agit de calculer e , et bon nombre de possibilités sont offertes :
a) Méthode de transformée de Laplace
Soit I’équation d’état x(t) = Ax(t) + Bu(t), avec : x(t, = 0)= x,.
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En posant u(t) = 0.
x(t) = Ax(t)
TL [x(t)] = TL[Ax(¢t)]
sX(s) — X, = AX(s)
X(s)=(sI —A) xg = TL[X(s)] = x(t) = TL™[(s] — A)~1]x,

Finalement :
x(t) = TL™Y[(s] — A)_l]xo (2.31)

D’autre part, d’apres la section précédente, la réponse libre de équation d’état a t, =
x(t)= e’tx, (2.32)
Par identification de (2.31) et (2.32), on aura :
At = TL (sl — A)71]

Exemple 2.4
Soit un systeme d’ordre deux :

FO1=19 L9+ [Yuo

Calculer la matrice de transition e4.

det(si-4)  (s+1)(s+2) -2
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

. [s+3 1] s+3 (a3 + a4)
(S]—A) 1_ [adj(sI-A)] —2 sl _ | (s+1)(s+2) (s+1)(s+2) (s+1) (s+2) (s+1)  (s+2)

(s+1) (s+2)) ((;:51) + (s(j-éz))

— lim ( +1)( s+3 ) = lim ( +2)( s+3 )— 1
M= LS +1)(s+2) 2a = lm(s G+ DG +2)
1
— i 1 ( ) —1a, = li 2 ( ) -1
;= lim (s+1) (s+1)( T ) b= I+ DG+
S
= im0 )=ty = im (542 =2
@ = lim (s + D {75 +1)(s+2) = lms+D\ ST+
2 1
-1 _ ((s+1) (s+2)) ((s+1) (s+2))
(sI—A)"* = 1 1 5
—2 ((s+1) (s+2)) ((s+1) + (s+2))
2 1 1 1
At — pp-1 ((s+1) B (s+2)) ((s+1) - (s+2)) [ 2et—e72 e t—e 2t
- _2( 11 ) ( -1 2 ) T |=2et + 272t _p~t 4 o2t
(s+1) (s+2) (s+1)  (s+2)

b) Méthode de diagonalisation de la matrice A

Si la matrice d’état A est diagonale, on montre facilement que :

A O .00 el 0 .. 0
_10 A, -~ a_|l 0 et .
A= S Y Ind : w0

0 .. 0 A, 0 .. 0 e
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d’ou I’idée de passer par un changement de variables judicieux, de la représentation d’état initiale
vers une autre représentation faisant intervenir une matrice d’état diagonale.

Si A est une matrice carrée (n X n) quelconque, les n valeurs propres distincts de A sont
notés A;, elles sont associées aux n vecteurs propres V; par :

d’ou
AV1 = llVl
AV = 4, W
Sous forme matricielle :
A4 0 .00
0o 1, =~
Ay Vy LVl =1V, V, V] . (2.35)
0 .. 0 A,
En multipliant a gauche les deux membres de (2.35) par[V; V, ...V ]71:
A 0 .00
1 0 A, =~
[Vl VZ ...I/n] A [Vl VZ "'I/Tl] = . . . 0 (2.36)
T-1 T .
0 .. 0 A,
A
TAT=A > A=TAT™? (2.37)
Finalement :
eAt = TeftT1 (2.38)

Exemple 2.5 : Calculer la matrice de transition e“du syst¢tme donné dans I’exemple 2.4.

A= [—02 —13]

Valeurs propres :
det(Al —A) =0
A -1

Vecteurs propres :z = [21 Z2]T ,v = [v1  V.]T.
Az = A1z

[_02 —13] [Z] - [Z] =z =z, onposez; =1 =z =-1,z=[1 -1]'

Aw = A,v

[_02 _13] [:2] = - [1;1] = —2v; =V, 0npose v, =2 22z, =—1,v=[-1 2]7
2 1

Alors :T = [z w]= [_11 _21] =T = [1 1
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e - 1 -111—-1 07112 1 0 1
Vérification: A =TAT™ 1 = [ ” ” ] = [ ]
-1 2 0 —2 —3

e R | AN [ B (R M

e 2t —2e7t + Ze‘Zt —e "t 4272

c) Méthode de SYLVESTER

Si la matrice A possede n valeurs propres distinctes A;, on montre que :

et = 3T Mt [nﬁlﬁijﬁ'ﬁ] 2

Remarque 2.8: pour les valeurs propres multiples, une autre formule de Sylvester, plus compliquées
est utilisée.

Exemple 2.6 : Calculer la matrice de transition edu systtme donné dans ’exemple 2.4.

A= [ 0 1 ]

-2 =3
At_z at H(A— M) _ae|A= AD] o [A- D
(4 = A) (A2 = A1)

o M-z o 0 17 -1 0
— et [[—2 —3]_[ 0 —Z]l +e72t [[—2 —3]_[ 0 —1]]
1 -1

_ [ ze—t _ e—Zt e—t _ e—Zt ]
—2e t42e7%t et 4 2e72

Valeurs propres : 44 = =1, 4, = =2

d) Méthode de CAYLEY-HAMILTON

Cette méthode est basée sur le fait qu’une matrice est toujours solution de son équation
caractéristique :
L’équation caractéristique de la matrice A de dimensions (n X n) est :

det(l —A) =A1"+a,_ A"+ +al+ay,=0
On a toujours :

A"+a, A1+t aA+all =02 A" = —a, AV — i —aqA—ayl =0

Donc, pour toutes matrice carrée possédant n valeurs propres distinctes, toutes puissance de A
supérieure ou égale a n peut s’exprimer en fonction d’une combinaison des puissances de A
inferieures a n . Donc :

A?%t? At
et =1+ At + +
2! n!
e =a, (DAY + a,_, (A2 + -+ a; (A + ap(t)] (2.40)

Notons que tous les valeurs propres A; de la matrice A vérifient également cette équation, c-a-d :
el = an (O + an, () AT+ g (8) A + ag(B)] (2.41)

En résumé cette méthode consiste a calculer et de la facon suivante :
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At _ yn—1 i
et =Y, a;(HA (2.42)
ou les fonctions a;(t) sont a calculer en résolvant le systéme d’équations suivant :
Ait — yn—1 j
et =¥y a; (D)4 (2.43)

Exemple 2.7 : Calculer la matrice de transition edu systtme donné dans I’exemple 2.4.

A= [—02 —13]

Valeurs propres : A; = —1, 1, = =2

1

eAt = Z a (DAL = (D] + ay ()]
i=0
avec

et =Yl (OM = a(t) —ay(t), e % =Tl (O = ap(t) — 2a;(t)

{ et =) —ay(t) { a(t) =e™ —e™
e =ap(t) =20, (t) lap(t) =2e~F —e™*

27t — 72t e t—e7?
eAt = ai(t)l + al‘(t)l = [_ze—t + ze—Zt —et + 23_2t

7.2.3 Réponse impulsionnelle
On donne la réponse générale d’un systeme donné sous forme de représentation d’état (par souci
de simplicité, on pose D = 0):

t
y(t) = C | etxy + feA(t‘T)Bu(T)dT

to

Pour calculer la réponse a une entrée de type impulsion de Dirac u(t) = §(t), on utilise la propriété
suivante :

f_:o f(®)6(t)dt = f(0) ou fest une fonction continue a 1’origine

Alors :
t

y(t) =C| ettxy + et je‘ATB S(n)dt| = C[ eAtxy + e4tB]

to

y(t) = Ce?t[x, + B] (2.44)

7.2.4 Réponse indicielle

L’entrée est I’échelon unitaire également appelée fonction de Heavyside u(t) = I'(t) définie
par :

pourt =0
ailleurs

r(t) = {t
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t
y(t) = C| etxy + et f e B dr
0
t
y(t)=C [ edtx, + [—eA(t_T)A_lB]O]
y(t) = Cledtxy —A™1B + e A" 1B ]

y(t) = Ce?t[xy + A"1B]—CA™'B (2.45)
8. Stabilité

La notion de stabilité est trés importante en automatique. A quelques rares exceptions prés, les
systemes ne vérifiant pas cette qualité sont inutilisables voire dangereux. Par une formulation
simple, on définit la stabilité par 1’une des propositions suivantes: un systeme linéaire est stable :

e Lorsque sa réponse a un échelon prend une valeur finie en régime permanent, ou

e Lorsque sa réponse a une impulsion tend vers 0, ou

e Lorsque sa réponse a une sinusoide est une sinusoide de méme fréquence et d'amplitude
finie.

Dans le domaine de la stabilité des systemes on considere :

a) la notion de stabilité externe, définie par rapport a la variable de sortie y(t). Cette stabilité
est dénommée aussi stabilité au sens entrée bornée-sortie bornée ou stabilit¢é BIBO
(Bounded Input Bounded Output stability).

b) la notion de stabilité interne, qui est définie par rapport a la variable d’état x(t). Cette
stabilité est aussi dénommée stabilité asymptotique.

8.1 Stabilité externe (Stabilité BIBO)

D’une facon générale, un systeme est BIBO-stable si a tout signal d ‘entrée borné correspond un
signal borné en sortie.

Pour traduire en sens mathématique la définition de la stabilit¢é BIBO, on considere un systeme
dont la fonction de transfert contient tous les genres de pdles : a pdles a 1’origine (p; = 0), deux
poles réels distincts (p, etpsz), un seul pdle double (p,) et deux pdles complexes conjugués
(ps = 0 + jw pg = 0 — jw) et un nombre m de zéros z; avec (m < n).

Y(s) N(s)
U(s)  s%s—p)(s —p3)(s —pa)?(s — 0 — jo)(s — 0 + jw)

La réponse indicielle U(s) = % (entrée bornée) :
N(s)
(s —p)(s —p3)(s —pa)?(s —0 — jw)(s — 0 + jw)

Y(s) =

La décomposition en éléments simples donne :
N(s)

Y(s) = s (s —p)(s —p3)(s —p)?(s —0 —jw)(s — 0 + jw)
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A B B C C
R S e
s s (=p) (5=p3) (s—pa) (5—pa)

réponse dupdleal'origine  Réponse des 2 poles réels  réponse du pole double

Aa+1 + Aa
ga+l

Y(s) =

D4 4 D,
(s—0c—jw) (s—0c+jw)

Réponse des 2 pdles complexes distincts

ou A;, B; et C; sont des nombres réels, et D; des nombres complexes conjugués.

La réponse indicielle est obtenue en calculant la transformée inverse de Laplace de Y (S) (voir la
table de la TL)

y(t) = A‘;%t“ + 29 _ta=1 4 ... 4 A, + ByeP2t 4 B,ePst + CyePst 4 CytePst + |Dy e cos(wt + 6)

(a—1)!
” — — (INRéponse des 2 (IINRéponse du (IV)Réponse des 2
(Réponse dupdlealiorigine poles réels pole double poles complexes

Pour que le systeme soit stable, il faut que sa réponse soit bornée, il faut que :

- Le polynome (/) soit de degré zéro (terme constant), donc que & = 0 (pas de poles a I’origine).
- Tous les exponentielles soient amorties (tendent vers zéro quand t tend vers 1’infini) donc, que
tous les pdles p; de la fonction de transfert soient a partie réelle strictement négative.

Théoreme 2.1 : Un systeme linéaire et invariant est stable (BIBO stable) si tous les pdles de sa
fonction de transfert sont a partie réelle strictement négative.

8.2 Stabilité interne (Stabilité asymptotique).

Pour envisager rigoureusement d’étudier la stabilité d’un systeme, il faut donc d’abord définir la
notion d’état d“équilibre et celle de stabilité d’un état d’équilibre.

8.2.1 Etat d’équilibre
Un systeme se trouve dans un état d’équilibre si cet état n’est pas modifié€ lorsque le systeme est
abandonné a lui-méme. Un tel état d’équilibre se détermine en posant a la fois u(t) = 0 (systeme
livré a lui-méme) et x(t) = 0 (pas modifié).

Soit un systeme donné :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(©) = Cx(¢)

La recherche des états d’équilibre possibles d’un tel systeéme revient donc a résoudre Ax(t) = 0. De
cette derniere équation, I’on comprend qu’il peut exister un seul ou plusieurs états d’équilibre selon

le rang de la matrice A :

Cas 1: rang(A) = n & det(A) # 0 © A n’a pas de valeurs propres nulles : alors il existe un seul

état d’équilibre qui est ’origine x(t) = x, = 0
Cas 2: rang(A) <n & det(4) = 0 © A possede au moins une valeur propre nulle : alors il

existe une infinité d’états d’équilibre.
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e Un état d’équilibre est dit asymptotiquement stable si, lorsque le systeme est écarté de cet
état sous ’effet d’une perturbation, il y revient (en un temps infini).
e [L’état d’équilibre est dit instable, si apres perturbation, le systeme s’en éloigne davantage.
e [’état d’équilibre est dit simplement stable si apres perturbation, le systeme reste dans un
voisinage du point d’équilibre.

Pour illustrer ces trois cas, I’on procede treés souvent a une analogie mécanique. Cette derniere

consiste a décrire 1’état d’équilibre d’une bille dans trois positions différentes comme le montre la
Fig.2.7.

AN S

Equilibre instable Equilibre asymptotiquement stable Equilibre simplement stable

Fig.2.7 Les trois états d’équilibre possibles d’une bille.
Soit x, = 0 un état d’équilibre. En partant de cet état, on donne, a =0 un écart Ax . On obtient
I’état x(t) = x, + Ax . Le systéme est stable (asymptotiquement stable) si :

lim;,, x(t) =x, =0 (2.46)

En partant de x(t) = x, écarté de Ax, I’état x(t) tend a revenir a 1’état d’équilibre x,.
La réponse du systeme dans ce cas est la réponse libre :

x () = Xyipre(t) = ®(t) Ax
= e4tAx (2.47)

Pour simplifier les développements, on suppose que le systeme est sous forme canonique de Jordan
(A diagonale) et possede n valeurs propres distinctes:

x(t) = e“*Ax = diag (e™t, e, .., e*1h)Ax (2.48)
La condition de stabilité exige que :

lim x(t) = lim diag (eMt eMt, | eMDAx =0 (2.49)

Ceci est vérifié si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative (4; <
0, i=1..n).
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Théoreme 2.2 : Un systeme linéaire et invariant décrit par une représentation d’état est dit :

- asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de la matrice dynamique A sont a partie
réelle strictement négative.

- simplement stable si au moins une des valeurs propres de A est nulle (ou a partie réelle nulle).

- instable si au moins une des valeurs propres de A est a partie réelle strictement positive.

Remarque 2.9 :

- On constate que la stabilit¢é d’un modele d’état dépond seulement de la matrice

dynamique A.
- Un systeme est BIBO stable s’il est asymptotiquement stable.

Dans la suite de ce cours, on qualifie un systeme asymptotiquement stable par le mot stable.

9. Exercices

Exercice 1 Soit un systeme décrit par 1’équation différentielle suivante :

y(@) +3y(0) + 2y(t) = u(t)

1- Donner une représentation d’état pour le systeme.

2- Calculer les valeurs propres(44, ;). Le systéme est-il stable?

3- Calculer les vecteurs propres associés (z =[Z21 Z2]T,v=[v1 v2]T). Montrer que
A=TAT 'ouT=[z v]etA=diag[i].

4- Calculer la matrice de transition e“* en utilisant la méthode de la diagonalisation de A.

5- Calculer la réponse impulsionnelle du systéme pour x, = [1 0] .

Exercice 2 Soit la représentation d’état d’un systeme donné :
@] _[-2 0 [xl(t)] 2
L‘cz(t) - [ 1 —1] x,(t) +[0]”(t)
X1 (t
y® =10 1][ ()

x5 (¢)
I- Le systeme est-il stable ?
2- Calculer la matrice de transition e“t en utilisant :
a- La méthode de Sylvester, b- La méthode de Cayley-Hamilton.
3- Calculer la réponse indicielle du systéme avec la condition initiale: x, = [0 1]7 .

Exercice 3 Soit la représentation d’état d’un systeme donné:

l?’cl(t)‘ -1 0 o01[x®] n 9‘61(0)‘ 0
x,(t)| = [ 1 -2 O] X, ()| + |0 u(t) avec: [x,(0)| = [0]
x3(t) 1 0 =31|x;3(t) 0 x3(0) 1
x4 (1)
y@®=[00 1] lxz(t)]
x3(t)

1- Calculer les valeurs propres(44, 4,, A3). Le systéme est-il stable?
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2- Calculer les vecteurs propres associés (z=1[21 22 Zz3|T,v=[v1 V2 v3]T,w=
[wi wz ws]T). Montrerque A=TAT louT=[z v w]etA=diag[4;].
3- Calculer la réponse indicielle du systeme (en utilisant la méthode de diagonalisation de A
pour calculer e4?), calculer la valeur finale Ve =lime,o y(t), avecxy = [0 0 1]7.

Dr : N. Bounar 28



Chapitre 3 : Commandabilité et observabilité

Chapitre 3
Commandabilité et observabilité

1. Introduction
En effet, ’utilisation de la représentation d’état suscite deux questions importantes :

1- Est-ce que pour tout couple x, = x(t,) et x; = x(t;), il existe un vecteur de commande
u(t) défini sur I’intervalle[t,, t;] permettant de passer de I’état x, a I’état x;, c’est le
probléme de commandabilité du systeme.

2- Est-ce que la connaissance de y(t) et de u(t) sur ’intervalle[t,, t;] permet d’obtenir x, =
x(ty), c’est le probleme d’observabilité du systéme.

Ces deux propriétés sont nécessaires que ce soit pour la commande ou il faudra que le systeme soit
commandable, ou pour la synthese d’observateur ou il faudra que le systeme soit observable. Pour
cela, il sera nécessaire de partir d’une représentation d’état minimale (commandable et observable)
en éliminant (du modele) les parties non commandables et non observables a la condition
impérative que celles-ci soient asymptotiquement stables.

2. Cas des systemes monovariables
Considérons un systeme monovariable linéaire et stationnaire représenté par le modele d’état
suivant :

2(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.1)

2.1 Commandabilité

Un systeme décrit par un modele d’état est dit commandable si pour tout €tat x; du vecteur
d’état, il existe un signal d’entrée u(t) d’énergie finie qui permet au systeme de passer de 1’état
initial x, a I’état x¢ en un temps fini.
Un systeme est dit completement commandable 5’1l est commandable a tout point de ’espace d’état.

Théoreme 1 : Critére de commandabilité de Kalman
Un systeme linéaire est completement commandable si et seulement si: rang[Q.] = n, c-a-d,
Q. est réguliere ou n est I’ordre du systéme (nombre de variables d’état) et
Q.=[B AB A®’B.. A" 1B]
est dite matrice de commandabilité.

Exemple 3. 1

[ ] [ [ + L(l)]u(t)

y(t) = [

0=15 45 1= o Y= det@r =20

Le systeme est commandable.
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15 )L

% A X B
y® =1_0[,]
C -

Q=8 4B 1=[", ]=det@r=0

Le systeme n’est pas commandable.

2.2 Observabilité

On dit qu’un état x(t,) est observable, s’il peut étre identifié a partir de la connaissance de
I’entrée u(t) et de la sortie y(t) sur un intervalle de temps fini [t, , t].
Le systeme est dit complétement observable si ¥V X(ty) € a [’espace d’état, il est possible de
restituer ou identifier sa valeur a partir de la seule connaissance de u(t) et y(t).

Théoréme 2 : Critére d’observabilité de Kalman
Un systéme linéaire est complétement observable si et seulement si : rang[Q,] = n , c-a-d, Q, est
réguliere, ou n est 1’ordre du systéme (nombre de variables d’état) et

est dite matrice d’observabilité.

Exemple 3.2 :

Etudier I’observabilité des deux systemes donnés dans 1’exemple 3.1.

. . _JC1_010 1 _
Premier systeme : Q, = [CA] =, O] = det(Q.) = —2 # 0.

C1_1 0 B
CA]_O 1]=>det(Qc)—1¢0.

Les deux systemes sont observables.

Deuxieme systeme : Q, = [

Remarque 2.1 :

e La Commandabilité d’un systeme est liée seulement aux matrices A4 et B.

e [’observabilité d’un systeme est liée seulement aux matrices A et C.

e Si la matrice A est diagonale, le systtme est complétement commandable si tous les
éléments de B sont non nuls. le systeme est complétement observable si tous les éléments de
C sont non nuls.

e 1l est possible que : rang[Q.] = r < n, donc, la commandabilité ne se vérifie que pour une
partie du vecteur d’état (r variables d’état). Les r variables d’état sont les variables d’états
commandables du systeme et les n-r variables d’état sont les variables non commandables
du systeme, dans ce cas le systeme est dit partialement commandable et sa commande
consiste a rendre sa partie non commandable inopérante afin de le controler entierement via
sa partie commandable. De méme il est possible que rang[Q,] < n, donc 1’observabilité ne
se vérifie que pour une partie du vecteur d’état.
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2.3 Commandabilité/observabilité et fonction de transfert
Dans cette partie, on montre la relation entre la fonction de transfert et ces deux propriétés
(commandabilité et observabilité) a travers un exemple. Soit un systeme d’ordre 4 :

X1 -1 0 0 0711 1
X1 |0 =2 o0 0f]X2 1

% ‘[o 0 -3 0Hx3 [0 u®
X4 0 0 0

= A

—41LX, 0

—— —

X B
X1
_ X2
y@=[1 0 1 0]y,
bl
X

A est diagonale, donc :

La variable d’état x; : est commandable et observable (CO)

La variable d’état x, : est commandable et non observable (CNO)

La variable d’état x5 : est non commandable et observable (NCO)

La variable d’état x, : est non commandable et non observable (NCNO)

X1 (6) = —x1(6) +u(®) =>X,(s)=U()/(s+1)
X, (t) = —2x,(t) +u(t) > X,(s) = U(s)/(s + 2)
x3(t) = —3x5(t) = X;(8)(s+3)=0
X, (t) = —3x,(t) =2 X,(s)(s+4)=0
y(@) =)+ x3(t) = U(s) =x1(s) + x3(5)

Le systeme peut étre décomposé en quatre sous-systemes (CO,CNO, NCO,NCNO) comme :
SS :CO

1 X1(s)
s+1

U(s) S8 :iNO X,(s) Y(s)

—>
s+ 2
SS :NCO
1
s+3
SS :NCNO
1
s+4

v

v

X4(s)
—

Fig.3.1 Différents modes d’un systeme.

On calcule la fonction de transfert :

1
Y(s) 0 — 0 0]fg 1
2 =(C(sI-A)"B=[1 0 1 0] s+2 =
U(s) 0 0 1 oll0f s+1
s+3 0
0 0 B
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Cependant, d’apres la représentation d’état ce systeme est d’ordre 4, donc, on peut écrire :

Y(s)  (s+2)(s+3)(s+4)
UG) (s+1(s+2)(s+3)(s+4)

Remarque 3.2

e Les modes (poles) qui se compensent avec des zéros sont les modes non commandales, non
observales ou non commandable et non observables. Donc, un systeme dont la fonction de
transfert possede des zéros qui se compensent avec des pdles est un systeme non
commandable et/ou non observable.

e Un systeme dont la fonction de transfert a tous ses zéros différents de ses pdles est un
systeme commandable et observable.

e La commandabilité et 1’observabilité sont des propriétés structurelles du systeéme qui
n’apparaissent pas dans la représentation par fonction de transfert. Donc, la fonction de
transfert est quelques fois insuffisante pour décrire un systeme.

e Un systeme a la fois commandable et observable est dit minimal.

e [’ordre de la représentation d’état n’est pas toujours le méme que celui de la fonction de
transfert. Tout dépend de la commandabilité et de 1’observabilité de ce dernier. Lorsqu’il est
completement commandable et observable, les deux ordres sont égaux.

2.4 Formes canoniques pour les systemes monovariables

En général, on désigne par forme canonique d’un systeme linéaire continu une représentation
d’état dont les matrices A, B et C ont une forme tres simple et par conséquent, possedent un nombre
réduit d’éléments différents de z€éro dans leurs structures. Les formes canoniques les plus connues et
utilisées sont : la forme compagne de commandabilié et la forme compagne d’observabilité.
Comme on va le voir plus tard ces deux formes seront tres utiles, quand on étudie le probleme de la
commande et de I’observation.

Soit la fonction de transfert d’un systeme donné, le systeme est supposé commandable et
observable, donc, la fonction de transfert n’admet pas de podles et zéros communs.

Y(s)  bpS™+bp_1s™ ..+ bis+by  N(s) -
U(s)  s"+ap s l..t+as+ta, D(s)’ n=m

G(s) = (3.2)

2.4.1 Forme compagne de commandabilité

En effet, si le systtme est commandable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme
compagne de commandabilité.

_V(S)Y(S)  bmS™ +bp_1S™ ! ..+ bis+ by

G(s) = = 3.3
(s) U(s)V(s) s+ a,_1s™ ..+ a;s+ag (3:3)
ol V(s) correspond a une variable interne au systéme, telle que :
V(s 1
(s) = - (3.4)
U(s) s"+a,_s" 1. +as+ag
Y(s) m m-1
m = bmS + bm_1$ e+ b15 + bo (35)
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A partir de (3.4), il vient :

s (s) =U(s) — a1 s W (s) — - —a; sV(s) —ag V(s) (3.6)
xn(s) x2(s) x1(s)

On peut choisir les variables d’état de la facon suivante :
X1(s) =V(s)
Xa(s) = sV(s) = sX1(s) = 1, (1) = x,(8)

Xa(5) = 5™V (S) = SK(8) = s () = 5, (0)

On multiplie la derniere équation par s et en utilisant (3.6), on aura :

sXn(s) = U(s) — ay_1X,(s) — - — a1 X5(s) — aoX1(s)
=X (1) = u(t) — ap_1x,(t) — = — ax,(t) — apx;(t)

A partir de (3.5), on obtient :
Y(s) =V(s) (byys™ + byy_ys™ 1 ..+ bys + by)
Y(s) = bynXims1(S) + b1 Xm () .. + b1 X5(8) + boX1(s)
= Y(t) = bpXme1(E) + by 12Xy () «.. + byx2(2) + box4 ()

Ceci conduit a la forme compagne commandable:

_5('1_ [ O 1 O 0 0 ) xl 0
Xy 0 0 1 0o .. 0 Xy 0
A I A | R H T
X, l—aq, ~@1 —Qa e —Qp_11%Yn 1
X1

y(t) = [by by b 0... 0]

le
Remarque 3.3

- La matrice d’évolution A contient tous les coefficients (—a;)du dénominateur de la fonction
de transfert en une seule ligne, ce sont les coefficients du polyndme caractéristique (sI —
A) de la matrice A.

- Bien qu’une seule variable d’état x,, soit directement influencée par le signal de commande
(entrée), les autres variables le sont mais indirectement par intégration successive.

Exemple 3.3
Trouver la forme compagne de commandabilité du systeme défini par la fonction de transfert
suivante :

Y(s) 2s*+4s+1
U(s) s3+2s2+S

V(s)Y(s) 2s®+4s+1
UGS)V(s) s3+2s2+s
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V(s) _ 1

= 3.7
U(s) s3+2s?2+s 3.7
®=252+4s+1 (3.8)
V(s) '
A partir de (3.7), il vient :
s3V(s) =U(s) —2s%V(s) —sV(s)—0 @ (3.9)
X3(s) X2(s) X1(s)
On pose :
X1(s) =V(s)

X5(s) = sV(s) = sX1(s) = x(t) = x(2)
X3(5) = sV (s) = sX,(s) = #,(t) = x3(t)

On multiple la derniere équation par S et en utilisant (3.9) :

sX3(s) = s°V(s) = U(s) — 2X3(s) — X (s) = x3(t) = u(t) — 2x3(t) — x,(t)
A partir de (3.8), on obtient :

Y(s) = 252V (s) + 4sV(s) + V(s)
Y(s) = 2x3(s) + 4x,(s) + x.(s)
y(t) = 2x35(8) + 4x,(t) + x1(8)

D’ou la forme compagne commandable:

%] [0 1 07[*t] [0
H[o 0 1]x2+0u@
]l lo -1 —2lbxa] 1

X1

y(®) =1 4 2] [xz
X3

2.4.2 Forme compagne d’observabilité

Si le systeme est observable, on peut le mettre sous une forme d’état dite forme compagne
d’observabilité.

Y(s)  bpS™ +bp_1s™ '+ -+ bys + by
U(s)  s"+a,_1s"1+-+a;s+a,

G(s) = , n=m

On divise le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert par s™.

Y(5)  bps™ ™ + by 8™ 4+ bysT + bos™" N(s)
U(s) 14+a, s 1+ +asl4+qaps™ ~ D(s)

G(s) =

Y()[1+ ap_1s i+ aps™ +aps™] = [byys™ ™ + - + bysT™ 1 + bys ™ U(s)

Y(s) = —[ap_1s L.t a;s ™+ ags Y (s) + [bys™ ™ + -+ + bys ™ + bys T U(s)
Y(s) =(.(bgU—ayY)s 1 +bU—a,Y)s7t+-).)+bU—a,Y)s ! —apY)s t—)st—q,_ ;V)s7?t

X1(s)

X2(s)

Xm+1(5)

Xm+2(S)

Xn(s)
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On pose :

Y(SS) = Xn(s) = y(t) = xn(t)
X1(s) = [boU(s) — apY(s)]s™t = [boU(s) — apXpn(s)]s™! = x;,(t) = —agx,(t) + bou(t)
X2(s) = [X1(8) + b1U(s) — a1 X, (s)]s 7t = X, (t) = x1(t) — ax,(t) + byu(t)

Xps1(5) = [Xn(5) + byl (S) = mXn($)]5™ 2 g (£) = X (£) = At (£) + by ()

Xm+2(5) = [Xm+1(5) - am+1Xn(S)]S_1 = J.Cm+2(t) = xm+1(t) - am+1xn(t)
X (5) = [Xno1(5) = dnoy Xn(s)]s™? > 2 () = Xpo1 () — 120 (0)

Ceci conduit a la forme compagne observable:

1 10 0 .. 0 —ap ¥y [bo
Ll (1 o :—ay |72 | B
: i O _an—z : Z/n
).CTL 0 es 0 1 _an—l -xn— | 0 |

_xl_

X2

y() =1[00..0 0 1] | :

x|

Exemple 3.4 : Trouver la forme compagne d’observabilité du systeme défini par la fonction de
transfert suivante :

Y(s) 25 +4s+1
U(s) s3+2s2+s

On divise le numérateur et le dénominateur par s3

Y(s) 257'+4s72+s57°
U(s) 1+2s 1+s2

Y($)[14+ 2571 +572] =[25" 1+ 4572+ s73|U(s)
Y(s) = —[25s71+s72]Y(s) + [25s7 1 + 4572 + s73]U(s)
Y(s)=—-2Y(s)s 1 =Y(s)s2+2U(s)s" 1 +4U(s)s™ >+ U(s)s™3
Y(s) =[[U(s)s 1 +4U(s) —Y(s)]s 1+ 2U(s) —2Y(s)]s?

X1(5)

Xa(s)

X3(s)
On pose :

Y(s) = X3(s)= = y(O=x3()
X(8)=U@B)sTt= %) =u(t)
X2(s) = [X1(8) +4U(s) = X3(9)]s™" = %,(8) = x,(8) — x3(t) + 4 u(®)
X3(s) = [X2(s) +2U(s) — 2X3(s)Is™" = %3(t) = x2(t) — 2x35(t) + 2u(t)
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D’ou:

X1 [0 0 07 1
ol=11 0 —1f|%|+|4|u@
] lo 1 =201l 12

X1

y(t)=1[0 0 1] [xz
X3

2.5 Passage d’une réalisation a l’autre
2.5.1 Changement de base
On peut passer d’une forme d’état & une autre tout simplement par un changement de base dans
I’espace d’état R™. Considérons I’équation d’état (pour des raisons de lisibilité, on omet la variable
t):
x=Ax+Bu
y=Cx

On peut appliquer au vecteur d’état x un changement de repére de sorte a obtenir un nouveau
vecteur d’état X. Ainsi, soit le changement de base x = MX ou M est une matrice de rang plein
appelée matrice de passage, il vient :

M AM%+ M 'Bu

X =

y = CMX
¥=A%+Bu
y =CX

ot A=M"*AM,B=M"'B, C = CM. Comme il existe une infinité de matrices de passage M
utilisables, il existe aussi une infinité de formes équivalentes qui correspondent toutes a la méme
fonction de transfert. En effet :

G(S)= C(SI—A)'B+D = CM(SI —MAM)"'M~'B +D
= CM(M~Y(SI — A) M)"'M~B + D=C(SI — A)"'B + D = G(5)

Remarque 3.4:

- En outre, puisque A = M~1A M , les valeurs propres de la matrice d’état (4 ou A ) sont les
mémes quelle que soit la forme considérée. De ce fait, ce sont toujours les poles de G (S), c-
a-d, les racines du polyndme caractéristique.

- Le passage d’une forme a une autre peut se révéler utile quand la seconde forme a une forme
particuliere (facilitant les calculs ou montrant certaines caractéristiques du systeme).

2.5.2 Obtention d’une forme compagne de commandabilité
Considérons une représentation d’état quelconque :

x=Ax+Bu
y = Cx (3.10)
Si le systeme est commandable, on peut le mettre sous forme compagne de commandabilité :

%+ Bu
a1
po (3.11)

<2 X
Il
(i
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tel que :

0 1 0 . 0 0 0
0 0 1 0 .. 0 0
A= : 0 1 f | B= C = [by by by 0... 0
- 0 b = ) —[ o b1 ...0p U ... ]
—a, ~% ~Qo w —Qp_1l 1

x = MX (M matrice carrée de dimension n inversible)
En remplacant x = MX dans (3.10), on aura :

Mx = AMZX + Bu N
y = CMX
douA=M1AM,B=M"1B,C = CM

¥=M1AMx%+ M 'Bu
y = CMX

Calcul de la matrice de passage M

A=M1AM=>AM1=M14

0 1 0 .0 0 MT@®O] MWD
0 0 1 0 o ||lM@| M@
: : 0 1 : M1 |M1(3)
: : 0 : :
—a, ~Hh % « Tyt M)
ot M~1(i) est la ligne i de M, avec : i=1...n.
M-1(2) = M~ (1)A
M=1(3) = M~1(2)A = M~1(1)A?
M=1(4) = M~1(3)A = M~1(1)A®
M~1(n) = M~X(n — 1)A = M~1(1)A"1
—aoM™ (1) —a;M1(2) —a,M1(3) — - —a,_ M I (n)=M"1(n)A
—agM1(1) — M"Y (1DA — ayM 2 (1)A2 — - — a,_ M1 (1) A" 1=M~1(1) A"

M) [A" + a1 A"+ -+ a1 A + apl]=0

=0

(Selon le théoreme de Cayley-Hamilton)

1]

B=M"B
0 M M 1(1)B=0 M~Y(1)B =0
o] |[M7(2) M~1(2)B=0 M~1(1)AB =0
O[=M1®|Be M1I3)B=0 & M~1(1)A%B =0
M1 M-1(n)B =1 M-1(DA™ 1B =1
M~'(1) [B AB A’B A"2B An-1B]=[0 0 .. 0

Qc
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M) Q.=[0 0 .. 0 1]=>M1(1) = Q;'(n) (n—iémelignede Q1)

Résumé: Calcul de la matrice de passage M vers une forme compagne de commandabilité a
partir d’une forme quelconque
1- Calculer la matrice de Commandabilité Q., si le systéme est commandable, c-a-d |Q.| # 0,
alors, suivre les étapes suivantes :
2- Calculer Q;*

3- Mettre M~1(1) = Q;Y(n) : c ad, I-iere ligne de M~ = n-ieme ligne de Q.1
4- Calculer les autres lignes de M comme suit :

M™1(2) = M7 (1A
M~1(3) = M~1(1)A?
M~ (4) = M1(1) A3

M~(n) = M1 (1)A"

2.5.3 Obtention d’une forme compagne d’observabilité

Considérons une représentation d’état quelconque :

x=Ax+ Bu
y =Cx

Si le systeme est observable, on peut le mettre sous forme compagne observable :

¥=A%+Bu
y =CX
tel que :
0 0 0 —ag [bo]
1o —a |||
A=[o 1 0 ,B=|,|, C=[00..00 1]
b
P om0 —Qp_s :
0 ee 0 1 _an—]_ _0_

x = NX (N matrice carrée de dimension n inversible)
En remplacant x = NX dans I’équation d’état et 1’équation de sortie, on aura :

N%¥ = ANX + Bu N ¥=N"1ANX%+ N 1Bu
y = CNX y = CNX

d’ouA=N"1AN,B=N"'B,C = CN
2.5.4 Concept de dualité
Il existe une analogie entre les formes compagne commandable et compagne observable, cette

analogie est liée a la notion de dualité. On appellera systtmes duaux deux systemes définis
respectivement par les équations :
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Systeme S Systeme S°
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x*(t) = ATx*(t) + CTu(t)
y(t) = Cx(t) y*(t) = BTx*(t)

Ces systemes sont tels que :
e Si S est commandable, alors S est observable.
e Si Sestobservable, S est commandable.

11 est donc possible de tester 1’observabilité d’un systeme en vérifiant la commandabilité de systeme
dual.

Résumé : passage d’une forme quelconque vers une forme compagne d’observabilité
1-Soit un systeme S : (A,B,C).
2-Calculer le systeme dual S*: (A* = AT,B* = CT,C* = BT)
3-Calculer la matrice de passage M* (M" _1) pour rendre le systeme S * sous forme compagne
de commandabilité. Le systéme obtenu $*: (A* = (M* ~'A*M* B* = (M* 7'B*,C* = C*M")
4-Calculer le systeme dual du systéme S*, le systeme obtenu S: (A = A*T,E = C'*T, C= E*T)
est sous forme compagne d’observabilité.

3. Cas des systemes multivariables
3.1 Commandabilité
Soit un systeme multivariable linéaire représenté par le modele d’état suivant :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

avec : u(t) € R™, y(t) € R? A(nxn), B(nxm), C(pxn) et D(pxm)

Suivant le critere de commandabilité de Kalman, le systtme est commandable si et seulement si
rang[Qc] = n.

Q.=[B AB A*B.. A" 'B]
Ona:B = [by ...by]

QC = [|b1 b2 bm”AblAbz Abm”Azbl Azbz Azbml |An_1bm An_lbm An_lbml]

Dans un syst¢eme multi-entrées (m > 1), la matrice Q. n’est pas carrée (QC((n)X(nxm)), et pour

que le systeme soit commandable, il faudra trouver n vecteurs linéarement indépendants dans Q. en
utilisant la méthode suivante (méthode d’indice de commandabilité).

3.1.1 Indice commandabilité
L’indice de commandabilité¢ (IC) n; relatif a I’entrée u; est le nombre d’états que 1’on peut
commander par la seule entrée u;.

a. Choix par lignes
1- On construit le tableau suivant :

bl bz b3 bm
X X X X A°
X 0 X X Al
0 0 X

An—l
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On remplit le tableau ligne par ligne,
On indique les vecteurs linéairement indépendants en mettant une croix (X) dans leurs cellules
correspondantes
Une fois un vecteur linéairement dépondant aux vecteurs précédents est trouvé, on met dans sa
cellule un zéro (0). Toutes les cellules se trouvant au-dessous de cette cellule sont laissées vides
car les vecteurs correspondants sont aussi linéairement dépendants.
On arréte la procédure des qu’on trouve n vecteurs linéairement indépendants (n croix dans le
tableau).
L’indice de commandabilité n; relatif a ’entrée u; est égal au nombre de croix (X) dans la
colonne b;.

b. Choix par colonnes
Dans ce cas on remplit le tableau colonne par colonne en suivant la méme procédure.

3.1.2 Critere de commandabilité des systemes multivariables
- On calcule les indices de commandabilité n;, (i = 1...m).
- Le systéme est dit commandable si Y;j2; n; = n.
- Dans ce cas, la matrice de commandabilité Q. se reduit a la matrice carrée réguiere suivante :
QC = [lbl Abl ...Anl_lblllbz Abz ...Anz_lbll |bm Abm Anm_lbml]

- On peut décomposer le systeme en m sous-systemes chacun d’ordre n; commandable par u;.

Exemple 3.5 : Soit un systeme a deux entrées :

%] [0 1 0 0]mxiq7 [0 O
22‘:I3002x2+ll ohul]
%3710 0 0o 1f|*3| [0 oflu.
%] 10 2 0 oltxd [o 1

Trouver les indices de commandabilité de u, et u, et tester la commandabilité du systeme.

QC = [b1 bz Ab1 Abz Azbl A2b2 A3b1 A3b2 ]

b, b, Ab, Ab, A?b, A%b, A3b, A3b,
0 O 1 0 0 2 7 0
Qc=|1 0 0 2 7 0 0 14
0 O 0 1 2 0 0 4
0 1 2 0 0 4 14 0
Choix par lignes
by | by

X X | A°

X X | At

0 A?

A3

Les indices de commandabilité sont : n; = 2, n, = 2.
Ona: 212:1 n; = 4, le systéme est commandable.
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Choix par colonnes

b, | b,
X | X | A°
X Al
X A2
0 A3

Les indices de commandabilité sont : n; = 3,n; = 1.
Ona: 212:1 n; = 4, le systeme est commandable.
3.1.3 Sous espace de commandabilité
Sirang(Q.) =r <n,alorsona:
r états commandables et n — r états non commandables.
Par définition, le sous-espace de commandabilité est composé de r états commandables.

Théoréme : Décomposition canonique d’un systéeme non commandable

Si le systeme n’est pas commandable, il existe une matrice T inversible tel que : z = Tx.

[ch] o 2] ]+ (]

(¢ Gl ]

avec : A;(rxr), Az(rx(n — r)), A3((n —r)x(n— r)). Zc contient les r états commandables et zy
contient les n — r états non commandables.

Cherchons la fonction de transfert du systeme :

H(S)=C(SI-A)™'B
B 1
(SI— A)1 = [(51 - 1) b A (ST = AT —A3)_1]
(SI—Ag)™"
alors :
H(S) = ¢,(SI - Al)_lBl
On remarque que la fonction de transfert ne dépend que des pdles de sous-systeme commandable.
3.1.4 Commandabilité de la sortie
On dit que la sortie d’un systeme est commandable, s’il existe une commande admissible qui

peut ramener le systeme d’un état y, a t, a un état y; en un temps fini. Une condition nécessaire et
suffisante est:

rang(Qs) = [C CAB CA?B Ab, ..CA" Bl =p
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ou p est le nombre de sorties du systeme.

3.2 Observabilité

Suivant le critere d’observabilité de Kalman, le systeme est observable si et seulement si
rang[Q,] = n.

—
Cp Dans un systeéme multi-sorties (p > 1), la matrice Q, n’est pas carrée
1A (Qo((pxn)xn), et pour que le systtme soit observable, il faudra

C : trouver n vecteurs linéarement indépendants dans Q, en utilisant la

CA cpA méthode suivante (méthode d’indice d’observabilité).

Q, =| ca? |=| 4%

car | ¢ 4

3.2.1 Indice d’observabilité

L’indice d’observabilité (IO) 7; relatif a la sortie y; est le nombre d’états que 1’on peut observer
en connaissant y; et u. Pour le calcul de I’indice d’observabilité, on suit la méme procédure utilisée
pour le calcul de I’indice de commandabilité en remplacant les b; par les c; dans le tableau.

3.2.2 Critere d’observabilité des systemes multivariables

- On calcule les indices d’observabilité ;, (i = 1 ...p).
- Le systeme est dit observable si Zle T; =n.
- Dans ce cas, la matrice d’observabilité Q, se reduit a la matrice carrée réguliere suivante :

— Cl -
1A

ClAT1—1
(&)
A

Exemple 3.6 : Soit un systeme a deux entrées :

X1 -1 —4 41 1 2
X=1-3 -4 6[le+1 0lu
X3 -3 -5 7]lx3 0 1

o1 o[
y:[1 3 —z]kgl

Dr : N. Bounar 41



Chapitre 3 : Commandabilité et observabilité

Trouver les indices d’observabilité de y, et y, et tester I’observabilité du systeme.

— Cl —

c 0 1 0
2 1 3 =2
a4 |-3 -4 6
Q=lcA|T|_4 —6 8
c,A? -3 -2 6
_CZAZ_ -2 0 4
Choix par lignes
Cq Cy

X X | A°

0 0 | At

AZ

Ona:c;A=5¢c; —3cy et c,A=c;A—cy,+cq,alors:rang(Q,) = 2.
Les indices d’observabilité sont : 7, = 1, 7, = 1.
Y% . 1; = 2, le systéme n’est observable.
3.2.3 Sous espace d’observabilité
Sirang(Q,) =r <n,alorsona:
r états observables et n — r états non observables.
Par définition, le sous-espace d’observabilité est composé de r états observables.
Théoreme : Décomposition canonique d’un systéeme non observable
Si le systeme n’est pas observable, il existe une matrice T; inversible tel que : z = Ty x.
Z Ay 012 B
ol =las alow] *[52]
ZNo A, As|lZno B,
Zo
=[c; 0[]
y=1[C 0] Zno

avec : A, (rxr), Az(rx(n — r)), A3((n —r)x(n— r)). Zo contient les r états observables et zy,
contient les n — r états non observables.

Cherchons la fonction de transfert du systéme :

H(S) = C(SI — A)™'B
=C,(SI—A)™'B;

On remarque que la fonction de transfert ne dépend que des pdles de sous-systeme observable.

3.3 Décomposition canonique d’un systéme multivariable

L’espace d’état peut étre décomposé en quatre sous-espaces Zcno, Zcor Zneno €t Znco-

1- Zcno contient les états commandables et non observables,

2- Zco contient les états commandables et observables,

3- Zncno contient les états non commandables et non observables,
4- Znco contient les états non commandables et observables.
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Donc, les équations d’état peuvent se mettre sous la forme :

Zcno Ay A Az A [ Zeno B

ZCO — O AZZ 0 A24- ZCO + BZ u
ZNCNO 0 0 A33 A34- ZNCNO 0
ZNCO 0 0 0 A44_ ZNCO 0
ZCNO
y= [O CZ 0 C4 ZNCNO
ZNCO

H(S) = Cz(SI _Azz)_le

Les états non commandables et/ou non observables n’apparaissent pas dans la fonction de transfert.

» CNO

v

CO

NCN

NCO J—>

Fig.3.2 Décomposition canonique d’un systeme.

3.4 Formes compagnes (formes canoniques) pour les systemes multivariables

Dans cette section trois décompositions fondamentales seront étudiées :
1. Décomposition en r sous-systeémes mono-entrée commandables avec: r < m, ou m est le
nombre d’entrées.
2. Décomposition en m sous-systemes mono-entrée commandables.
3. Décomposition en p sous systeémes mono-sortie observables, ou p est le nombre de sorties.

Les deux premieres décompositions ont pour but de mettre sous une forme particuliere 1’ensemble
des matrices A et B et on verra leurs importances dans 1’étude du probleme de commande par retour
d’état. La troisieme décomposition a pour but de simplifier les formes de A et C et sera utilisée dans
le probleme d’observation d’état.

3.4.1 Décomposition en r <m sous systémes mono-entrée commandables

On cherche a décomposer le systeme global de dimension n et possédant m entrées en un
nombre de sous-systemes 7 avec 7 < m tel que :

- Chaque sous-systeme soit commandable par une seule entrée,

- IIs soient hiérarchisés de telle sorte que :

S, agissesur Sy_q.... S1,
S,_q agisse sur S, _,.... 81,

S, agisse sur Sj.
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Il est & noter que les m — r composantes de u soit u* = [U,41 ... U, |7 peuvent éventuellement agir
sur tous les sous-systemes.
On désigne par n; la dimension du sous-systeme i et par X; son vecteur d’état.

U, > ir
; Sr 1 T T
1 1 1
A\ 4 ~ l 1
Ur—q a5 Xr—1! ! R
* » Cr-1 ! T g y
u ) ! V!
1 1 :l/'\
— l 1 : 1 ¢
v ~
uz > X2 : : .
" 52 o '
Uy > fl
> 51 >

L’équation d’état du sous-systeme S; est donc de la forme :
fi = Aiifi + [Ai,i+lfi+1 ..t Airfr] + Biu i + B* u*

La quantité entre crochet traduit I’interaction sur le sous-systeme S; des sous-systemes S;;q
jusqu’a S, . Donc, les matrices A et B sont sous la forme triangulaire :

T m-—r
- - N ——>
Ay Az o Ay by 0 .. 0 By
A" — A'Zl A.22 .... A.ZT E — (‘) b.z .... O. Bi;
A A, .. A 0 0 0 b B
avec :

o 1 0 0 00 .. 0 00 .. 0 0
~ | 0 . 0 N : = o : b = :
Adi=lo 0o . 1 | Ao 0 . ol A4 T|o 0 - of 270

i i i i<J i>j

—a, —a; .. —0p,_1q * ok * 0 0 .. 0 1

L’équation caractéristique globale est sous la forme :

T T
|s1 — A = ]_[|sz — Ayl = H(sni +ai,_ S"l 4+ ab)
i=1 i=1

Maintenant, pour mettre le systeme sous cette forme (en r sous-systtmes mono-entrée et
commandables), il suffit de trouver une matrice de passage réguliere M tel que x = MX.

Détermination de la matrice de passage M
Soit un systeme de dimension n:

x = Ax + Bu
y=Cx

On pose x = MX avec M est une matrice réguliere, alors, il vient :

I
]

R =

+ Bu

< R
Il
™

o:A=M1AM,B=M"1B,C = CM

Ona:A=M1AM=AM1=M"14
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M est une matrice carrée inversible de dimensin nxn composée de r blocs (M; ,M, ..M, ) et
chaque bloc M; (i = 1...r) contient n; lignes (idem pour M)

0 1 .0 0 0 e 0] 0 w 0] Mt 1
0 0 ~ 0 : : : : : n
0 - 0 1 0 w0 !
|—a} —@ .. o—an, ] s —  « v x| M7 () N
0 0] 0 1 0 0 [0 o 0] M;1(1)
0 0 0 : : : ny
0 ol [0 - 0 1 0 . 0
0 o 0] __a(Z) —-ay .. —0p,—1] | R_— Mz_l(nz)
0 o] [0 0 0 1 .0 0 M=1(1) 3
0 0 “ 0 :
0 0 0 0 0 . 0 1 ny
10 -~ 0] Ilo e 0] —aj ~d1 .. —a,rlr_l_ -Mr_l(nr)- il
[ M (1) ]
Ml_l(n1)
M;'(1)
= ' A
Mz_l(nz)
M (1)
-1
LM (n;:)]

e Determination des lignes du 1'" bloc de M™%, c-a-d M{1(i) pour:i=2..n,

M1(2) = M7 (DA
Mi*(3) = M1 (2)A = M7 (1)A?

M7t (ny) = M (g — DA = M7 (DA™
e Determination des lignes du 2™ bloc de M™%, c-a-d M52(i) pour:i=2..n,

Mz (2) = M7 (DA
M3*(3) = M7'(2)A = M3 (1)A?

M3 (ny) = My (n, — DA = My 1 (DA™T
e Determination des lignes du ™€ bloc de M, c-a-d M7 (i) pour:i=2..n,

M71(2) = M7 (DA
M;1(3) = M7 (2)A = M7 (1)A?

M7 (ny) = M7 (ny — DA = M7 (DA™
D’une facon générale, les lignes du i*™€ bloc de M~* pouri = 2 ..m;

M7 (2) = M7 (DA
M;1(3) = Mi'(2)A = M (1DA®

Mi*(ny) = M *(n; — 1A = MY (D)A™?
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e Determination de la 1°™ ligne de chaque bloc de M™%, c-a-d M 1(1) pour:i=1..n,

Ona:B=M"'B
T m-—r
000 .. 0 | [MD)]
N PoBj 5
1 *x % ... * Ml_l(nl)
000 .0 Mz (1)
P B | b b b
0 1 * .. = Mz_l(nz)[l 2 " m]
000 .. 0 M;1(1)
R : B :
0 0 0 .. 1 I M ()
En développant
r ‘m_r ) r o m-—r R
000 .. 0f 1 [M'Wb M(Db M{1<1)br§ M (Db ]
S S 5 : : : ! :
1 % % .. % Mt @mb MTt(o)b, Mi'(n)b, ! ... Mi'(npby
0 0 | M;Y(Db,  M;'(D)b, .. M7Y(Db, !.. M3 (Db,
P Bi| | ? P 5
0 1 = *E M;'(np)by Mz'(npdby ... Mz'(ny)b, | .. Mz;'(n)by
0 0 0 0 MY (Db, M7Y(Dby, .. M7*(Db, 1. M7i(1)b,
P | Br : : P :
0 0 0 Lo Mot b, M7Am)by .. MTi(n)b, ... Mii(n)by,
Par identification des blocs, on peut écrire :
Mii(1)b; =0
M71(2)b, = M7 (1)Ab, =0
Mi*(n)by = 1= M7 (1)A™ b,
M;*(1)b, =0
M;1(2)b, = M;1(1)Ab, =0
M;*(ny)b, = 1 = M;*(1)A"27"b,
M71(1D)b, =0
M71(2)b, = M71(1)Ab, =0
M; ()b, =1 =M (DA™ b,
Sous forme compacte :
M7Y(D)[b, Ab; .. Am~lp =10 0 .. 0 1]
M;Y(1)[b, Ab, .. A"1p =10 0 .. 0 1]
M:1(1D)[b, Ab, .. Av=lp =10 0 .. 0 1]
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Sous forme matricielle :

M (1)
My (1)
: [b, Ab, .. A™~p, b, Ab, .. A"™7lp, ..b. Ab, .. AM7lp.]=
n ¢ n
Mr_l(l) < I, 2 _, —
0O .. 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
o .. 00 .. 0 .. 0 ..'.1
Ce qui donne :
M1
M1‘1E1§ 10 ..0 .. 0 0
2 o .00 .01 .0 . O],-1
: N : : : Qc
0 0 0 0 1
M (1)
On pose :
rq17 r q1
qr‘zl
-1 _|:|= :
QC qn1+n2
g, L9ni+np+-4n,
ni+ np+...+ n,
n+ np .
n . I a1 14._ T
M (1) <1_i 0 0 0 0 5 I: <3
-1 q 1 t .
My Wl 1o 0 o 1 0 0 : S
' : : : Ani+n, s
o0 .. 0 .. 0 .. 1 : +
M71(1) S
L dn,+ny+-4n,. M
d’ou:
MM (1) = qq,
avec .
i
O'i=z7’lj
j=1

3.4.1.1 Résumé : Décomposition d’un systeme MIMO en r<m sous-systémes mono-entrée
commandables

Soit un systeme MIMO d’ordre n:
x =Ax + Bu
y = Cx

1. Calculer les indices de commandabilité ny n, ...,n, en utilisant le choix par colonnes.
2. Déterminer la matrice de commandabilité :
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ch[bl Ab1 Anl_lblibz Abz Anz_lbzi--- ibr Abr Anr_lbr]

3. Calculer Q1
1

Q;t = q:z avec q; la i®™® ligne de Q;*

dn
4. Pouri =I...r, on définit :

5. Calculer M™t

L xR
Il

(9

=N

Exemple 3.7 Soit le systeme :

] [-1 0 07[™ 1 1
Xl=10 =2 0[[x2|+[-1 ofu®
X5 0 o0 =3llxl l-1 1

Décomposer le systeéme en r sous systeémes mono-entrée commandables.

m=2=>r=1

1- Indices de commandabilité (choix par colonnes)
b, Ab, A%b; b, Ab, A%b,

0, = 1 -1 1 1 -1 1
c l-1 2 -4 0 0 0
-1 3 -9 1 -3 9
b, | b,
n1=3,n2=0 X AO
X Al
X A2
2.
b, Ab, A%b,
I I | 1
Qc = -1 2 -4
-1 3 -9
3_
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3 3 —17
Q;l:[S/z 4 -3/2
1/2 1 -1/2]
4- i=1=20,=n, =3
9o, 3 r1/2 1 —1/2
5- M= (4o A|=|@A|=(-1/2 -2 32
o, A® qs4%) L1/2 4 —9/2]
6-
0 1 0
A=MTAM=|0 0 1],1?
-6 —11 -6

q1
qs
6 5 1
>M=|-3 —4 -1
-2 -3 -1
0 o
=M"B=|0 1
1 —4

3.4.2 Décomposition du systeme en m sous systemes mono-entrée commandables

Soit le systeme multivariable d’ordre n :
x =Ax + Bu
y =Cx
On veut décomposer ce systeme en m sous systemes mono
Il est possible de trouver une matrice de passage M tel que

X = A% + Bu
y=CX
avec:A=M"1AM,B=M"1B,C = CM.
ou:
[ 0 1 .0 0 [0 0] [0 017
0 0 -~ 0 : : : :
0 " 0 1 0 0 0 0
__a(])- —a1 _a‘}ll—l_ | * * | | * * |
[0 ol TO 1 .0 0 7 [0 0]
) : : 0 0 ~ 0
A=|lo 0 0 - 0 1 0 0
_* *- _a(z) _al _a72'L2—1_ _* aen *_
[0 ol o 0] [ 0 1. .0 0
: : : : 0 0 “~ 0
0 0 0 0 0 . 0 1
Kl * | | * * | _—aB" —a _a;nm—l_
0 0 O 07
1 o+ w
0 0 0 0
B = 0 1 * e
0 0 0 0
0 0 0 1l

Détermination de la matrice de passage M

-entrée commandables ou m = rang(B).
x = MX, donc :

Pour obtenir cette matrice on applique le méme algorithme de la décomposition en r sous-

systemes, le seul changement est dans la construction de
cette fois-ci en suivant le choix par lignes.
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3.4.2.1 Résumé : Décomposition d’un systeme multivariable en m sous-systéemes mono-
entrée commandables

Soit un systeme mutivariable d’ordre n :
x(t) = Ax + Bu
y(t) = Cx

~

Calculer les indices de commandabilité ny n, ..., N, en utilisant le choix par ligne.
2. Déterminer la matrice de commandabilité :

Qc=1[b;, Aby .. A™~'b ib, Ab, .. A"7lp, .. b, Ab, .. A"™m1p ]

3. Calculer Q1

q1
;' = Clz avec q; la i®™€ ligne de Q71
dn

4. Pouri =I...m, on définit :

5. Calculer M™1

6. Calculer M et déterminer : A =M *AM,B=M"1B,C = CMou:

+ Bu

B {IRal]

Il
[

X
y
Exemple 3.8 : Décomposer le systtme de ’exemple précédent en m = 2 sous systeme mono-
entrée commandables.

1- Indices de commandabilité (choix par lignes)
b, b, Ab, Ab, A?b, A%b,
0, = 1 1 -1 -1 1 1
' ]1-1t 0 2 0 -4 0
-1 1 3 -3 -9 9
det[b; b, Ab;] =0 (rejeté)
det[by b, Ab,] #0
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by | b,
ny = 1, n, = 2 X X AO
0 X Al
AZ
2
b, b, Ab,
11 1 -1
Qc = -1 0 O
-1 1 -3
3.

0 -1 0 a1
Q= [3/2 2 —1/2] = [qzl
1/2 1 -1/2 as
4- i=1=20,=n,=1

i=2$0-2=n1+n2=3

o] T[40 0 -1 0 1 31
5- M1 =140, | = |q:54] = 1/2 1 -1/2 :>M:|:—1 0 0]
1,41 lgsAl |-1/2 -2 32| -1 1 1
6-
-2_.0.:0 (1.0
A—M—lAMz['o'""d": 1|(,B=M"'B=|0" 0]
-1 -3 -4 01

3.4.3 Décomposition du systeme p sous systémes mono-sortie observables
Si la décomposition en sous-systemes commandables est concue dans une optique de commande,
cette nouvelle décomposition est destinée a faciliter le probleme de la construction du vecteur d’état
et sera a la base de la réalisation des observateurs d’état.

Pour obtenir cette décomposition, on fait appel au principe de dualité :

Décompositionen"p"
sous systemes
commandables

Dual ( calcul de M* ' et M*)
S(A,B,C) —>S*(A* — AT,B* — CT,C* — BT)
| S

systeme initial

Dual . ~ - ~ ~ ~ ~

—S§ (A=ATB=C",=B"T)

Systéme décomposé
en
"p"sous systemes
observables

§*(A B, C")

4. Exercices

Exercice 01 : Soient deux systémes monovariables:

%] [-3 0 0 1[* 1 X1
=10 =1 o [|[*x|+]|3/2|u@®).y=0[1 0 1] [xz]
%l Lo o —10llxs 2 X3
%17 [-4 05 0 [*1 0 X1
nl=l0 -1 8]x2+0u,y=[1 0 0][9@]
%l Lo o —-3llxs 1 X3

1- Etudier la commandabilité et 1’observabilité des deux systemes.
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01t un systeme monovarlable

1 1 2 1 X1
x2 1 1 0 Olu,y=1[1 1 0][*2
a x3 0 X3

2- Pour quelle valeur de a le systeme soit non commandable.
3- Le systeéme est-il observable pour cette valeur de «.

Exercice 02 : Soit un systéme monovariable :

X1 1 1 2][* 1 X1
Xl=(1 1 o|[*2|[+]0ju,y=[1 1 O0][x
X3 2 0 11lx3 1 X3

1- Etudier la commandabilité et 1’observabilité du systeme.
2- Mettre le systeme sous la forme compagne de commandabilité (s’il est commandable).
3- Mettre le systeme sous forme compagne d’observabilité (s’il est observable).

Exercice 03: Considérons un systeme multivariable:

Xy 0 -1 1 -1 -1 X
x| _ 0—10 01u1_1—11oz
T lo 1 0 2 [uz]’y_[o ] 3
X4 1 1 0 X4

Etudier la commandabilité et 1’observabilité du systeme en utilisant les deux méthodes (choix par
lignes et choix par colonnes).

=

_ O
=

Exercice 04:
Considérons un systeéme multivariable:

a8 e s of]

1- Décomposer le systeme en r(avec r < m) sous-systémes mono-entrée commandables.
2- Décomposer le systeme en m sous-systemes mono-entrée commandables.

X1 1 O
0 0

0 1

2 -4 2
0 1 -3

-1 1 0]

Exercice 05:
Considérons un systeme multivariable:

%] [1 2 3 4]1[*x] [1 2 3 X1
x2=2100x2+012[u1]=}(1)38x2
("o o o 1]|xs ooouz’ylzolxg
%0 11 1 =1 2llx] lo o 1 X4

1- Décomposer le systeme en r(avec r < m) sous-systémes mono-entrée commandables.
2- Décomposer le systeme en m sous-systemes mono-entrée commandables.
3- Décomposer le systéeme en p sous-systéme mono-sortie observables.
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Chapitre 4
Représentation des systemes multivariables par matrice de transfert

1. Introduction

Dans le cas systeémes monovariables, la fonction reliant 1’entrée a la sortie est appelée fonction
de transfert. Dans le cas des systemes multivariables, nous avons plusieurs fonctions de transfert
représentant I’effet de chaque entrée sur chaque sortie. L’ensemble de ces fonctions rangées en
tableau constitue la matrice de transfert. Dans ce chapitre, nous montrons les relations de passage
d’une représentation par fonction (matrice) de transfert vers une représentation d’état et vice versa.

2. Cas des systemes monovariables
2.1 Passage de la Représentation d’état vers la fonction de transfert

Le passage de la représentation d’état vers la fonction de transfert n’offre aucune difficulté. Soit
la représentation d’état :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) 41
(&) = Cx(6) + Du(t) @D
Posons les conditions initiales nulles (x(t = 0) = 0) et prenons la transformée de Laplace (TL) des
deux équations (4.1), on obtient :

SX(s) = AX(s) + BU(s) 4.2)
Y(s) =CX(s) + DU(s) 4.3)
A partir de (4.2), on peut écrire :
(SI — A)X(s) = BU(s) 4.4)
A partir de (4.3) et (4.4):
Y(s) = C(SI —A)"1BU(s) + DU(s) 4.5)
La fonction de transfert est :
G(s) = % = C(SI—A)"'B+D (4.6)

Exemple 4.1 : Montrer que la fonction de transfert du MCC est unique, c.-a-d. calculer la fonction
de transfert en utilisant les deux représentations d’état du MCC (exemples 2.1 et 2.2 donnés dans le
deuxieme chapitre) :

Premiere représentation du MCC

Ona:Az[_(zl0 _tJ,Bz[I?O],C:[l 0],D = 0.
) o (adj [ s -1 J)T (§ +a, —aoDT
(sI-—A)~"'= [aSO s +1a1] - det ([220 SS-I:—I_Cl;lD - (s(sl+ a,) -i ap)
v 07 ][] by K

U(s)  (s(s+ap) +ay,)  (s2+as+ap) =]Ls2 + (fL+JR)s + Rf
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Deuxiéme représentation du MCC
Ona:A= ~R/L 0 ],B=[16L];C=[0 1]

K/l —f/] . .
) s+7 0 s+§ ?
R - adj| _
stz A s+1
(sI=A)y"=| _ = =
_K S_|_]_C s+§ (S+§) S+§)
J J det| | _x f
JE— S_l__
J J
s+L 0 1
o1| .’ RH
Y(s) N st 0_ K
U(s) (s + Z) (S + E) JLs? + (fL +JR)s + Rf
J L

Remarque2.1: A partir de la relation de passage donnée par 1’équation (4.6), on remarque que le
dénominateur de la fonction de transfert n’est autre que le polynéme caractéristique (sI — A) de la
matriceA, donc les pdles du systeme sont les valeurs propres de la matriceA .

2.2 Passage de la fonction de transfert vers la représentation d’état

Comme il vient d’€tre mentionné, s’il existe une seule et unique fonction de transfert décrivant
un systeme linéaire, il peut en revanche exister plusieurs représentations d’état dites formes ou
réalisations du systeme. Dans cette partie, il est montré comment passer de la fonction de transfert a
plusieurs formes (réalisations) d’état. On se place d’amblée dans le cas le plus fréquent d’un
systéme continu, stationnaire, déterministe et causal.

G(s) =22 = N)

U(s) s"tap_1s" 1.+ais+ag

4.7)

ol N(s) est le numérateur de la fonction de transfert.

2.2.1 Forme paralléle
a) Cas des poles distincts : Dans le cas ou les pdles 4; (i = 1...n) sont distincts, il est facile
de réaliser la décomposition en éléments simples de G (s).

_ Y@ _ N(s) _ N _yn a; 4.8)
G(s) = U(s)  sM+ap—1s™l.+ais+ag [T, (s+2y) T 4=t (s+/1i)
avece

@ = Jlim (S+2)6(s)

On pose X;(s) = s% U(s) on aura :

sX;(s) = a;U(s) — 2;X;(s) 4.9
A partir de (4.8), il vient

V=) (";Z(j)) = X,(8) + Xy () 4 Xy )

En utilisant la transformée inverse de Laplace (TL inverse), on obtient :

x;(t) = au(t) — Ax; ()
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y(&) = x1() +22(0) + -+ + 2 ()

Ce qui donne la forme suivante :
-1 0 .. 0

)'Cl xl al

. 0 _).2 . H x a

5 B R R | 1l B el PG5

K : i 0

Xn 0 .. 0 —a Pl L% (4.10)
X1
X

y@)=[11..1]|7

xn

Une telle forme est dite diagonale car la matrice d’évolution A est diagonale.
Remarque 4.2 -

- Cette forme peut étre modifiée en remplacant le vecteur B par le vecteur CT et le vecteur C par le

i
vy U(s) dans

. . .. 1 .
vecteur B', ceci peut étre obtenu en choisissant X;(s) = Y U(s) au lieu de X;(s) =
L

la relation (4.8).
- La matrice d’état A est diagonale, ses valeurs propres qui sont les pdles du systeme sont les
éléments de la diagonale.

Cette forme est constituée de n blocs élémentaires disposés en parallele.

AVINEAY;
f J aj
-

u(t) Xy (DN *2(t) | y(®)
f s .

J az 71") i
—4; :

X (O Xn(0)

f J Op
1,

Fig.4.1 Forme parallele de la représentation d’état.

v

Exemple 4.2 : Trouver la forme d’état parallele du systeme défini par la fonction de transfert

suivante :
Y(s) _ 1

U(s) - s(s+1)(s+2)

Les poles sont distincts : 44 =0, 1, = —1, A3 = —2, on décompose la fonction de transfert en
éléments simples :
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Y(s) 1 a, a, as

U(s)_s(s+1)(s+2)= ?+s+1 s+ 2
1 1

@ = lmsG(s) = lim s sG+DGE+2) 2

G(s) =

1 1
= i 1 = i 1 -2
@ = Jim (s + D6 = Jim G+ 6557 7
1 1
= 1 2 = i 2 "2
@ = Jm (4260 = lm, ¢+D 555772
d’ou
Y(s 1 1 1
6(s) = = L "
UGs) 2s 2(s+1) 2(s+2)
U(s) U(s) Ugs)
Y(s) = -
2s 2(s+1) 2(s+2)
U U() U . .
On pose :Xl(s) = % ,Xz(S) = — Z(S'il), X3(S) = Z(S(-;-S)Z)’ alors, il vient :

Y(s) = X1(s) + X5(5) + X3(s) = y () = %1 () + x,(t) + x3(¢)

U _
sX1(s) = 2_$x1(t) = —u(t)
H,() + Xa(s) = —%mz(t) = 0,0~ u(®

sX3(s) + 2X3(s) = #:xﬂt) = —2x5(t) + 1u(t)

Sous forme matricielle :

X1 1/2
[le = [ ] X2 —1/2] u(t)
—211x3 1/2
X1
y() =[111] [le
X3
Si on pose :X;(s) = iss) Xo(s) = (Zi))’ X3(s) = (Zisz))'
01[*%1 1
[le [ 0 ] X2 u(t)

et

b) Cas des poles multiples : Dans ce cas, on obtient la forme quasi diagonale dite forme de
Jordan. Dans un premier temps, pour comprendre ce qui peut étre envisagé dans cette situation, 1’on
peut tout simplement considérer une fonction de transfert G(s) ne possédant qu’un seul pole y de
multiplicité n. on a alors :
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ROMR ORI
6O = Gy = Grry ~ 2 ()

. 1 |ant
avec :ff; = hms_,_ym o [(s + y)"G(s)]l

(s) u(s)
On pose Xp41-i(5) = (s+ i onaura: Y(s)= XL.iB; ((s+y)i)
P 4. _ U@ .. U Xn(s)
Pouri = 1: X,,(s) = G Pouri = 2:X,_,(s) = avverialre
Pouri = 3:X,_,(s) = V&) _ Xnal) Pour i = n: X,(s) = uls)_ _ _Xa(9)

(s+y)3  (s+y) G+ (s+y)

V(s) = ﬁl((sUi—Si)% B (3 ope f))2)+---+ ﬁ(%)

y(&) = Bixp(®) + Boxp_1(O) + -+ Brx(t)

D’une fagon générale :
pourj=n:  X,(s)= % = %,(t) = —y x,(£) + u(t)

. Xjs1(s) .
pourj =n—1: X;(s) = (S’:;) = % (t) = =y x;(t) + %41 (2)

Ce qui donne la forme quasi diagonale suivante :

5(1 4 1 0 v 0 X1 0

fl=l: 0 —y i E 4] u®)

: : S | : :

Xn 0 .. 0 0 —yixd 11 4.11)
X1
X

y(©) = [Bn Bn1 - Bal |}

xTL

Remarque 4.3 : Dans le cas ou la fonction de transfert posseéde « p » pdles simples 4; (i = 1...p) et
un poOle multiple y de multiplicité « g », avec «n =p+q », la décomposition en éléments simples
donne :

14 q

Gls) = 58 T+ an-15"1\igs.?. +a;s + ag Z ( ) Z bi <(SU‘|€S]3)J'>

i=1 j=1

avec :
a; = Slim)l.(s + 4;)G(s)

1 da-7
By = Jim [dsq (s + y)%(s)]]

Y(s) 1
Exemple 4.3 : Trouver la forme quasi diagonale du systeme défini par : e = GG’
La fonction de transfert contient un pole simple A; = —1 et un pole multiple de multiplicité

trois y = —2, donc, la décomposition en éléments simples de la fonction de transfert donne.
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Y(S) 1 (241 b1 B B3
UGs) (s+ 1)(s+2)3 (s+1) (s+2) (s+2)?  (s+2)3

G(s) =

avec !

a; = lim(s+1)G(s)= lim(s+1)
s—--1 s—-1

G+ D(s+2)°3

1
By = lim (s +2)°G(s) = lim (s +2)° g yrmms = —1

- |d - |da - |d
B = Jim 1710 + 2)30(5)]] = Jim, [d_s s+ 2 GFDG+ 2)3] = Jm, [&[(s D
-1
Bp = Jim, m] -
N L d [ -1
Br= simz [(s +2°6El|= 2|ds? [(s +1) s—> 2ds (s+ 1)2]
. 2(s+1) B
- s—ElZ [(S + 1)4 T
d’ou :
Y(s) _ 1 1 1 2
UGs) (s+1) (s+2)° (s+2)2 (s+2)
Y(s) = U(s) B U(s) U(s) 2U(s)

(s+1) (s+2)3_ (s+2)2_ (s+2)

U(s)
(s+2)

_ U@ _ _
,X5(s) = (s+2)2’X2(S) (+2)3 X,(s) = ( 1) alors :

On pose :X,(s) =

Y(s) = Xi(s) = X5(5) = X3(s) = 2X4(s) = y(t) = x:1(8) — x2(8) — x3(t) — 2x,(0)

X4(5) = g 44(0) = ~2(0 + u(t)
U(s X4 .
Xs(5) = Gy e = o= A5 = 250 + 340
%05 = 28 &) 2 o) +a(®)
2 (s+2)3 (s+2) z z 3
K1) = a2 (0 = () +u(®)

Sous forme matricielle :

u(t)

- 071r1r*1
l ‘ O - 0 ][xz

0 1

0 —21LXy
y(t) = -1 -1 - [ ]
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2.2.2 Forme série
Dans ce cas la fonction de transfert peut étre écrite sous forme de produit d’éléments
élémentaires.

G(s) = Y(s) k -k 1 1 1
)= Us) TG +4) (+A)+4) 7 (s+4y)
U(s) 1 1
=>Y(s)=k

(s+2)(G+14) 7 (s+1)
On pose :

_ U _ X4.(s) _ Xn-1(8) )
X,(s) = Gy X,(s) = i) o, Xy (s) = (sﬂn),onaalors.

Y(S) = an(S) =b y(t) = Kxn(t)

_UGs) . _ a
X,(s) = m:‘?ﬁ(t) = u(t) — A1x,(t)
X,05) = =) o) = 10 = At
ZS_(5+/12) Xy(t) = X1 2%, (t)
X()—X"_—l(s):' t) = (©) = A (¢
n S)= (S+An) xn()_xn—l nxn )

Ceci conduit a la forme :

X, -4 0 0 1rx1 1
Xy 1 -4 P X2 0
=10 SRR | N Y HG)
: : 1 - 0 E :
Xn 0 w 0 1 —Adxd Lo (4.12)
X1

y(©) =10 0..0 k]

Cette forme est une cascade de n blocs élémentaires.

y(t)

u(t) )'cl(t) x, () %, (t) |b x5 (t) X () xn(0)

Fig.4.2 Forme série de la représentation d’état.

3. Cas des systemes multivariables
3.1 Passage de la Représentation d’état vers la matrice de transfert
Soit la représentation d’état suivante :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
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En appliquant la transformée de Laplace aux deux équations, il vient:

sX(s) — X(0) = AX(s) + Bu(s)
Y(s) =CX(s)
Sous forme matricielle :

SI—A B”X(S) ] _ [X(O)
—C 01]-U(s) -Y(s)
T(s)
ol :
T (s) : est appelée matrice polynomiale du systeme.
Dans le cas SISO, la fonction de transfert est : F(s) = C(sI — A)™'B
Dans le cas MIMO, la matrice de transfert est :Mpym)(s) = C(sI — A7 B

On note m;;(s) I’élément qui relie la sortie i a ’entrée j de la matrice de transfert.

my(S) o Mypy(s)

1
M(s) = ,B=[B; .. Bpl C=\5]
Cp

Mpy(5) ... Mym(S)

alors :
mij(S) = Ci(SI —A)_lBJ

— (Tl,z,...,n,n+i)/det(sl _ A)

1,2,..,nn+j

représente le mineur formé par les éléments des lignes 1,2 ...n,n + i et des colonnes1,2 ...n,n +j
de la matrice T(s).

Exemple 4.4 : Calculer la matrice de transfert du systeme défini par :

=10 IET+1 S
=lo 1l
S -1 0o -1
[SI—_CA zg]= —11 S—+12 (1) 8
0 -1 0 0

my1(S) My (S)

M(S) =
my1(S)  my(S)
N -1 0 N -1 -1
1 s+2 1 1 s+2 O
1,2,3 1,2,3
T3 -1 -1 0 1 T2 -1 -1 0 1
m S) = — = = — m S) = — = = —
11(5) det(sI—A) s242s+1 s+1 12(5) det(sI—A) s2+42s+1 s+1
s -1 0 s -1 -1
1 s+2 1 1 s+2 0
1,2,4 1,2,4
Tip5 0 -1 0 S Ti2 0 -1 0 1
m S) = — = = m S) = — = =
21( ) det(sI-A) s2+42s5+1 (s+1)2 ’ 22( ) det(sI-A) S2+42s5+1 (s+1)2
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1 1

s+1 s+1
S 1

(s+1)2 (s+1)2

M(s) =

Remarque 4.4 : 11 existe une deuxieme méthode de passage (algorithme de Leverrier).

3.2 Passage de la matrice de transfert vers la représentation d’état
3.2.1 Réalisation minimale
3.2.1.1 Méthode de Gilbert
a) Cas des poles simples : Dans le cas ou tous les poles de la matrice de transfert sont
simples et réels, Gilbert a proposé une méthode permettant de trouver facilement une réalisation
completement commandable et observable (réalisation minimale). On note que cette réalisation est
diagonale.

Etant donné la matrice rationnelle M (S) dont les éléments ont un nombre fini de pdles simples.
Aoui=1..n

On décompose M(S) en éléments simples :

n

M.
M) =) =5 My = lim (i~ 2)M(s)
i=1 ! !

Si le rang n; du pdle A; est défini comme étant le rang de M;, c-a-d n; = rang (M;), donc il faut
choisir n; lignes linéairement indépendants factorisant M; alors M(s) admet une représentation
minimale d’ordre n.

n=73Yn;telque: A=blocdiag(; In,), M; = C;B;

Exemple 4.5

1 2 2
M(s) = s“+6 s“+s+4
(s) —D(+1D(s+2) [252—75—2 52—55—2]

Déterminer la forme d’état de cette matrice.

n

M; .
M(s)= ) = M= lim (s~ 2)M(s)

i=1

Al = 1,2.2 = —1,13 = -2

= limes - ome =[ 700 2]
M, = s]_i)rzll(s + 1)M(s) = :;;; :;]
Ms = lim (s +2)M(s) = Bgﬁ 162//33
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n, = rang (M;) = 1, on peut choisir une seule ligne factorisant M :

Mlz[_ll][7/6 1]
I

n, = rang (M,) = 1, on peut choisir une seule ligne factorisant M, :

My =[1] =772 -2
g P

ny = rang (M3) = 1, on peut choisir une seule ligne factorisant M :

M, = B] [10/3 6/3]

G >
X1 10 07[* 7/6 1
[9&2]=[0 -1 o] X2|+|—7/2 —2]u(t)
X o 0o —2llx3 10/3 6/3

11 [
yo =7, ] Z]H

3

b) Cas des poles multiples
Lorsque M (S) possede des pdles multiples D(s) = [[i-,(s — 4;,)™, dans ce cas :

r ni—1

M@FZZ@#&H

i=1 j=0

La méthode précédente s’applique, mais conduit en général a une réalisation non minimale.

3.2.2 Réalisation sous forme canonique de commandabilité

Etape 1 : Déterminer le dénominateur commun de chaque colonne D;(s), D, (s), ..., Dy, (s) et
écrire M(s) sous la forme :

N11(s) Nip(s)
Di(s) 7 Dm(s)
M(s) = : : = N(s)D~1(s)
Npl(s) Npm(s)
Di(s) 7 Dm(s)
ol
Ni1(s) .. Nyg(s)
: et D(s) = diag[D,(s) .. Dp(s)]
Npi(s) ... Nppy(s)
Etape 2 :D;(s) = s™ + a}, _,s™™ ' + -+ ajs + af i=1...m

n; est I’indice de commandabilité de u;
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Di(S) = s™ + [ahal ... a}'li_l] s2

sn;—l
TS
Etape 3 -
S1 0
N(s)=Csous =
0 Sm
Etape 4 -
0 1 0 0
0 0 1 :
A =diag[A,(s) .. Ap(s)]avecA; =| : 0
0 0 1
—ay —aj e O
0
B = diag[b; .. bp]avec b; = 0
1

Exemple 4.6: Soit la matrice de transfert :

1 2
1

M) =| 7 °7
s+2 s+2

Trouver une réalisation sous forme canonique de commandabilité.

Etape 1 :
1 2 (s+2) 2(s+2)
| s +1| _[s(s+2) (s+1(s+2)
M(s) = i ’ 1 | s (s+1)
s+2 s+2 s(s+2) (s+1D(s+2)
_ 1 0
_[(s+2) 2(s+2)]|s(s+2)
M(s) = [ S (s+1) 1
N(s) (s+1(s+2)
D~1(s)
m=2p=2.
Etape 2 :

Di(s)=s(s+2)=s?2+2s=5%+][0 2][;]:> n, =2
a} a%‘g,:‘
Dy(s)=(s+1)(s+2) =52 +3s+2 =52+ [2 3][;]:112:2

2 2
ap a
0 1 S,
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Etape 3 :
N(s)—CS—C[
2
1 0
[2 1 4 2]5 0
o1 1 u 1 1 1110 1
10 s
S
Etape 4:
0 0 0 0 0
_ O— 0 0 _ 11 0 2 1 4 2
A_OAZ]O 01'3_00'6‘[0111
0 -2 =3 0 1

3.2.3 Réalisation sous forme canonique d’observabilité

Etape 1 : Déterminer le dénominateur commun de chaque ligne D; (s), D,(s), ..., D, (s) et écrire
M (s) sous la forme :

N11(s) Ny (s)
Di(s) T Di(s)
M(s) = : : =D71(s)N(s)
Npl(s) Npm(s)
Din(s) 7 Dy(s)
ou
N11(s) o Nym(s)
: et D(s) = diag[D:1(s) ... Dy(s)]
Npl(s) Npm(s)
Etape 2 :D;(s) = s"i + aii_lsfi‘1 + - +als +a} i=1...p
7; est I’indice d’observabilité de y;
1
Di(s) =s% + [af)ai aéi_l] 2
STi:—l
Si
Etape 3 :
N(s) = sB
T 0
s =diag[s{ .. si|=
ST
P
Etape 4 :
0 0 O —ag
1 0 —a}
A =diag[A:(s) .. Ayn(s)]avecd; =|g 1 0
A 1
0 0 1 —ag
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C =diag[¢1 - Cplavec ¢;=[0 .. 0 1]

Exemple 4.7 Soit la matrice de transfert :

1 2

_ S s+1
M(s) = 1 1
s+2 s+2

Trouver une réalisation sous forme canonique d’observabilité.

Etape 1 :

Etape 2 :

1 2 (s+1) 2s
s s(s+1) s(s+2

s+2 s+2 (s+2) (s+2)

1
_ 0
s(s+1 +1 2
M(s) =S¢+ D LYt A
(s+2) N

D~1(s)

Di(s)=s(s+1)=s?2+s=s52+]0 1][1]:Tl=2

Etape 3 :

Etape 4:

4. Exercices

Exercice 01

N—— S

0 s,
[150[13]
0o o | ¢
B
4, 01 [0 0 O] Lo g
o oal=lr -1 O,B—12,C—001]
22 o o =2 1 1

Calculer la fonction de transfert des trois systemes monovariables définis par :

. —1 1 0
x—_O _2]x+[1]u
y=[1 0]x
1 1 -1 0
x=]14 3 O0|x+]|0ju
-2 1 10 4
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0 1 0 0
X=ll 0 1 |x+]|0|u

0o -1 -2 1
y=[1 0 O0]x

Exercice 02

Trouver une représentation d’état pour chacun des trois systemes monovariables définis :
3s2+2s+1 1 4

R D e T D) H S T T T )

Hy(s) =
Exercice 03
Calculer la matrice de transfert du systeme multivariable défini par :
-1 0 O 1 0
x=|11 -2 0 0 1ju
-1 0 -3 0 0
_ [0 0 1] X
Y=l 0 o

Exercice 04

X+

Déterminer la forme d’état de cette matrice de transfert :

M(s) =

1 [ s?4+6 sz+s+4]
(s—D(G+1D)(s+2)2s2-7s—2 s*—55s-2

Exercice 05

Soit un systeme multivariable défini par la matrice de transfert suivante:

1 2
_ S s+1
M(s) = 1 1
s+2 s+2

1- Déterminer la réalisation sous forme canonique de commandabilité.
2- Déterminer la réalisation sous forme canonique d’observabilite.
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Chapitre 5
Commande par retour d’état des systemes multivariables

1. Introduction

Le placement de pdles est la méthode générale utilisée pour la correction des systemes linéaires.
Son principe consiste a déterminer une loi de commande (un régulateur) par retour d’état de fagon a
ce que le systeme en boucle fermée ait des poles spécifiés par 1’opérateur, cette approche assure la
stabilité du systeme bouclé d’une maniere naturelle et permet également d’obtenir le comportement
dynamique désiré par un choix approprié des modes (pdles) du systeme en boucle fermée.

2. Cas particulier : Systéemes monovariables
Etant donné un systéme en boucle ouverte défini par :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
5.1
y(®) = Cx(0) G-
Le systeme est suppos€ commandable.

Le principe de la méthode consiste a utiliser une loi de commande par retour d’état de la forme :

u(t) = g y.(t) — K x(t) (5-2)

y.(t) : est la consigne (sortie desirée).

g : estun scalire de préreglage.

K = [ky kq -+ ky_1] est un vecteur ligne de n composantes appelé vecteur des gains du retour d’état
x € R™ vecteur d’état (vecteur colonne).

La fonction de transfert en boucle ouverte du systeme est :

Y
Ggo(s) = % = C(sI — A)™'B (5.3)

L’équation caractéristique du systeme en boucle ouverte est :
det(sl —A) =s"4+ap_;s" 1 +-+ a;s+a;=0 (5.4)
Les poles en boucle ouverte sont les valeurs propres de 4 obtenues a partir de 1’équation (5.4).

En remplacant la loi de commande dans 1’équation d’état (5.1), on obtient la représentation d’état en
boucle ouverte :

x(t) = Ax(t) + B(g y. — K x(0))
x(t) = (A—BK)x(t) + Bg y, (5.5)

La fonction de transfert en boucle fermée du systéme est :

Y
Gpr(s) = Y((SS))

= C(sl — (A—BK)) 'Bg (5.6)

L’équation caractéristique du systeme en boucle fermée est :
Dr : N. Bounar 67



Chapitre 5 : Commande par retour d’état des systemes multivariables
det(sl — (A+ BK)) =s"+ Lo 1(K)s" 1+ -+ B(K)s+By(K)=0 (5.7)

Les pdles en boucle fermée sont les valeurs propres de (A — BK) obtenues a partir de I’équation
(5.7).

Remarque 5.1

Les coefficients de l’équation caractéristique du systeme en BF sont fonction de K, d’ou un choix
approprié du vecteur K permet d’imposer les poles du systeme en BF, donc il nous permet
d’améliorer la stabilité et les performances dynamiques (rapidité et amortissement) du systeme. Le
but est donc de réaliser un asservissement modifiant convenablement la matrice d’état du systeme.

application de la commande par retour dretat

Dynamique en BO : A Dynamique en BF: (A — BK)

Alors, le probleme de la commande par retour d’état consiste a trouver K qui stabilise le systeme
en BF.

2.1 Calcul de la commande

Le systeme (5.1) étant commandable a partir de la seule entrée, donc, qu’il existe M tel que :
x = MX (M inversible) qui permet de mettre le systtme sous forme canonique compagne de
commandabilité.

0o 1 0 .. 0 0
0 0 1 : 0
Xx=|: : 0 |+ [:| u(®
0 0 0 1 0
—-a, —a, —a; .. —Qp_q 1
A=M-1AM B=M~1B

Le polyndme caractéristique du systeme en boucle ouverte :
Dgo(s) =s"+ap_1s" 1+ -+ a;s+ag
En appliquant la commande par retour d’état :

u(t) = gy:.(6) — K x(t) (5.8)
avec: K = [kg kq - kn_q]-

Dans la base canonique compagne de commandabilité, la commande devient :
x=Mx=u(t) =gyt —KMXx()
K
) u® =gy - K@) (5.9)
avecK = KM = [ko k1 "'kn—l]

Considérons le systeme dans la base canonique compagne de commandabilité :

0 1 0 0 0
0 0 1 R : 0
X = 0 [x+]:|u
0 0 0 1 0
—Qp —a; —a —Qan-1 1
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En remplacant la commande obtenue dans la base canonique compagne de commandabilité, on
obtient la représentation d’état en boucle fermée (pour la clarté des expressions, on omet la variable

1):

0o 1 0 0 0
0 0 1 0
X = : 0 [x+]|:|(gy.— K%
0 0 0 1
—Qp —a; —a —Qan-1 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0
X = : E " " 0 +|ilgvye (5.10)
0 ~ 0 ~ 0 ~ 1 ~ 0
—(ap+ko) —(a;+ky) —(azt+ky) .. —(an-1+ky_1) 1

Le systeme en boucle fermée est sous forme compagne de comandabilité, donc, le polyndome
caractéristique en boucle fermée est :

DBF(S) = Sn + (an_l + ién—l) Sn_l + + (a1 + El)s + (ao + Eo) (511)
En imposant « n » poles en boucle fermée : p; -+ p,.

Le polyndme caractéristique désiré en boucle fermée s’écrit :

Dgr(s) = (s = p1)(s = pz) =+ (s — pn)
DE:(s) = s+ ap_1 sV 4+ ais +ag (5.12)

En identifiant (5.11) et (5.12) terme a terme, il vient :

a0=a0+k0 k0=a0_a0
a1=a}+k1 - k1=a}—a1
(Ap—q = An_1+ Kny kn1=an_1—an4
D’une maniere générale : ki=a;—a; avecci=0..n—-1

N

ou :

a; sont les coefficients du polyndme caractéristique en boucle ouverte.
a; sont les coefficients du polyndme caractéristique désirée en boucle fermée.

Finalement, on revient a la base initiale : K = KM ™!
2.1.1 Résume : Algorithme de placement de poles —retour d’état
Soit un systeme a commander :
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x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(¢t)

L’on dispose d’un spectre désiré (n poles désirés en BF)
La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)
Etape 1 : Vérification de la commandabilité du systéme : calcul du det(Q.)

Etape 2 : Mettre le systéeme sous forme compagne commandable : x = MX (calcul de M et M™1)

+ Bu

N
xR

X =

y =
Avec: A=M"*AM,B=M"'B,C=CM
Etape 3 : Détermination du polynome caractéristique en BO :

Dgo(s) =s"+ap_1s" 1+ + a;s+ag
Etape 4 : Détermination du polynome caractéristique désiré en BF :
DEe(s) = s+ ap_y SV 4+ 55 + ay
Etape 5 : Calcul du retour d’état K = [k ky -+ k,_,] dans la base canonique de commandabilité.
ki=a;—a; avecci=0..n-—1

Etape 6 : Calcul de retour d’état K = [k kq -+ k,_1] dans la base initiale :

K=KM™!

Exemple 5.1 Soit un systeme donné :
=1 SR+ [
y® =01 11[]

Concevoir un retour d’état de sorte que le systeme corrigé (c a d en boucle fermée) ait le pdle
double —1.

Etape 1 : Q. = [_11 _32], det(Q.) = —1

e F LS R

A0 Ya-

2 3P T Je=n o
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Etape 3 : Dgp(s) =s?2—3s—2
Etape 4 : D&z(s) =s? +2s+1
Etape 5 : K = [k, ki] = [3 5]

Etape 6 : K = [ko k] = KM~ =[3 8].

2.1 Performances statique et retour d’état- le préréglage

Dans le cas ou le systeme ne subit aucune perturbation extérieure, 1’objectif de la commande est
d’amener le systéme (et notamment sa sortie) a un nouveau point d’équilibre. Le placement de pdles
permet de satisfaire les contraintes dynamiques imposées au systeme (rapidité et stabilité). Les
contraintes statiques (erreur statique) doivent €tre traitées séparément. L’on se contente ici de
déterminer une loi de commande telle que le gain statique du modele en boucle fermée est unitaire
(sortie=consigne, donc erreur statique nulle). Pour obtenir ce gain statique, 1’on utilise le dernier
degré de liberté disponible, a savoir le scalaire de préréglage g.

La fonction de transfert d’un systeme bouclé par retour d’état est : (voir équation 6)

Y
Gor(s) = % = C(sl - (A—BK)™B g

Ainsi le gain statique d’une telle fonction de transfert est :

Y (0)
Y. (0)

Gpr(0) = = —C(A-BK)™'Bg

Ce qui signifie que si I’on souhaite obtenirGg(0) = 1, il suffit de calculer g ainsi :

—C(A—-BK)™'Bg =1
Pour avoir une erreur statique (de position) nulle, il faut choisir g tel que :

g = [-C(A-BK)'B]!

2.2 Rejet de perturbations et retour d’état (adjonction d’intégrateurs)

Indépendamment du gain statique, il peut étre souhaitable de réduire I’effet d’une perturbation
exogene agissant, en tant qu’entrée non contrdlée, sur le systeme. Il est parfois tres difficile de
réduire D’effet de la perturbation et les quelques techniques existantes nécessitent souvent la
connaissance d’un modele de la perturbation. L’on peut noter que toute perturbation de type
impulsion de Dirac est rejetée en régime permanent des lors que le systeme est asymptotiquement
stable.

Si la perturbation est plus franche, il faut envisager de sophistiquer la loi de commande et ceci peut
s’avérer délicat. Toutefois, lorsque cette perturbation peut étre assimilée a un échelon, alors, il est
possible d’ajouter un intégrateur dans la chaine directe. Il est bien connu qu’un systeme de classe 1
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(c’est-a-dire comportant un intégrateur dans la chaine directe) est précis en position c’est-a-dire que
I’erreur de position de ce systeme, une fois bouclé, est nulle quand on lui applique un échelon en
consigne. Enfin, en présence d’une perturbation elle aussi en échelon, cet intégrateur n’a 1’effet
escompté que s’il est placé en amont du point d’entrée de la perturbation dans la chaine directe. Sur
la base de ces constatations, 1’on peut choisir d’ajouter un intégrateur a ’entrée d’un systeéme avant
de réaliser un retour d’état.

Cependant, des lors qu’un intégrateur est ajouté, le modele en boucle ouverte change. Il devient

d’ordre n + 1, c’est-a-dire que le vecteur d’état X de dimension n est augmenté d’une (n + 1 yeme
composante.

La FTBO du nouveau systeme devient :
H(s) = % H(s), ol H(s) est la FTBO du systéme initial.

Il convient donc, de calculer une loi de commande de type retour d’état utilisant les n + [
composantes de nouveau vecteur d’état. L’entrée du systeme devient U(s) telle que :U(s) =

< U(s)

Remarque 5.2: Ce probleme ne sera pas abordé en détails dans ce cours.

3. Cas général : Systéemes multivariables

Soit le systeme multivariable de dimension 7 :

x = Ax + Bu
y=Cx
avec : A(nxn), B(nxm), C(pxn)
La loi de commande par retour d’état est :
u=gy.—Kx (5.13)

V. : Vecteur regroupant les consignes (sorties desirées) de dimension (px1)
g : estun matrice de préreglage de dimension (mxp).

Kest une matrice de dimension (mxn) appelé matrice des gains du retour d’état.
3.1 Systéeme complétement commandable par r (r<m) entrées

On décompose le systeme en r sous-systemes commandables chacun par une seule entrée, alors,
on pose x = MX , il vient :

13

+ Bu

=N R

(5.14)

< =1
Il
™

ot A=M'AM,B=M"'B,C=CM, u=gy.—Kiavec: K = KM
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0 1 0 0 0 0 ) .
0 0 0 l : 0 0
0 0 1 0 0 : :
_aé _a% —Cl,l,ll_l E3 e ™ * S S
Ay 0 1 .0 0 :0 0:
0 0] 0 0 ~ 0 : .
: ; 0 o 0 1 (') K
A=|lo o| l-ag ~% —Gn,-1 . «
[0 0 Az, i :
_ _ 0 1 .00
0 0 0 0 0 0 . 0
; | | |
_ar —a1 _aT'_
0 ol lo 0 0 . et
r m-r
0 0 0.7
: 1 i B ]nl
1 * *E
0 0 O0:
~ : : . B* n,
B=]|" ) ] ZI
0 1 =
0 0 0B
Lo 0o 1+ |

L’equation caracteristique du systeme global en boucle ouverte s’ecrit comme :

r r
Dpo(s) = |sI — 4| = 1_[|sl —Ay| = n(s”i +ah,_ sMTt 4+ ab)
i=1 i=1

On désigne par n; I’indice de commandabilité de u; qui est la dimension du sous-systeme i, donc
chaque entrée u; commande un sous-systeéme monovariable composé de n; états.
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u=gvy,— Kx
kY kb ka1 0 0 0 0]
0 0 ki ki ki1
0 0
o e 0 0 0 ____.! ko ki .. kn,—1
0 0 0 0 0 0
L 0 0 3} 0 0 0 -
K
73

(5.15)
X4
%,
fn%+1
Tnamy | T
fnl-l-'n2+1

| X0, 40,41,
—_— ———
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En remplacant la loi de commande (5.15) dans (5.14), il vient :

x=(A-BK)x+gy. ou Az =(4d-BK)

ABF
- 0 0 0 -
Etl) r‘ll Erlzl—1 0 0
BK =
0 0 0
_ 0 0 k§ K . Ryl
0 1 . 0 1 [0 . 0]]
0 0 0 :
0 1... . 1 ~ . 0 0
| —(a} + Eé) —(a; + ki) .. —(a,lll_1+k,111_1)_ | « * |
Apr = : :
[0 v 0] 0 1 w0
: : 0 0 0
0 w ol - 0 R 0 1
o _— |—(ap + k) —(artkd) . —(al_,+k; )]
Le polyndme caractéristique du systeme global en boucle fermée est :
T
st = Agg| = | [I1 = Ayl
i=1
T
= | |7+ @ st )™+ e (el + R + (ah + D) (5.16)
i=1

Le polyndme caractéristique désiré en boucle fermée est :

T r
|s1 — A | = 1_[ |sI — Aiigp| = n(s”i +ap_ sMT 4+ al s+ af) (5.17)
i=1 i=1

Par identification de (5.16) et (5.17), il vient (pour i =1...7):

i i, T Tio_ i i
ay = ag + kg ko = ap — ag
i i |, T Tio_ i i
a; = aj + ki ki=ai—a;
ol . s _ i i
ni—l - Tli—l Tli—l ni_1 - ani—l ani—l
ou

~

a; sont les coefficients de I’équation caractéristique en boucle ouverte du sous-systeme i.
a} sont les coefficients de 1’équation caractéristique désirée en boucle fermée du sous-systeme i.

Finalement : K = KM~
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3.1.1 Résumé : Algorithme de placement de poles — décomposition en r (r<m) sous-systemes
commandables

Soit un systeme a commander :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(©) = Cx(¢)

L’on dispose d’un spectre désiré (n poles désirés en boucle fermée)
La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)

Etape 1 : Décomposer le systéme en r (r<m) s. s. commandables : x = MX (calcul de M et M™1)

+ Bu

Oy D
xR

’;__ Avec: A=M"AM,B=M"B,C=CM

Etape 2 : Détermination du polynome caractéristique du systeme global en BO :

T r
Dpo(s) = |sI — 4| = H|sl — Ayl = H(s”i +ah,_ sMTh 4+ ab)
i=1 i=1

Etape 3 : Détermination du polynome caracterlstzque désiré en BF :

Dgp(s) = |sI — A%g| = 1_[ |sI UBF| = n(s”l +ag _sMT 4+ al s+ af)

i=1

Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité pour
i=1..r

ks ki .. ki, O 0 .. 0 0 ]

0 k3 kI .. ki_, :
_ : .0 0
K=1o 0 0 0 kp kT kL,
0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 .. 0 0 -

ki=al —a} avec:j=0..n,—1
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM™1

Exemple 5.2 Soit le systeme :

1 0 -1 1 -1 -1 2

5c=10_1 0x+0 1 1uy=[120 1]x
01 0 1 0 2 ol 0 01 -1
1 1 -1 0 1 0 -1

Calculer le retour d’état K permettant d’avoir en boucle fermée les pdles:
p1=~-Lp,=-2, p3=-3,ps=—4

Etape 1 : Décomposer le systeme en r (r<m=3) sous-systemes commandables.
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b, Ab; A%*b, A3b, b, Ab, A?b,
-1 0 -2 -2 -1
Q=0 -1 -1 0 1
0 1 -2 -3 2
1 -1 =2 -1 0
det[b, Ab; A?b, A3b;] = 0 rejeté.
det[b1 Ab1 A2b1 bz] * 0 = QC = [b1 Ab1 Azbl bz]
b, b, | bs
X X A°
X Al
X A?
0 A3
n=3n=1,n=0=>r=2
2-
b, Ab, A%b; b,
-1 0 -2 -1
Qc=]10 -1 -1 1
0 1 -2 2
1 -1 -2 0
3-
-2/5 -8/15 1/15 3/5 q1
1_|1 0 -2/3 1/3 0 | 1|92
Q" =1_1/5 1/15 -2/15 —1/5|" |43
-1/5 2/5 1/5 -—=1/5 44
4-
i=1,0-1=n1=3
i=2,0‘2=7’11+n2=4
o1 as -1/5 1/15 -2/15 -1/5
s y-lo 9e1A| |@wA| |-1/3 -1/3 1/3 -1/3
) " 40147 T | 347 -1 0 1 0
4s2 qa -1/5 2/5 1/5 —-1/5
-3 1 -1 20/157
10 -1 0 5/3
6- M= -3 1 0 20/15
0 -2 1 -=5/3
0 1 0 0 0 10 —2/15
i_l0 0 1i 0| 5_}0 2/3 -2/3
ol =111 5317 T L3, =2
0 0 0: 0, 0 1 1/5
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al=-1,al =1, =0,a3=0

Etape 2 : Détermination du polyndme caractéristique du systeme global en BO.

r=2

Dpo(s) = |sI — 4| = n(sni +ah,_ M+ +ab)
i=1

= (s> +als?’+als+a})(s+ad)
= (s —s*’4+s5+0) (s+0)

Etape 3 : Détermination du polyndme caractéristique désiré en BF.

r=2

Dgp(s) = |sI — A%s| = n(s”i +ag _sMT 4+ al s+ af)
i=1
=6+ (G+2)(s+3)(s+4)
=(s3+6s2+11s+6)(s+4)
=(s3+a3s’ +ajs+ad)(s+ ad)

ay =6,af =11,a} = 6,05 =4

Etape 4 : Calcul du retour d’état K dans la base canonique compagne de commandabilité.

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale.

K=KM™1=| —-080 1.60 0.80 —0.80

—11.53 -2.93 9.53 —4.53]
0 0 0 4

3.2 Systéeme complétement commandable par « m » entrées
On décompose le systtme en m = rang(B) sous systemes commandables.

On pose x = MX, il vient :

+ Bu (5.18)

< R
Il
(e
Rl

N

ou:

A=MAM,B=M"'B,C=CM, u=gy.— Kxavec: K = KM
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[0 1 .0 0 71 [0 w. 0] [0 .. 01
O O -.' 0 . . . .
0 0 1 0
1 —qa —l * *
ap 1 an1_1 * * [ * *
0 0 [ 0 1 .0 0 [0
) 0 0 “~ 0 :
i=llg ol o~ o1 0 0
| * *ox] _a% —a _arzlz—l * * K]
0 0 0 0] 0 1 0 0
: 0 0 0
0 0 0 " 0 1
| * * ok * * ok |—agt ~A41 .. —a:lnm_l__
0 O 0 0
PR
0 O
B=|o 1 = *
0 0 0 0
lo0 0 .. 0 11

Cette fois-ci la matrice A n’est pas triangulaire par blocs, ceci va compliquer le calcul de 1’équation
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains K de facon que
la matrice Agf soit triangulaire.

Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas ou le systeme est
décomposé en deux sous systemes (m=2).

0O 1 O 07 0O 0 O o7
0O 0 1 0 0O 0 O 0
: : : 0 : : : 0
0O 0 O 1 0O 0 O 0
A= [ a11 [t a2 1
r0 0 O 0y ro 1 0 07
0O 0 O 0 0 O 1 0
: : 0 : : 0
0O 0 O 0 0O 0 O 1
[ az1 o az2 4
0 07
B = 1 112 'I"{’ — l]fll ~O l
9 O ka1 K2zl4m
0 1
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r0 1 0 0y 0 O 0 onm
0 o0 1 0 0O O 0 0
: : : 0 : : : 0
0O o0 0 1 0 o0 0 0
~ T B [ Ay — ki1 — T2k 1L Ay — Ti2kss 1
App=A—BK=1" ¢ 0 0 r0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
: : : 0 : : : 0
0 0 0 0 0 0 0 1
i a1 — ka1 1A Az — ka2 il
TO 1 O 0y o0 0 O om
0 0 1 0 O 0 o 0
: : : 0 : : : 0
o 0 o 1 O 0 o 0
Ad — [ 11 Lt 4 ]
BF7lr0 0 O Oy ro 1 O 01
0O 0 o0 0 0 O 1 0
: : : 0 : : : 0
0O 0 0 0 0O 0 ©0 1
i 21 [T az2 Bt
Pour avoir une matrice Agp triangulaire, on prend a,; = [0 0].

Par identification de Agy et A%, terme a terme, il vient :

(pp = Agp — kypp
ay1 —ky; =10

a1 = aq1—kyg —

Dans le cas général :

Finalement: K = KM~1

3.2.1 Résumé : Algorithme de
commandables

Soit un systeme a commander :

On dispose de n poles désirés en BF
Dr : N. Bounar

ks = az,—ay;
ky1 = az

T12K21 ki1 = ay; —rizky —aqq

kmm = Qmm—Cmm

kij = aij l >_]
m
ki =ay; —a;— z Tijk;i
j=i+1

placement de pdles — décomposition en m sous-systemes

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
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La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)

Etape 1 : Décomposer le systéme en « m » s. s. commandables : x = MX (calcul de M et M™1)

x=A%+B P 5 1p A
X=LXTBU pvec: A=MT1AM,B=M"B,C=CM
y =Cx
Etape 2 : Détermination des vecteurs : a;;
0 1 ..0 0 0 0
0 0 -~ 0 : :
0 Y 0 1 0 0
_ 5 [-ai —% .. —ah 4] [ . %]
. [All] [Alm] aiq aA1m
A 2 : = : : ,
A -~ [A
[Ais ] [A ] 0 . 0o 1 0 0
0 0 0
0 - 0 0 - 0 1
[ _— [—ap —a" .. —a ]
am1 Amm
0 O
1 72 Tim
B =
0 0
) 1

Etape 3 : Détermination des vecteurs : a;; , On veut une matrice A% triangulaire, donc

n m
Dge(s) = [ [s—po = [ + ahyoas™ 4+ ad s + )
i=1 i=1

=(sm+ap s+t ag) XX (st s"mT 4 al)

l l
g, A
0 1 0 0 0 0
0 0 0
0 o 0 1 0 0
L [—af —X1 an ] [* %]
d [All] [*] Q11 Aim
ABF -
0 A
(0] [ ] 0 0 0
0
0 0 1
[0 [ (1) —a anm—l]
Xm1 m

Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité.
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K= k?l k?z s avec: m
: o0 ki=a;—«a T
By Ko " = Qi — Ay — 1K
LY mm
(mxn) j=i+1

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM™!

Exemple 5.3 Soit le systeme :

10 -1 1 -1 -1 2

g 10 ST 0L 01 2 01,
01 0 1 o 2 of 7 lbo1 -1
11 -1 0 1 0 -1

Calculer le retour d’état K permettant d’avoir en boucle fermée
P1=-1Lp,=-2 p3=-3,py=—4

Etape 1 : Décomposer le systeme en m=3 sous-systemes commandables.
1-

b, b, by Ab, Ab, Aby A?b,
1 -1 2 0 .

Q=0 1 1 -1
0 2 0 1
1 0 -1 -1

det[by b, bs Ab]=2=Q.=[by Ab; b, bs]

b, | by | bs
X | X | X | A
X | 0 Al
0 A2
A3
n1:2,n2:1,n3:1
2-
1 0 -1 2
1o -1 1 1
Q=10 1 2 o
1 -1 0 -1
3-
5/2 —3/2 2 7/21 a4
I B T T T T N
Q" =1_12 172 0o —1/2|7|as
3/2 —1/2 1 3/2) la
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4- Pouri=1..3

i=1l0 =n=2
i=2,0-2=n1+n2=3
i:3,0'3:n1+n2+n3:3

951 q2 1 -1 1 1
5. yl= AdnA| _ |RA|_| 1 2 -1 2
o2 qs -1/2 1/2 0 -1/2
o3 qa 3/2 -1/2 1 3/2
-5 -1 -2 4
-1 0 1 1
- M=11 0o 2 o
1 1 1 -3
T 0 01 @io o
;| =31 =5, =19 21 o [11-1 2
A=132 ol 11 -l F=lo T o
-15/2 0 -5 5 0 0! 1

Etape 2 : Détermination du polyndme caractéristique du systeme global en BO.
a;; =[-31 =5]az; =[3/2 0],a3; =[-15/2 0], a3, =1,a33 =5,a3, = =5

Etape 3 : Détermination du polyndme caractéristique désiré en BF.
m=3

Dgr(s) = |sI — Agp| = n(s”i +ap_1s"T 4+ al s+ af)
i=1
=(6+1)(+2)(+3)(s+4)
=(s2+3s5s+2)(s+3)(s+4)
=% +als+ad)(s+ad)(s+ad)

[A‘f1] [+] [*]

Ade=|[0]1 [4%,] [+
[0] [0] [A%]

~ 0 11 - ~
iy =2, L] A% =345 = -4
aj; =[-2 -3l ay; =-3,a;35=—4

Etape 4 : Calcul du retour d’état K dans la base canonique compagne de commandabilité.

_ E33 =d33 —a33 =9, E21 = ay; = [3/2 0],]231 = a3 =[—15/2 0], E32 = a3, = -5,
kg =ay —ayq — Z?:z Tjajp = Ay1 — Aqq — 112021 — 13031 = [-25/2 =2],

kyy = a3, —ay =4

kip 0 0 —-25/2 =2 0 O
K=|ky k,, O0|=[3/2 0 4 0
kay kay Feas -15/2 0 -5 9
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Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale.

N ~14.5 85 105 -—165
K=KM™=|-050 050 150 —0.50
85 0.5 1.5 8.5

Dr : N. Bounar 83



Chapitre 6 : Observateur d’état et commande par retour de sortie des systemes multivariables

Chapitre 6
Observateur d’état et commande par retour de sortie des systémes
multivariables

1. Introduction

Dans le chapitre précédent, on a étudié le probleme de la commande par retour d’état en
supposant la disponibilité (a la mesure) de toutes les variables d’état. Mais, Souvent pour des
raisons de 1’indisponibilité technique du capteur, de son coit, etc..., le nombre de grandeurs d’état
pouvant &tre mesurées par des capteurs est inférieur a celui du vecteur d’état (c.-a-d., qu’il y a des
grandeurs d’état non mesurables). Dans ce cas la synthese d’une loi de commande par retour d’état
est alors compromise. On pose ainsi le probleme de la synthése d’un algorithme reconstituant le
vecteur d’état, sur la base de la connaissance sur un intervalle de temps, d’une part de ’entrée du
systeme et d’autre part de sa sortie (devant €tre mesurables); c’est le probleme de [’observation.
Cette reconstitution ou estimation de 1’état courant devant faite en temps réel, I’observateur revét
usuellement la forme d’un systeme dynamique auxiliaire.

2. Définition et principe

On appelle observateur un systeme dynamique capable de reproduire (ou estimer) les états non
mesurables d’un systeme a partir de la seule connaissance de 1’entrée et la sortie du systeéme et
éventuellement les états mesurables.

2.1 Observateur en boucle ouverte
Soit le systeme d’ordre n défini par :

2(t) = Ax(t) + Bu(t)

y() = Cx(t) 61

L’observateur est défini par :
x(t) = A%(t) + Bu
y(&) = Cx(0)

u(t) %) = Ax(t) + Bu(t) y(t)
y(t) = Cx(t)
#(t) = A2(6) + Bu y(@®)
" 9 = 2@ "

il x(t)

Fig.6.1 observateur d’état en boucle ouverte.

2.1.1 Erreur d’observation
L’erreur d’observation est :

e(t) =x(t)—x(t)
é(t) =x(t) =% ()
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e(t) = Ax(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t)
= A(x(t) —2() = Ae(t)
= e(t) = e(0)e4!

Si la partie réelle des valeurs propres de Aest négative (systeme stable), alors, 1’erreur
d’observation converge vers z€ro.

Remarque 6.1 : On remarque que 1’observateur et le systtme ont la méme dynamique (ont les
mémes poles), alors que la dynamique d’un observateur doit étre plus rapide que celle du systéeme
a observer afin de pouvoir I’insérer dans la boucle de commande.

2.2 Observateur en boucle fermée

Soit le systeme d’ordre n défini par :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

L’observateur en boucle fermée est défini par :

x(t) = AZ(t) + Bu(t) + L(y — 9) (6.2)
J() = Cx(t) (6.3)

Ou L(y — y) est un terme de correction, L est un vecteur colonne de dimension n

Fig.6.2 Observateur d’état en boucle fermée.

En remplacant (6.3) dans (6.2) on obtient :

x(t) = (A—LO)R() + Bu(t) + Ly
On remarque que la matrice d’état de I’observateur est (A — LC), donc on peut influencer la
dynamique (stabilité et rapidité) de 1’observateur en agissant sur le vecteur L (désigné par
I’opérateur).

2.2.1 Erreur d’observation

e(t) =x(t)—x(t)

Dr : N. Bounar 85



Chapitre 6 : Observateur d’état et commande par retour de sortie des systemes multivariables

é(t) = x(t) — X (t)

e(t) = Ax(t) + Bu(t) — Ax(t) — Bu(t) — L(y — 9)
e(t) = Alx(t) —x(t)] — LC(x — %)
eW)=A-LC)(x—%)= (A—LC)e(t)

Aob

e(t) =(A—-LC)e(t)

La dynamique de I’erreur d’observation est la sortie d’un systeme du premier ordre stable imposé
par I'utilisateur (en utilisant L), donc [D’erreur d’observation tend asymptotiquement vers
zéro. e(t) = e(0)e“~LO ¢ aprés un régime transitoire 1’observateur suit correctement 1’évolution
du systeme a commander.

3. Commande par retour d’état avec observateur
3.1 Cas particulier : Systémes monovariables

Le principe de la commande par retour d’état avec observateur consiste a utiliser 1’état estimé
par un observateur pour ensuite construire un retour d’état comme le montre sur la fig.6.4 :

ye(t) u(t) #(t) = Ax(¢) + Bu y(t)
- & y(t) = x(t) —
Systeme
-K
x(t): mesure

Fig.6.3. Schéma de principe de la commande par retour d’état.

Ye(®) u(t) £(6) = Ax(t) + Bu y(®)
—_— — & > y() = Cx(t)
§ Q g Systzme
£(t) = AZ(t) + Bu + Ly — )
(@) =Ccx(®) I
Observateur ~
y(@®)
K %(t): observation

Fig.6.4. Schéma de principe de la commande par retour d’état avec d’observateur.

Soit le systeme monovariable d’ordre n :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(O) = Cx(t) 6.4)

avec I’observateur : .
x(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y(©) —9(1)) (6.5)
y() = Cx(t)

Le retour d’état avec observateur est :
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u(t) = g y.(t) — K x(t) (6.6)

En remplcant (6.6) dans (6.4) et (6.5) : pour la clarté des expressions, on omet la variable .

Ax — BK % + Bgy, (6.7)

X X —
X =A% —BKZX + Bgy. + LC(x — %) (6.8)

On met (6.7) et (6.8) sous forme matricielle :

xX]_[A —-BK x B
[9?] - [ LC A—BK-LC [3?] + [B] 9Ye (6.9)
Ag
_[A “BK e \
Ag = [ IC A—BK—LC est la matrice d’évolution globale (systeme+observateur)
1 colonne= 1" colonne +2°™ colonne :

A = [ if—%g A —_gKK— LC]

2™ Jigne= 2"™ ligne - 1'*° ligne :
ao=| A-BK  -BK
“ 0

A-LC

L’équitation caractéristique du systeme global est :
det[(sI —(A—BK))x (sI—(A-LC))] =0
|sl —(A—BK)|x|sI—(A—-LC)|=0 (6.10)

{Is]—(A—BK)|=O
Isl—(A—=LC)| =0

(A — B K) : matrice dynamique du systéme bouclé.
(A — LC) : matrice dynamique de 1’observateur.

3.1.1 Théoreme de séparation

La dynamique du systeme global est constituée par la dynamique due au retour d’état plus celle
due a ’observateur. Donc, le vecteur K (gain de commande) et le vecteur L (gain d’observateur) se
calculent indépendamment (séparément).

Calcul de K (déja fait au chapitre précedent)
Calcul de L -
Dans la base initiale, on a
. x(t) = Ax(t) + Bu(t)
Systeme : {
Y y(®) = Cx(®)
x(t) = A2(t) + Bu+ L(y(t) — 9(¢))

Observateur :
{ﬁ(t) = Cx(t)
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x(t) = (A — LO)x(t) + Bu(t) + Ly(t)
y(t) = Cx(¢)
La matrice d’évolution de ’observateur : A,ps = A—LC ,ouL=1[l, 1 - lpq]”

Observateur: {

Afin de faciliter les calculs, il faut mettre le systeme sous forme compagne d’observabilité.

%( Ax(t) + Bu(t)
=z

£(t) = AR() + Bu(®) + L(y(©) - (1))
y(t) = Cx(1)

X(t) = (A—LOX(t) + Bu(t) + Ly(t)
y() = Cx(®)

t)
Syste :
ystéme { 0

)

Observateur : {

Observateur: {

La matrice d’évolution de I’observateur : A,,s = A—LC , ou:L=1[l, [} - Zn_l]T.
00 .. 0 —a [ Do ]
- 1 0 E —a1 _ b-l -
A=lo 1 ~ o : |B=|}|¢é=[00..001]
) b
P w0 —pey :
O es O 1 _an—l | O ]

Le polyndme caractéristique du systeme en boucle ouverte:
Dgo(s) =s™"+ap_1s" 1+ + a;s+ a (6.11)

La matrice d’évolution de 1’observateur dans la base observable est :

0 0 .. 0 —a ly
- 5 . 1 O E _al Zl
Appy=A-LC=l0 1 ~ 0 : =] : [[00..01]
5 ., 0 _an—z _
0 0 1 _aTL—l ln—l
0 0 0 —(ag+1l) ]
O E —(a1 + Zl)
=lo 1 ~ o P (6.12)
: 0 _(an—Z + ln—Z)
0 0 1 —(apq+1Diy)l

Le polyndme caractéristique de I’observateur en boucle fermée :
DB (s) = s™ + (ap_g + 1) S* 1+ -+ (a; + [)s + (ag + L) (6.13)
En imposant n poles pour I’observateur en boucle fermée : p'y -+ p',,

Le polyndme caractéristique désiré de I’observateur en boucle fermée s’écrit :

obs*

DgrZa(s) = (s —p'D(—p2) (s —p')
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En développant, on obtient :
obsx — n n-1
DER¥*(s) =s"+ Pp_1 s+ 4 Bis+ Bo (6.14)

En identifiant (6.13) et (6.14) terme a terme, il vient :

a0=a0+zo Zozﬁo_ao
@ =a;+l Jh=p—-a
Ap_q1 =Aap_q + Z‘n—l z'n—l = ﬁn—l —ap—1

D’une maniere générale :
li=p—a; avec:i=0..n—1
ou :
a; sont les coefficients de 1’équation caractéristique du systeme en boucle ouverte.
B sont les coefficients de 1’équation caractéristique désirée de 1’observateur en boucle fermée.

Retour a la base initiale (calcul de L en fonction de L)

La matrice d’évolution de I’observateur dans la base canonique observable est : A, = A — LC.
A partir de cette matrice, on veut arriver a la matrice d’évolution exprimée dans la base initiale
soit :
Aops =A—LC

Pour cela, on va remonter le probleme de la mise sous forme compagne observable (voir le tableau).

Matrice d’évolution Passage :
de ’observateur forme observable — forme initiale
T~ N
A =A- M*—l LC Systeme
obs (—LL/ S:(A,B,C)
Dual dual
Al = AT —CTI"M* ! S*(AT,CT,BT)
1 *— * * 7 *— AT x—1 * — * 1 x—1
Agbs =M 1A?owbslvl Agbs =M AgbsM ! A~T =M ATM AT =M A~TM
CT=Mm"'CT cT =M CT
BT =BTM" BT = BTm*™*
AT, = AT 'L $T (A7, CT,BT)
dual Dual
Systeme sous forme compagne
Aobs =A-ILC d’observabilité
S:(4,B,0)

Finalement, on revient a la base initiale :
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L=(M"")TI
3.1.2 Résume: algorithme de synthése d’un observateur d’état (cas des systemes SISO)
Soit un systeme a commander :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

L’observateur en BF est défini par :
x(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y(©) = 9(®))
y(©) = Cx(¢)

L’on dispose d’un spectre désiré pour ’observateur (n poles désirés de |’observateur en BF)
Etape 1 : Vérification de l'observabilité du systeme : calcul du det(Q,)

Etape 2 : Mettre le systeme sous forme compagne observable :

+ Bu

N
xR

¥ =

y =
Etape 3 : Détermination du polynome caractéristique en BO :

Dgo(s) =s"+ap_1s" 1+ -+ a;s+ag
Etape 4 : Détermination du polynome caractéristique désiré de l’observateur en BF:
DEE*(s) = 8™ + By S™ 1+ + Bis + By
Etape 5 : Calcul du vecteur L = [ly [} -+ 1,,_1]" dans la base canonique compagne d’observabilité.
l,=p—a; avec:i=0..n—1
Etape 6 : Calcul du vecteur L = [ly l; -+ 1,_41]" , c-a-d, retour a la base initiale :
L=(M")1I
Exemple 6.1: Soit un systeme donné :
el =15 Skl [
yo =0 11[;]

Concevoir un observateur d’état ayant en boucle fermée le pole double p = —5.

Etape 1 : Vérification de [’observabilité du systeme : calcul du det(Q,)
det(Q,) = [C CAI" |

Etape 2 : Mettre le systeme sous forme compagne observable :
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> .*_T__Z2 *_T_l x — pT — [__
Systeme dual: A* = A _[_4 5],3 -C —[1],6 =BT =[-1 1]
Mettre le systeme dual sous forme compagne de commandabilité

* **_1 0 x—1 __ 1 0

MW= '@ =[-1 1]
M) =Q MDA = [-

2
—~1_[-1 1 « _[-3 1
M _[—2 3]’M _[_2 1]
Systeme dual sous forme compagne de commandabilité
Ax s—1 2% *_O 1 D% __ x—1 *_0 Ak * *
A= M arm _[2 3],3 = M*'B —[1],6 =C'M* =[1 0]

Alors, la forme compagne d’observabilité du systeme est :

ol [0 21 5 _ AT _[11 2 _ 5T _
A=x" =] 3],3_6 _[O],C_B =[0 1]
Etape 3 : Détermination du polynéme caractéristique en BO :

Dgo(s) =s?*—3s5s—-2=>ay,=2,a, = -3

Etape 4 : Détermination du polynéme caractéristique désiré de l’observateur en BF:

D3Es*(s) = (s +5)(s+5)=s"+10s + 25 = S, = 25,5, = 10

Etape 5 : Calcul du vecteur L = [l 1,]" dans la base canonique compagne d’observabilité

Z0=ﬁ0_a0=27
L =P —a, =13

Etape 6 : Calcul du vecteur L = [ly 1;]7, c-a-d, retour a la base initiale :
(-7 _[1 —=21[271 _ [-53
L_(M )L_[l 3][13]_[66

3.2 Cas général : Systemes multivariables

En utilisant le théoreme de séparation, la matrice K(gain de commande) et la matrice L (gain
d’observateur) se calculent indépendamment (séparément).

Calcul de K (déja fait au chapitre précedent)
Calcul de L -
Dans la base initiale, on a

< (x(t) = Ax(t) + Bu(t)
Systeme : {y(t = Cx(b)

Observateur: ggg z E‘Af(_t)LC)f () + Bu(t) + Ly(o)
91
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Aops = A — LC est la matrice d’évolution de 1’observateur, ou L(nxp)

Afin de faciliter les calculs, on décompose le systeme en p sous-systemes observables.

%(t) = A%(¢) + Bu(t)

Systeme : {y(t) — R

x(t) = (A-LOX() + Bu(t) + Ly(t)

Observateur : -
{y(t) = Cx(t)

La matrice d’évolution de ’observateur : A, = A — LC , ou : L(nxp)

Alors, en suivant ’algoritme suivant, on décompose le systeme en p sous-systeémes observables :

décompositionen"p"
sous systemes

commandables:
x=M"%
systeme dual " T . T T lculde M* L et M*) ~ ~% ~* ~x
S4,B,c) L era = AT B =", ¢ = BTy QNN M) e q” BT
N—
systeme initial
systeme dual . ~ ~*T ~ ~*T ~ ~*T
T S§@A@=4",B=C ,C=EB")
systéme décomposé
en
"p"sous systemes
observables
Le systeme sous forme compagne observable:
¥ =Ax + Bu
y=CX
o0 0 0 —ad1 [0 0 = 0 0
10 —al : :
0 - : 0 ' 0 0 0
10 1 a1111—1 0 . 0 ; 0 0
0 0 x 0 O 0 —a; 0 0
1 0 —af
A=|]|0 0 0o - : 0 0
0 0 =x 0o .. 1 —arzlz_l_ 0 0 =
0 0 ] 0 0 =« 0 0 0 —ag
10 —al
0 0 0 0 0 :
0 0 «1 10 0 0 1 —a,
[0 1] [o 0] [0 0]
¢ = [0 r2] [0 1] [0 0]
[0 rp] [0 T1p] [0 1]
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Cette fois-ci la matrice A n’est pas triangulaire par bloc, ceci va compliquer le calcul de 1’équation
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains L de facon que
la matrice A,p; = A — LC soit triangulaire.

Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas ou le systeme est
décomposé en deux sous-systemes observables (p = 2).

[o 0 .. 0 [0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 Pg P g
N 0 P :
~ 0 0 .. 1 I o o 0 |
A= - —
0 0 .. 0 0 0 0
00 .. 0 _ 1 0 0
N ) 0 1 ;S
: P 0
0 0 0 110 0 1
¢ = [[0 1] o 0]] = [111 {12]
[0 ra] [0 11’ 0 I,
0 0 0 <] [o 0 0
1 0 0 TN 0 0 0 &
0 1 Poox P Pl
: 0 | P N
- - - |loo 1 &1 oo 0 _|
Aops =A—LC = = —
0 0 0 0 0 0
0 0 0 = 1 0 0 &8
s S I V| Pl
: g I 0 <
0 0 0 110 0 1 ]
0 0 o | o o 0 |
1 0 0o 0 0 0
0 1 RS = P
: 0 I :
d 0 0 1 1 [0 0 0 _ |
Aobs_ —_ _ -
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 .
: Q10 1 P
: P 0
0 0 0O [ 10 O 1
Pour avoir une matrice 4, triangulaire, on prend 1, = [0 .. 0]".

Par identification de 4, et A%, terme A terme, il vient :
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B2z = Az — 1y lyy = az—Pa
P21 — 11 =0 = lyy = ay,
B11 = a11 — lig — 112l li1 = ayq — 112031 — B1a

Dans le cas général :

lpp = App = Bpp

lijzaij ]>l

li = ay — B — § rjizij
. x+—1 T~
Finalement : L = (M ) L

3.2.1 Résumé 1: Algorithme de calcul de l’observateur L — décomposition en p sous-
systemes observables

Soit un systeme donné:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

L’on dispose de n poles désirés pour ’observateur d’état :  %(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y — 9)

Etape 1 : Décomposer le systéme en p sous-systemes observables : (calcul de M*™" et M* )

décomposition en"p"
sous systemes
commandables:
x=M"%
systeme dual T. (calcul de M*~" et M*) =4 ~

S4B, c) M v a*=4", B =C",c*=B") $*(A* B*, )

systeme initial

systeme dual 5‘(/1 _ A*T, E _ C’*T ' C' _ E*T)

systéme décomposé

en
"p"sous systemes
observables
¥=A%+Bu
y =CX
Etape 2 : Détermination des vecteurs : a; j
Iy v = 00 .0 =
1 0 —a% s g *
0 0 : 0 0 0
[An] .. [Ay]] |lo 0 1 —an 00 0 =
A=+ =~ 1 |= ;i p
[Apl] [App] 0 0 ..0 = 00 0 —a,
: : * 1 0 —af
0 0 0 : 0 0 :
0 0 0 = 0 0 1 _agp_l_
[0 1] [o 0] .. [0 .. o0
¢ = [0 1] [0 1] [0 0]
[0 1] [0 Tp2] [0 1]
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p
—a} * * ~ 4
—a} * * —aj
all = ) alp = K apl =1.1, app = .
I * * A
anl_l anl—l

Etape 3 : Détermination des vecteurs : fB;j , On veut une matrice A%, . triangulaire, donc :

obs(s)—]_[(s—p) ﬂ(s"lwn ST et s +)

= (s"1 + By as™M T 4 4 B3) X X (S"P + B STt ﬁf,’)

! l
Agbsll Agbspp
LUt = 00 ..0 0
10 =~ B P
0 - 0 : 0 0 0 :
1
[A3ps 11] [0] 00 1 =B, 00 00
Ad = : : — :
obs .
[+] [A bSPP] 0 0 0 =x* 0 0 0 - 0
1 0 —BF
0 0 0 0 0 :
| 0 0 0 * 0 0 1 _ Tll)p_l
_IBP
Bi1 = Bop = .7
— P
_ﬁnl 1 ﬁnl—l

Etape 4 : Calcul du retour d’état L dans la base canonique compagne d’observabilité

I I, . le lp~p = app — Bpp
~ T 7 lij = a;j j>i
[=|0 Lz - lZ}’ avec: P
(:) 0 pr () ~u =ay; — Pi — Z ]LZL]

j=i+1

“nT~
Etape 5 : Calcul de la matrice des gains L de l’observateur dans la base initiale : L = (M* 1) L.

4. Exercices

Exercice 01 : Soit le systtme monovariable suivant:

El=17 S0+ 5

y(t) =1 1]

1- Concevoir un retour d’état de sorte que le systeme corrigé (c a d en boucle fermée) ait le
pole double —1.
2- Concevoir un observateur d’état ayant en boucle fermée le pdle double p = —5.
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Exercice 02 : Soit le syst¢tme monovariable décrit par :

01 0 0
x=|1 0 1|x+|0|u
1 0 O 1
y=[0 0 1]x

1- Calculer le retour d’état permettant d’imposer en BF les pdles : —1, —2, —3
2- Construire un observateur d’état ayant pour dynamique les pdles : —4, —5, —6

Exercice 3 : Soit le systeme multivariable suivant décrit par:

1 0 -1 1 0
x=|1 0 —-1|x+|[2 0|U
01 O 0 1

y=ly 3 i

1- Calculer le retour d’état K qui permet d’imposer les poles en BF :—1 + 3j et -3 (en m sous-
systemes commandables).

2- Construire un observateur d’état ayant pour dynamique les pdles : -30, —10 + 10j

3- Vérifier 'imposition des poles du systeme global (systeme en BF et observateur).

Excercice 4 Soit le systtme multivariable suivant :

1 0 -1 1 -1 -1
5c=10_1 0x+0 1uy=[1 _110x
01 0 1 0 217 0O 0 1 2
1 1 -1 0 1 0
1- Calculer le retour d’état K permettant d’imposer les poles en BF : p; = —1,p, = =2, p3 =
—1—J, ps = —1 + j (décomposition en m systemes commandables).
2-Construire un observateur d’état ayant pour dynamique les pdles : p; = —3,p, = —6, p3 =

—2—=2j,ps,=-2+72j
3-Vérifier I’'imposition des poles du systeme global (systeme en BF et observateur).

3.2.2 Résumé 2 : Algorithme de calcul de I’observateur L — décomposition en p sous-
systemes observables

Soit un systeme donné:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
L’on dispose de n poles désirés pour ’observateur d’état :  %(t) = A%(t) + Bu(t) + L(y — 9)

Etape 1 : Décomposer le systéme en p sous-systémes observables : (calcul de M*™" et M* )
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Chapitre 6 : Observateur d’état et commande par retour de sortie des systemes multivariables

systeme dual T T T
—>S*(A* =A,B"=C,C"=B )
décompositionen"p"
sous systemes
commandables: - o~ ~ ~
x=Mic1 S*(A*,B*,C*)
(calculde M*™" et M*)

On calcul le retour d'état dans la base canonique K*,puis K* = K*M*™*

finalement L = K*"

’

systeme dual . . ~ ~ ~ ~ ~
— SSA=AT,B=CT,C =BTy
systéme décomposé
en
"p"sous systemes
observables

1- SystemeS (A4,B,C)
* * T * T * T
2- systeme dual:S (A =A,B=C,C =B )
3- systeme dual sous forme compagne de comandabilité (calcul de M*~* et M*): $*(4* ,B*,C*)
- calcul du retour d'étatdans la base canonique K*
- calcul du retour d'état K* = K*M*~!
- calculdeL = K*"
4- systeme décomposé en p sous systemes observables: S(A = AT, = ¢*T ,¢ = BT
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