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Travaux Dirigés No. 4 (avec correction)

(Traitement du Signal)

Exercice 1 :
a- Calculer la TL de x(t)=exp(-aJt|), teIR et donner sa bande de convergence B,
b- Peut-on calculer X(f) a partir de X(p) ?

Correction :

a- X(p)=TL[x(t)]= f:x(t)exp(—p.t)dt= fwexp[(a—p).t] dt+ fooexp [-(a+p).t]dt (avec p=ctjw)

fwexp[(a—p).t]dt= 1/(a-p) sic<a et J:mexp[—(a+p).t]dt= 1/(at+p) sioc >-a

Donc  X(p)=a/(a’+p’) avec B~{p=c +jw/ -a<c <a, Vw IR}
b- X(H)=X(p) avec p=jw=2jnf (c=0), or X(p) existe pour 6=0, d’ou on peut tirer X(f) a partir de
X(p)=> X(f)= a/(a’-4n’f ?)

Exercice 2 :
En utilisant la transformation de Laplace, déterminer, la fonction de transfert H(p) et la réponse y(t) du
systeme continu linéaire invariant régi par I'équation différentielle suivante:
y(®) -6y () + 11y™(1) -6y(t) =u(t), >0
ou u(t)=exp(-t) avec les conditions initiales :y(0) =1 ; y"(0) = 0 ; y*(0) = -4

Correction :

On calcule les TL des 2 membres de 1’équation. On utilisera les propriétés de la TL de la dérivée et la
linéarité :

TLIy"(®)]=p.Y(p)-y(0) : TLIy?(®)]=p’Y(p)-p.y(0)-y"(0) : TLIy®()]=p’Y(p)-p’y(0)-p.y"(0)-y?(0) ;
TL[u(®)]=1/(p+1)

Donc : p’Y(p)-p’y(0)-p.y"(0)-y*(0) —6[p*Y (p)-p.y(0)-y " (0)]+11[p.Y (p)-y(0)]-6Y (p)=U(p)

Do Y (p)=U(p)(p*-6p™11p-6) + (py(O)+p.y"(0)+y>(0) -6p.y(0)-6y"(0)+11y(0))/(p*-6p™+11p-6)
AN : Y(p)= U(p)(p’-6p*+11p-6) + (p*-6p+7)/(p’-6p>+11p-6)

Y(p)=Yr(p) (TL de la réponse forcée) + Y, (p) (TL de la réponse libre)
On en déduit que H(p)=1/(p’-6p’+11p-6) car Y(p)=H(p)U(p) quand les conditions initiales sont
nulles
Puisque U(p)=1/(p+1)=> Y(p)=( p’-5p’+p+8)/[(p*-6p’+11p-6)(p+1)]
La réponse y(t)=TLI[Y(p)] :
Décomposition en éléments simples Y(p)=-(1/24)/(p+1)+(5/4)/(p-1)+(2/3)/(p-2)-(7/8)/(p-3)
En utilisant la table des TL et la propriété de linéarité, on trouve :
y(t)=-(1/24)exp(-t)+(5/4)exp(t)+(2/3)exp(2.t)-(7/8)exp(3.t)

Exercice 3 :
Calculer les TZ des signaux suivants en précisant leurs domaines de convergence D,:

a- x(k)=3(k) =2 X(z)= ZOO:S(k)Z‘k =1 => D, =C (ensemble complexe C)
k=—c

b- x(k)= 8(k-ky) > X(z2)= 2‘05(k—k0)Z’k =70 => D, =C* (pour k, >0)
k=—

c- x(k)=T'(k)> X(z)= iozk =2/(z-1) si |z>1 => D¢ ={zeC/ |z>1}
k=0
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. N-1
d-X(k)={}) 1, 0<k<N-1 =>X(z)=kZ:(;Z*k —(1-2NY/(1-2") si [0 (X(2) est finie pour z=1 => D =C*

e- x(k)=a" avec k >0 => X(z)= Z:akZ‘k = Z:(a.Z‘l)k =z/(z-a) si|zJ>]a|=> D, ={zeC/ |z>|a|}
=0 k=0

+0 —1 ~+o0
f- x(k)=a* avec k €Z => X(z)= ZakZ‘k = Z(a.Z_l)k-i-Z(a.Z_l)k n’existe pas car pour que le ler terme
k=0

k=—w k=—w0

converge, il faut |z]<|a|, par contre le 2°™ converge si |zJ>ja] => D, =0

g- x(k)=a"cos(w.k) avec k >0
posons y(k)==akexp(jw.k), donc x(k)=Re[y(k)]

= Y(z)=X(z)+jV(z)= iak exp(jwk)z k= f:[a.exp(jw)rl]k =z/[z-a.exp(jw)] si |z]>|a]
k=0 k=0

En écrivant Y(z) sous forme X(z)+jV(z), on trouve X(z)=[z’-a.z.cos(w)]/[z*-2a.z.cos(w)+a’]
Et que TZ[a"sin(w.k)|=V(2)= a.z.sin(w)]/[2>-2a.zcos(w)+a’] avec aussi D, ={zeC/ |z[>|al}

Exercice 4 :
Soit un systéeme numérique LIT régi par 'équation aux différences finies suivante:
y(k) -3.y(k-1) +2.y(k-2) = 2.u(k-1), k>0
ol u(t)=2" avec les conditions initiales :y(-2)=y(-1)=u(-1)=1
a- En utilisant la TZ, trouver I’expression de Y(z)
b- En déduire la fonction de transfert de ce systéme. Est —il stable. Donner la condition de causalité
dans le domaine Z.
c- Donner I’expression de la réponse fréquentielle
d- Calculer la réponse impulsionnelle et vérifier les théorémes des valeurs finale et initiale
e- Dans le cas causal : Trouver les réponses libre, forcée et globale du systéme.
f- Ce systeme est-il a réponse impulsionnelle finie ou infini. Donner le schéma de sa réalisation directe
et canonique.

Correction :
a- On calcule les TZ des 2 membres de 1’équation. On utilisera les propriétés de la TZ du signal
retardé et la linéarité :
TZ[y(k-D)]=2"Y(@)+y(-1) ; TZ[y(k-2)]=2"Y(@)+ 2'y(-1)+y(-2) s TZ[u(k-1)]=2 ' U(2)+u(-1) ; et
TZ[u(k)]|=2/(z-2)=U(z)
Donc : Y(2)-3[2'Y(@)+y(-1) [2[Z°Y (2)+ 2'y(-D+y(-2)] =2 [ U@)+u(-1)]
Do : Y(2)=2. 2'U(2)/(1-32'+227%) + (3 -2z")/(1-32'+227)
Y(z2)=Y(z) (TZ de la réponse forcée) + Y (z) (TZ de la réponse libre)

b- Fonction de transfert :

Y(z)=H(z)U(z) quand les conditions initiales sont nulles => H(z)=2z"/(1-3z"+227)= 2.2/(z’-32+2)
-Stabilité :

(2’-32+2) = (z-1)(z-2) => 2 poles p;=1 et p,=2 et puisque |p; <1 (i=1,2) non satisfaite => systéme instable
-Causalité :

Vu que les poles ne doivent pas étre inclus dans le domaine de convergence, on a alors 3 domaines
possibles pour la méme fonction H(z)

Cas causal : |z]> sup(|p1],|p2|)=2

Cas anticausal : |z|< inf(|pi],|p2|)=1

Cas non causal : 1<|z|<2

c- Réponse fréquentielle H(f)=H(z)/z=exp(2jnf)

=>H(f)= 2exp(2jnt)/[exp(4)jnf) -3exp(2jnt)+2]=2/[2cos(2nf)-3]
le gain: [H(f)|=2/|2cos(2nf)-3|, la phase @(f)= 7 (car 2cos(2nf)-3 < 0), gain statique H(0)=-2
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d- Réponse impulsionnelle h(k) : on décompose H(z) en éléments simples

H(z)= 2.2/(2’-32+2) =a/(z-1) + b/(z-2) =>a= -2 et b=4

Donc H(z)=-2/(z-1) + 4/(z-2) = 2z [2/(z-1)] + 4z [2/(z-2)]

D’apres la table des TZ et propriétés (linéarité et TZ signal retardé), on trouve :

h(k)= -2 (k-1)+4.2"'T(k-1)=2(-1+2")'(k-1)

-h(0)=0 et lim,-.,[H(z)]=0 (donc le théoreme de la valeur initiale est vérifié car méme valeur)
-h(+)=+w0 et lim,. [(z-1)H(z)]=-2 (ici le théoréme de la valeur finale n’est pas vérifié car les pOles
doivent étre tous a I’intérieur du cercle unité)

e- Réponses libre : y; (K)=TZI[Y(z)]

ona: Yi(2)=(3 22 )Y(1-32'22°)=(32’22)/(z’-32+2)=z.[ A/(z-1) + B/(z-2)], on trouve A=-1 et B=4
donc Yu(2)=-2/(z-1) +42/(z-2)] => yi(k)= -T(K)+2 T (K)=(-1+2H(k)

-Réponses forcée : yr(k)=TZI[Y(z)]

Ona: Yi(2)= 2.2.U(2)(2>-32+2)=27"] [(z*-32+2)(z-2)] = al(z-1) + b/(z-2)+ c/(z-2)

a=2, b=0 et c=8 => Yi(z)=2/(z-1) + 8/(z-2)'=22"[2/(z-1)] + 8Z'[2/(z-2)" ]

=> yp(k)= 2I'(k-1)+8(k-1)2""T'(k-1)=2[1+(k-1).2" "' (k-1)

La réponse globale est y(k)= yr(k)+ yi.(k)= 2[1+(k-1).2""T(k-1)+ (-1+2H)(k)
Donc  y(k)= 2[1+(k-1).2" "I (k-1)+ (-1+25 ) (k-1)=(1+k.2*D)(k-1)
et y(0)=3

f- Le systéme est a RII car si I’on pose u(k)=0(k) dans 1’équation aux différences finies , on constatera
que la sortie y(k)=h(k) (réponse impulsionnelle) va se calculer d’une maniére indéfini.
* Schémas de réalisation :
L’équation aux différences finies peut étre réécrite de la fagon suivante :
y(k)=3.y(k-1) -2.y(k-2) + 2.u(k-1)

-Schéma de réalisation directe :

-Schéma de réalisation canonique D-N (dénominateur-Numérateur)
H(2)=Y (2)/X(2)=[Y(z)/ W(2)][W(2)/U(z)]=2z"'/(1-32"'+227%)

On pose W(2)/U(z)=1/(1-3z"+22") => w(k)=u(k)+3w(k-1)-2u(k-2)
et Y(2)/W(z)=2z" => y(k)=2w(k-1)

on déduit alors le schéma de réalisation suivante :

On constate qu’on a moins de mémoires (2 au lieu de 3 dans le cas direct)
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