Théorie de la Décision
Tests d'hypotheses. Tests de Bayes. Rapport de Vraisemblance. Statistique
suffisante. Tests de Neyman-Pearson. ROC. Tests simples et composés. Tests
UMP. Rapport de Vraisemblance Généralisé. Détection d'un signal dans un
bruit: lefiltre adapté.

3.1 Testsd'hypothéses.

On étudie dans ce chapitre la conception de mécanismes de décision. La figure suivante illustre
les problémes de teste d'hypothéses, pour le cas de décision entre deux alternatives possibles,
désignées par Hq et Hp.
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Figure 3.1: Décision entre deux hypothéses aternatives.

Exemples:
communications numériques.

Dans les systémes de communication numérique, un signal analogique s(t) souffre plusieurs
transformations avant d'étre effectivement envoyé dans le cana de communication. |l est d'abord
échantillonné (a une vitesse au moins égale ala fréguence de Nyquist),

sk =s(t- k/ fg),
ensuite chague échantillon est quantifié,

sk ® ¢ =q(sk).
et finalement codé comme une séquence de symboles choisis dans un aphabet fini (binare, par
exemple) :

¢j ® 0100...1.

Lesignal original est ains transformé dans une série de symboles (binaires dans le cas de |'exemple).

Ce sont ces symboles qui modulent une porteuse (en phase, en amplitude ou en fréquence) pour
générer le signa transmis dans le canal de communication. Ainsi, dans le cas ou le systéme de
modulation n'a pas de mémoire (absence d'interférence inter-symbolique), le signal m(t) émis pendant
I'intervalle de temps correspondant a un symbole est complétement déterminé par le symbole transmis.
Par exemple, pour les systémes de modulation d'amplitude et avec des symboles binaires

O0a m(t) =- Acos(wqt),tT Tp

la m(t) = Acos(wqt),tT Tp

Le signal recu ala sortie du canal de communication est, en général, une version bruité et déformée de
m(t):

y(t) =H[m(t)]+b(t)
ol H[ A est I opérateur de transmission du canal, en général, connu.
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Le systéme de réception doit, en chague intervalle Ty, faire correspondre au signal regu, soit un
symbole 1, soit un symbole 0. Il doit donc résoudre le probléme de décision suivant. Etant donné y(t),
décider laguelle des deux hypothéses suivantes est vraie:

Ho: y(t) =H[- Acos(wqt)]+b(t),tT Tp

Hi: y(t) =H[ Acos(wqt)]+b(t),tT Ty
En référence ala Figure 3.1, on doit, pour cet exemple, effectuer les correspondances suivantes:
> Source: systéme de codage, qui génére des symboles O ou 1;
» mécanisme de transition: le canal, qui déforme le signal m(t) et gjoute du bruit au message;

» mécanisme de décision: Application qui fait correspondre a chaque signal observé un des deux
symboles:

{y®Iy®) =H[z Acostw,t)] +b(t),t 1 T,} @ {03}

3-2 détection de cibles en radar

Les systémes de radar utilisent une antenne pour détecter des cibles dans I'espace (en généra 3D)
autour de I'antenne. Pour chague cible, on désire savoir sa position, sa direction et sa vitesse. On
considére ici le cas simple ol on ne détermine pas la vitesse de la cible. L'antenne du radar peut étre
dirigée de fagon & émettre, a chague instant, une impulsion s(t) seulement dans un céne angulaire
étroit autour de la direction g . Sil existe une cible dans cette direction, le signal émis est réfléchi et
recu avec un temps de retard qui est proportionnel aladistance d entre I'antenne et la cible:

r(t)y=as(t- t(d))+b(t)

t(d)=24

c

ol a dépend de l'attitude de la cible, des ses propriétés de réflexion, de la distance, etc., et ¢ est la
vitesse de propagation des ondes électromagnétiques. Pour détecter la cible, le systéme doit donc
résoudre un probléme de décision entre les deux hypotheses suivantes:

Ho: r(t) =b(t),

Hq:r(t)=as(t-t)+b(t)
ou la premiere hypothése correspond a I'absence de cible dans la direction ¢, et la deuxiéme a la
présence d'une cible a une distance qui est déterminée par t .
Nota: I'hypothése H1 de ce test binaire dépend des deux paramétres a et t qui ne sont pas connus.
Ce type de problémes de décision, bien plus difficile a résoudre, en général, que les problémes de
décision simple (comme le cas de I'exemple précédant), est connu sous le nom de tests d'hypothéses
COMpPOSEES.

3-3 reconnaissance de mots
La reconnaissance de mots parmi un dictionnaire est encore un probléme de décision: étant donné un
segment d'un signal de parole, qu'on admet correspondre a un mot unique, on doit décider de quel mot
il sagit. Ce probleme trés complexe peut étre formalisé comme un probléme de décision, avec autant
d'hypothéses que de mots. Dans ce cas encore, chague hypothése (mot) est composée, puisque le
signa de parole qui correspond & un mot donné varie avec la personne qui le prononce
(homme/femme, région, age, ...).

Dans tous les exemples présentés, le systéme de décision est défini par une application de
I'espace des observations dans I'ensemble des hypothéses possibles. On désigne cette
application par régle de décision. Elle détermine, dans I'espace des observations, une partition
en sous-ensembles digoints, chaque sous-ensemble correspondant aux observations qui sont
associées aune méme hypothese.

Régle de décision U partition de |'espace d'observations en régions R associees aux
différentes hypothéses :R; « H;

Comme on doit associer une hypothése achague observation possible,
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URi =S.
i

Et, comme les hypothéses sont alternatives, c'est-adire, I'occurrence simultanée de deux
hypothéses différentes est impossible, les sous-ensembles R; sont digoints:

Ri C Rj :/CE,i 1 j
Laregle de decision est facilement décrite en fonction des régions R :

ou r représente les observations (qui peuvent étre scalaires, vectorielles, ou les échantillons
d'un signal pris dans un intervalle de temps).

3.2 Tests de Bayes.
Dans cette section, on étudie I'approche Bayesienne aux problémes de décision, qui est basée
sur la connaissance, pour chague hypothése H;j, de la probabilité a priori pour que cette
hypothése seréalise,

P = Pr{ hypothese Hi} :
et qui associe, achague comportement possible du systéme de décision, un codt (équivalent a
une pénalisation ou une récompense):
Cjj = colt de décider Hj quandH j est vraie.
La figure suivante illustre la définition de ces quantités pour un test binaire (ou on considéere
gue seulement deux hypothéses sont possibles)

vrai décision
H ‘u H
Co
H 0 o H 0
®.) 00
0
Figure3.2

Dans lafigure précédente, les lignes interrompues représentent les situations d'erreur.

Les tests de Bayes consistent a déterminer les régions de décison R; et Ry de fagon a
minimiser la valeur moyenne du co(t:

C = Cy P{ Hy, Ho} +Cyo P{H,, Ho} + Coy Pe{ Hg, Ho,} + Coy PH{H, HL}

Chague probabilité conjointe qui figure dans cette expression peut étre écrite comme:

Pr{H,. H } =P{HIH} P = Pr{r T RIH,} P, = P gp(rIH)ar
R;
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ou I'on a exprimé la probabilité de decider H;j quand H; est vraie comme la probabilité pour
que les observations appartiennent a la région R, ou on decide H;, étant donné que H;j est
vrae.

Dans le cas de tests binaires, les deux régions de décision sont complémentaires, R = R;, et
on peut donc écrire

Q p(r)dr =1- Q p(r)dr, jtii,j=01,

Avec ce résultat, on peut exprimer le colt de Bayes C en fonction d'une seule région:
C = CllPl + ClOI:)O

+Q [P(Cou - C)P(TIHY) - Ry(Cyo - Co) P(TIH [T

Les deux premiers termes dans cette expression de dépendent pas des régions de décision, et
constituent une pénalisation fixe. Pour minimiser C, il faut donc minimiser I'intégrale. Pour
cela, on doit attribuer aR ( tous les points de I'espace des observations pour lesquels I'intégrant
est négatif, ce qui est équivalent alarégle de décision suivante:

Hy

p(riH1) > Ry (Cio - Coo)
p(riHg) < Pi(Co1- C11)
Ho

:gl

ou on a défini le seuil g:
- Po(Ci0- Coo)
P1(Co1- C11)

On voit donc que le test de Bayes conduit & comparer le rapport entre les densités de
probabilités conditionnelles a un seuil (g). On appelle le rapport des densités conditionnelles

dans |'éguation précédente le rapport de vraisemblance

Notons que les tests de probabilité d'erreur moyenne minimale sont un cas particulier des
tests de Bayes. Pour les obtenir, il suffit de prendre les valeurs de colt suivantes:

Coo=C11=0
Ci0=Cp1 =1
pour lesguels e test optimal est
H
1
p(r[Hy) > R
p(riHg) < R
Ho

Rapport de Vraisemblance.
Lerapport de vraisemblance (entre les densités de probabilité conditionnelles correspondant
achaque hypothéese), qui détermine les tests de Bayes, joue un role trés important dans tous les
problémes de décision statistique et sera représenté par L (r):

L(r) = P(riHy) |
p(r|Hp)
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En fait, s on considére que les densités conditionnelles résument notre connaissance sur
chacune des hypothéses, ce rapport compare directement la vraisemblance des observations
sous chacune des hypotheses.

Puisque I'application d'une fonction monotone n'affecte pas la vaidité d'une inégdité, le test de
Bayes est équivalent au test suivant:
Hy

>
InL (r) - Ing=nh,

Ho
ou on adéfini le nouveau seuil h:
h=Ing.
Le logarithme du rapport de vraisemblance est, comme on le verra par la suite,
particulierement smple s les densités conditionnelles appartiennent aune famille exponentielle
(dont les densités gaussiennes sont un cas particulier). On appelle InL(r) le rapport de
vraisemblance logarithmique.

Exemple 3-4.
Soit k une variable aléatoire de Poisson de paramétre | :

On observe N échantillons indépendants de k, et on veut décider entre les hypothéses
Hq: [ =11
Ho: I =1p

La densité de probabilité des N observations pour une valeur de |  générique est:

e-N
P(Ky,....ky il ) = |
P

Le rapport de vraisemblance pour ce test est donc

L(K,,....k,) =€ "0+"o §—19° ‘

B

3.3 Statistique suffisante.

On appelle statistique une application de |'espace des observations dans un autre espace, en
général de dimension plus petite que celle de I'espace des observations. Pour des problémes ou
les observations prennent valeurs dans un espace de dimension devée (ou méme infinie,
comme c'est le cas du probléme de communications binaires), il est souvent pratique de
formuler le probleme de décision en considérant une statistique qui est obtenue a partir des
observations, au lieu de les traiter directement.

La notion de statistique suffisante établit les conditions dans lesgquelles ont peut faire cette
compression de données sans perte dinformation. Par définition, m(r) est une statistique

suffisante si on peut factoriser les densités conditionnelles pour chagque hypothése de la fagcon
suivante:

p(riH;) = fj (m(r))g(r)
ou lafonction g(r) dépend des observations mais pas de I'hypothése i. Dans ce cas, |e rapport
de vraisemblance dépend des observations r uniquement atravers la statistique suffisante:
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p(riHy) _ fa(m(r))
p(r[Hg)  fo(m(r))

L(r)=

Exemple 3-5.
Considérons le probléme de décision binaire suivant. On effectue N observations indépendantes,

2

ri,ro L ,ry, dunevariable aléatoire gaussienne de covariance s “. On sait que la valeur moyenne de

lavariable, IT, peut prendre seulement deux valeurs avec égale probabilité :

Hp: m=0

Hi:m=a
ou a est une constante connue. On désire déterminer laquelle des deux valeurs de IM correspond auix
observations effectuées.

Pour résoudre ce probléme on doit d'abord déterminer la fonction de densité des observations sous
chaque hypothése. L 'indépendance des observations permet d'écrire;

N
p(rlHo) = p(l’l,l'z,-~-,l’N|H0) = O p(rilHO)

8 1

I
_)_»,—)
N
N -
= A
j —
N
-

Et de laméme fagon, pour |'autre hypothése,

__ 1 o 20
p(riH,) = N Nex,l Zsza(r m)%
(2p)"s '
Le rapport de vraisemblance est |e quotient de ces deux densités:
J J LUl
— 2 2 27
L) =expi- o zed (i-m°-ar %
| €i=1 i=1
1o1é o, b W
= expi - s 2 aNm” - 2mg ri%
| e i=1
1 N
On vérifie donc que la moyenne des observations N ar , est une statistique suffisante pour ce
i=1
probléme:
I N0 INm1§& @

|
L(r) =expi- . EXPi ~afr
(r) i 252} Pig? alg

Ceci veut dire que le test optimal peut étre construit directement a partir de I'analyse de la moyenne, et
que, dong, il n'est pas nécessaire de mémoriser toutes les valeurs observées.

Exercice 3-1:
Vérifier que lasomme

o N
A =1 Kn

deI’exemple 3-4 sur letest sur le paramétre de la variable de Poisson est une statistique suffisante.

3.4 Tests de Neyman-Pear son.

Pour construire le test de Bayes, c'est-adire, le colt moyen d'une décision, il faut connaitre les
probabilités a priori, B, qui déterminent la valeur du seuil auquel le rapport de vraisemblance
est comparé. Pour beaucoup d'applications, ces valeurs ne sont pas connues, et on ne peut pas,
en conséquence, appliquer |'approche Bayesienne, ou encore, méme s eles sont connues, le
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critére gjusté au probléme n'est pas obtenu par des considérations de ce qui se passe pour tout
I'ensemble de situations possibles. Les tests de Neyman-Pearson constituent, dans ces cas, une
approche alternative.

Au lieu de considérer |’ occurrence de chague hypothése comme un phénomeéne aéatoire, et
d'optimiser la performance moyenne, les tests de Neayman-Pearson agissent directement sur
les mesures de performance suivantes.

P, = Pr{décider H,|H,}

P. = Pr{décider H,[H,}

P, = Pr{décider Hy[H,}
iestappeléeIaprobabilitédedétection, P- laprobabilité de fausse alarme, et Py, est la

probabilité de non-détection ("miss'). Cette terminologie est dérivée des systemes radar, ou
I'nypothese H; est normalement associée a la présence d'une cible, et I'nypothese Hy a
I'absence de cible.

On veut, usuellement, avoir une valeur de Py le plus grande possible, et, en méme temps, une

valeur de Pg la plus petite poss ble._Cependant, ces deux contraintes ne sont pas
indépendantes, et sont méme contradictoires. pour augmenter Pp on doit augmenter Ry, et
pour minimiser P= on doit diminuer R;. Les tests de Neyman-Pearson correspondent a

maximiser la probabilité de détection, avec une contrainte fixe sur la probabilité de fausse
alarme:

I[max P, souslacontrainteP= =a'f a|

La solution est obtenue atravers |'utilisation des multiplicateurs de Lagrange, et est encore une
fois, donnée par le rapport de vraisemblance:

Hq
L >|
(r) -

Ho

ou maintenant le seuil | est déterminé de fagon a vérifier la contrainte:
¥

P. = Op(L|H,)dL =a .
|

Pour arriver acette solution on minimise lafonction F, qui est obtenue en gjoutant a lafonction
aminimiser (la probabilité de non-détection), le multiplicateur de Lagrange fois la contrainte (s
la contrainte est vérifiée, on auraminimisé lafonction originelle):

F =P, +1[P-a]
= Q) p(rIH,)ar +1 8 plriHo)ar - ad
=1 (1- a’)+Q (p(rIH) - 1 p(rIH,)) o

Il résulte immédiatement de cette expression que la régle de décision optimale est encore la
comparaison du rapport de vraisemblance avec un seuil (1 ), qui doit étre déterminé de facon a
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satisfaire la contrainte. Ceci est obtenu en définissant R, comme I'ensemble des points r ou la
fonction intégrée est négative.

Exercice 3-2:
Dans un probléme de décision binaire, une des deux hypothéses suivantes est vraie:
Hi:r=s+n
Hor=n
ou les variables aléatoires s et n sont indépendantes,
9 ilae®, s30 ) ibe™, n30
S) =1 n)=i
P 70, s<o P 70, n<o

1. Montrer que le rapport de vraisemblance est proportionnel al'observation:

L(r)=kr.
2. Déterminer le seuil pour le test de Bayes optimal, en fonction des co(ts et des probabilités a priori.
3. Déterminer le seuil du test de Neyman-Pearson en fonction de la probabilité de fausse alarme.

3.5 Tests Minimax.

Les tests minimax sont une autre facon de résoudre des problemes de décision quand on ne
connait pas les probabilités a priori, et correspondent a choisir le test qui a la meilleure
performance dans le cas |e plus défavorable.

Pour dériver ce test, on commencera par analyser I'influence du choix du seuil sur le risque de
Bayes. Admettons aors qu'une certaine valeur du seuil de décision est fixée, soit h. Une fois
gue le seuil et fixé, la performance du test, obtenu en comparant le rapport de vraisemblance
avec lui, est déterminée:

P (h,) = Pr{ L.(r) > h,|H,}

P (he) = Pr{L (r) <hg|H.} = (1- P,(h,))

Le codt de Bayes est donc
C(hg) =C11P Py (hg) + Co1 PPy (hg) + CooPo (1- Pr (hg)) + CioPoPr (o).

Si on utilise dans cette équation les relations
Py (hy) + By (hy) =1,
et
Pp+P =1
on obtient une expression qui dépend uniquement de P;:
C(hg) = Coo(1- Pr(hg)) +CyoPr (ho) +

P[(Cy1- Coo) +(Cop - C11) Pm (ho) - (Cio- Coo) Pr (ho)]

De cette équation, on peut conclure que le colt de Bayes associé ace test -- pour cette valeur
fixe du seuil -- est une fonction linéaire de P,.

Cetest est letest optimal s larelation suivante est vérifiée:
_Po(C10- Coo) _ (1- P1)(C10- Co0)
P (Co1- C11) P (Co1- C11)

ce qui est vral pour

PO = 1 .
ho(Co1- C11)/(C10- Cop) +1
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Pour toutes les autres valeurs de P * Plo, le test optimal (qui correspond aun seuil différent)
aura un codt inférieur. La figure suivante montre la variation du colt du test optimal, et du
colt pour un seuil déterminé, en fonction de lavaleur de la probabilité a priori :

C

P
1

Figure 3.3: Risgue de Bayes pour le test fixe et pour le test optimal.

On déduit donc que le colt pour un seuil fixe est tangent a la courbe qui décrit le colt du test
optimal pour chague valeur possible de P,.

Les tests minimax correspondent a choisir le test optimal pour la situation ou le colt est
maximale, ce qui est obtenu en prenant le test qui a un codt constant pour toutes les valeurs
possibles de la probabilité a priori. Pour obtenir ce test, on doit donc choisir un seuil qui
conduit ades valeurs deP), , P= telsque

|C11- Coo +(Cpz - C11)Py - (Cip- Coo) PE =0

Pour des colts de Bayes qui sont différents de zéro seulement pour les situations d'erreur, le
test minimax est défini par
Pm _ 10
Pe Co1r

Exemple 3-6.
On sait qu'une piece est soit standard (PF), soit a deux cotés face (FF). On doit décider sur le type de la
piéce avec un seul tirage. Le colt d'une décision fausse est 1 et celui d'une décision correcte est 0. La
décision est prise selon larégle suivante:

» S on observe P on décide (PF)

» S on observe F on prend une décision aléatoirement: (PF) avec probabilité r , et (FF) avec

une probabilité (1- r).
1

Montrer que le colt maximal est minimisé pour r = 3

Lavaeur moyenne du colt de Bayes est, dans ce cas
1
C=r PFF +(1-r)@a- PFF)E
ou on a admis que la piéece standard est équilibrée (égale probabilité pour face et pile). Cette expression
est linéaireen P . Le maximum vadonc se trouver sur un deslimites, P.- =0 ou P =1, selon

le signe du coefficient qui multiple P-- et le coltt est constant si ce coefficient est nul.
Lavaleur maximale du colt est obtenue pour

Pep =1sr >%,etdanscecascmax =r >%
1-r

P,:,:=Osir<%)’,etdanscecasCmax = >

Wk Wl

2
indépendante de Peg S r =%, est danscecas C =
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Cet exemple confirme I’ analyse que nous avons fait précédemment, c'est a dire, que le test minimax
(qui minimise le pire cas) est obtenu quand le risque devient indépendant de la valeur de la probabilité
apriori.

3.6 Receiver Operating Characteristic (ROC)
La performance des tests d'hypothéses est jugée atravers la paire (probabilité de détection,
probabilité de fausse alarme), ou, dans le cas des tests Bayesiens, par le colt de Bayes qui est
auss une fonctionde (Pp,Pg).
On introduit ici quelque nomenclature usuelle en statistique.
On appelletaille d'un test binaire ala probabilité avec laguelle on choisit I'nypothese H; quand
I'nypothése Hy est vraie:

a = Pr{décider H, | H, est vraie} = Pr[L (r) >h |H,| = P,,,
cest-adire, lataille d'un test est la probabilité de fausse alarme, Pe5. On appelle encore da la
probabilité d'erreurs du type 1.

La puissance d'un test est la probabilité de décider correctement I'hypothese Hq, C'est-adire, la
probabilité de détection, Pp:

b = Pr{décider H,|H, est vraie} = Pr[L () >h|H,]
La probabilité d'erreurs du type 2 est 1a probabilité d'une hypothése erronée quand H; est vraie,
et est égale al moins la puissance du test.

On désire, naturellement, avoir un test de petite taille et le plus puissant possible. Comme on
I'a étudié, le test plus puissant d'une taille donnée est un test de vraisemblance : le test de
Neyman-Pearson.

Un test est dit non-biaisé s sa puissance est plus grande que sa taille. Cela veut dire qu'en
moyenne on décide plus probablement H; quand H; est vraie que quand c'est hypothése Hy
est vraie.

On appelle ROC (Receiver Operating Characteristic) d'un test la courbe de I'évolution de la
puissance du test (probabilité de détection) en fonction de sa taille (probabilité de fausse
alarme). En effet, ces deux probabilités sont conjointement déterminées par le choix du seuil,

g.

Ces courbes possedent plusieurs propriéteés:
1. Lacourbe Py (Pe) est convexe
PD (aPF1 + (1' a)PFZ) ‘a PD(PFl) + (1' a)PD(PFZ) .
2. Tous les tests de vraisemblance ont un ROC qui sont au-dessus de laligne Py = P (cela
veut dire quiils son non-biaisés).
3. La pente de la courbe en un point particulier est égale a la valeur du seuil auquel on doit
comparer le rapport de vraisemblance pour obtenir les probabilités de détection et de

fausse alarme qui lui correspondent.
Dem.

F
P, = QP(LH,)dL

¥
P- = QP(LIH,)dL



Si on dérive les deux équations et que I'on prend leur quotient:

d d d dPD/
P P P dh
=D = p(LIHy), = =- p(L|Hg) P —2 =

dh dh dPe - p(L|Ho)

Mais,

P,(h) = Q) P(rIH,)dr = QL (1) p(r[Ho)dr

ol Ry est larégion de décision pour I'hypothése 1, c.ad., ot L (r)>h. Alors, par un changement de
variable, on peut écrire la derniére intégrale directement comme une moyenne qui utilise la densité de
probabilité du rapport de vraisemblance:

. K drP,
Po(h)=Q L) p(rlHy)dr = QL plLIHy)dL P =-hp(L|H,)

dh
Si on utilise ce résultat dans I'expression de dP%PF , il résulte facilement
L
dP-

De cette démonstration, on peut déduire que la courbe du ROC est non-décroissante, car N est toujours
positif.

4. Letest minimax est déterminé par I'intersection de laligne
Ci1- Coo +(Co1- C11)(1- Pp)- (Cio- Coo) P =0
et le ROC.

3.7 Testssimples et composes

Les tests binaires éudiés sont des tests smples. Ce nom dérive du fait que sous chague
hypothese la densité de probabilité des observations est complétement connue, ce qui permet
d'écrire le rapport de vraisemblance.

Cependant, dans de nombreuses situations, la densité de probabilité sous chaque hypothese
dépend de paramétres qui ne sont pas connus, c'est-adire, il existe plusieurs densités de
probabilité qui sont des candidates possibles pour décrire les observations sous au moins une

des hypotheses.
Exemple 3-7
Hi: r=s+n
Hop: r=n

ol n est une variable aéatoire de densité P, (N) connue et s est une constante déterministe
inconnue. Si on admet connu s, les densités associées a chague hypothése sont dans ce cas:

P (R[H1,8) = ph(R- 9)
Pr (R[Hp) = pn(R)

Cependant, s n'est pas connu, et donc on a un nombre infini de possibles densités de probabilité qui
peuvent décrire les observations sous hypothése H,. On dit alors que Hq est une hypothése composée,

car on peut lui associer plusieurs densités, selon lavaleur des.

Dans ces cas on appelle le paramétre inconnu paramétre de nuisance, ce qui traduit le fait
gu'on est intéressé seulement aprendre une décision et pas aconnaitre la valeur de s.

On peut formaliser généralement ces situations en introduisant un vecteur de paramétres de
nuisance, g, dont dépendent les densités des observations sous chague hypothése:



o

H1: p(RIH1,q)
HO: p(R|Hp,q)
Dans ces situations, les définitions précédentes de taille et puissance sont :
a =sup Pr{ H1|H0,q}
q

b(a) = Pr{H,[H,.q}
c'est-adire, lataille est, par définition, la valeur supérieure de la taille du test pour toutes les
valeurs possibles de q -- ¢’ est-adire le pire cas possible -- et la puissance est une fonction du
vecteur de paramétres inconnus.

Pour les tests composés, on désire déterminer un test qui soit optima (dans le sens de
Neyman-Pearson) pour toutes les valeurs possibles du parametre inconnu, c est-adire que,
parmi tous les tests avec une taille égale ou inférieure aa, soit le plus puissant pour toutes les
valeurs possibles du paramétre inconnu. On appelle a un test avec cette propriété le test
uniformément le plus puissant (UMP).

Si on prend n'importe quel test, sa performance est naturellement limitée par la performance du
test qui est défini pour la vraie valeur du parametre inconnu, c'est-adire, il aura toujours une
performance inférieure ou égale au test optimal pour la vraie valeur du paramétre. La
représentation de la probabilité de détection du test optimal en fonction de la valeur inconnue
du parameétre, pour différentes valeurs de probabilité de fausse alarme, est appelée la fonction
de puissance. Cette courbe établit une limite ala performance de tous les tests.

On dit qu'un test est uniformément le plus puissant s, pour toutes valeurs de q, la
probabilité de détection qui correspond a une probabilité de fausse alarme (talle) fixée est
maximale. La condition nécessaire et suffisante pour |'existence d'un test uniformément le plus
puissant est la suivante: le rapport de vraisemblance et |e seuil doivent pouvoir ére déterminés
sans connaitre g .

Exemple 3-8:
Soit k le nombre d'événements dans une expérience, décrit par une loi de Poisson de paramétre g

Py (k) =€ 2"
On va construire le test uniformément le plus puissant pour tester les hypothéses composées
H1:9>do
Ho:a£4qp’
Le rapport de vraisemblance pour tester I'hypothése composée Hq:q>qq contre I'hypothése simple

Hp:g=0qq est
..k
P(Kla =, <) _ 22,0
P(Ka=q,)  &q,0

Comme le rapport de vraisemblance est monotone en k, on peut écrire le test directement en fonction
de I'observation:

e (01-do) .

Hq
> d1- do

k g=Inh
|_<| In(gy - do)
0

Leseuil g peut étre déterminé de fagon a ce que lataille du test soit a:

a=a e'%ﬁ— Pr[k >g|H(')].

k>g !
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Cette taille donne bien le pire cas possible, car pour q < qq lataille seraplus petite que a (vérifier):

k k

a=ée’q°1—ol= sup qe? .
k>g .

Le test est bien le plus puissant - celui qui a une plus grande probabilité de détection pour une valeur
donnée de gqq - parmi tous les tests avec une taille inférieure ol égalea a .

3. 8 Rapport de Vraisemblance Généralisé.

Le rapport de vraisemblance généralisé est une approche a la résolution de problémes de
décision quand on ne peut pas construire un test uniformément le plus puissant.

Cette procédure consiste aassocier achague hypothese H; une densité unique, parmi toutes
les densités possibles, en prenant celle qui maximise la vraisemblance des données, et a l'utiliser
pour construire un "rapport de vraisemblance réduit":

Hiy
max p(r{Hy,q)

Lg(r)= d g
mgx p(r|Hp.a) <

Ho

Exercice 3-3:
On dispose de N mesures d'une méme quantité inconnue h. On ne sait pas avec lequel de deux instruments, 14

ou | o, lesmesures ont été prises. On sait que le premier instrument n'introduit pas de biais, et a des erreurs de

mesures gaussiennes, de variance s % et que le deuxiéme instrument introduit un biais connu b, et des erreurs

de mesure de variance s% >s§. Déterminer le test de Maximum de Vraisemblance pour identifier

I'instrument utilisé.

3.9 Détection d'un signal dans un bruit: lefiltre adapté
Considérons | e probleme de décision suivant:
Hirng =sc+ng, k=12,...,K
Kz:rk: Ny, k:1,2,...,K

AN

ou
. {nJ}, sont desvariables aléatoiresii.d. N(0,s2)

K s s - .
b { g} -, Sont des valeurs connues qui verifient la condition de normalisation

K.2
as~ =E.
k=1

Ce modéle représente |e probleme de la détection d'un signal connu, d'énergie E, dans du bruit
blanc Gaussien.

On détermine le test qui minimise la probabilité d'erreur, en admettant connues les
probabilités a priori P, et P, - situation usuelle en communications.

Pour écrire le rapport de vraisemblance, on doit d'abord déterminer la densité des observations
sous chague hypothése. L'indépendance des observations implique



K
Pr,.n (R Re[Hp) = kql Pr, (ReH1)

Mais
, 1 'Z:LZ(Rk'SK)Z
H :N ,S = e n
Pr, (ReH1) (s¢,S7H) T,
et donc
1 'zizé(Rk‘SK)z
pr1 ,,,,, rk(Rl""’Rlel):—Ke " k=1
(vps,,)

Pour I'autre hypothése

1
P, .. rk(Rl""’RleO):We

Le rapport de vraisemblance est donc

K

18 >

ZSZa Re
" k=1

K
1 o
-5 & (53 2%R0)

L(Ry,...,R) =e =kl

Letest optimal (qui minimise la probabilité d'erreur) est

L3 (s- 25R0) i
-5 a (k- 2%
e 25%k21 > &
< R
Ho
ou, d'une fagon équivalente,
Hy
oK ! > E SI’? PO *
as —+——2In—=g
k=1 kRk < 2 \/E Pl
Ho
Sk

ol on adéfini le signal normalisé s, = ,ou E= éEzlskz est I’énergie du signal transmis.

JE
On vérifie que le détecteur optimal effectue le produit interne du signal regu avec une réplique
(normalisée) du signal émis. Cette opération peut s interpréter de plusieurs fagons:

1- filtre adapté
Cette interprétation considére le produit interne comme un échantillon pris a la sortie
dun filtre dont la réponse impulsionnelle h,y,, (n) est déterminée par le signal émis:
hadap(n) =SKk-n
C' est-adire,
L(R) = (r * hagap) (K),
ou lasortie du filtre aun instant générique est donnée par



(r* Nadap) (P) =
q=

rqhadap(q - p)=

r SK_ +
K o= q p+q

K

T Weg
° 2o

Oou encore
K
(r* Nagap) (P) = éol’qsq :
q:

La figure suivante illustre le cas dun signad émis triangulaire, et la réponse
impulsionnélle du filtre du détecteur optimal correspondant.

|
K
Figure 3.4: Signa et réponse impulsionnelle du filtre.

hadap

Figure 3.5: Détecteur optimal (configuration filtre adapté).

2- Corréateur

Ce méme détecteur peut étre interprété comme la sortie d'un bloc qui effectue la
corréation du signal regu avec une réplique du signal émis, voir lafigure suivante.

() dt

Figure 3.6: Récepteur corrélateur.

Calcul dela probabilité d’erreur

On détermine par la suite la probabilité d'erreur du détecteur optimal. Pour ce calcul, on va
admettre que les deux hypothéses sont également probables, et donc que le test optimal est
simplement



>
L(r): a Sk E
k=1 <
Ho
Pour calculer la probabilité d'erreur,
P, =P, PreL(R) > \/_|H0u+ P, PreL(R) <£IHlu,
a é a

on doit déterminer la densité de probabilité de L (R) sous chague hypothése. Puisque L(R) est
une combinaison linéaire de v.a. Gaussiennes, il est auss une v.a. Gaussienne. Il reste donc a
calculer sa moyenne et sa variance.

Hypothése HO.
Pour lamoyenne,

~

E[L(R)IH,] = Eea SRIHou= A s.E[R.IH,| = 0.

k=1

c

Lav.qg.m. est donnée par

E[L(R?H,] = Eea SR& %&lHOQ

et donc la variance est

QJ°x

K
SSE[RRIM] =8 85570, =5

=
1

1

Var[L(R)[Ho]=s2.
Hypothése H1
Pour I'autre hypothese on obtient, d'une fagon similaire,
s . u & .
E[L(RIH.] = B sRiMig=a SE[RIH,| =+E.
k=1 k=1

et
Var[L(R)[H,] =
La probahilité d erreur est donc (en utilisant la symétrie du probléme)

¥ 5
1 o2
P, = A L(R)|H,)dL(R) = A e ®idL
JEC/)Z p(L(R)] 0) (R) @Sn QE/Z

En utilisant la définition de lafonction d'erreur complémentaire,

1% e
el’fC(X):TpCﬁ'u du,

I'expression précédente peut étre écrite simplement comme,
aa/_ E /20
V2 25, 0

P_




EXERCICES

1. Lesdensités qui décrivent les observations dans un probléme de décision binaire sont:
1
H, :p. (R) = S exp(- IR)

H, :p, (R) =~ exp(- R2/2)

J2p
a) Caculer le rapport de vraisemblance.
b) Le test est
Hy
L(R g h
(R) _
Ho

Déterminer les régions de décision pour plusieursvaleursde h.

2. Considérer le probléme de test d'’hypothéses suivant. Etant données K observations
indépendantes

Hy:r, est Gaussien, moyenne O et variance s 2, i =1,...,K
Ho:r; est Gaussien, moyenne O et variances 3, i=1,...,K
ouSsSy<Sj.
a) Déterminer le rapport de vraisemblance.
b) Supposons que le seuil est h:
Hy

>
L(R) _ h.

Ho
K
Montrer que m(r) = & Rizest une statistique suffisante. Déterminer le seuil g pour le test
i=1

Hq
>
m(r) .9

Ho
enfonctionde g,s,S .
c) Déterminer une expression pour les probabilités d'erreur.
d) Tracer le ROC pour K=1,s2 =2,s3 =1
€) Quelle est lavaleur du seuil pour le critereminimaxs Cy, =Cr et Cyy =Cy; =0?

3. Définir le détecteur optimal (probabilité d'erreur minimale) pour un systeme de transmission
ternaire, qui transmet avec une probabilité égale les symboles (-1,0,1), avec la codification
suivante:

-I'm =-5s5,k=1..K
Om,= 0, k=1,...,K
Im = s, k=1..K



Le signal regu est la superposition du signa transmis avec du bruit blanc Gaussien, de moyenne
nulle et covariance s ﬁ Calculer la probabilité d'erreur du détecteur optimal. Vérifier que pour
des symboles également probables, et avec le critére de probabilité d'erreur minimale, le
détecteur optimal est |e détecteur de Maximum de Vraisemblance.

4. Considérer un systeme de communication optique:

N(t) détecteur M(t)
P

P ;)

Un laser transmet pendant I'intervalle [0,t[ un nombre N(t) de photons qui suit une loi de
Poisson de paramétre qui dépend du symbole binaire transmit: | =1 5 pour un symbole O, et
| =1, pour un symbole 1. Chague photon est détecté avec une probabilité p. A partir de
I'observation du nombre de photons détectés, M(t), on doit décider quel symbole a éé
transmis.

a) Déterminer laloi de probabilité de M(t).

b) Déterminer le rapport de vraisemblance pour ce probléme.

c) Tracer le ROC pour | g =1 et | ; =2, et pour une valeur de t choisie de fagon que la
probabilité de détection soit 0.5 pour une probabilité de fausse alarme égale a0.01.

5. Considérer le probléme de détection d'un signa connu dans du bruit blanc, pour lequel on a
vérifié que le détecteur de probabilité d'erreur minimale est le filtre adapté, mais ou on admet
maintenant que le signal est recu avec un facteur multiplicatif inconnu:

Hiirg =ms  +n, k=1,...,K,m>0

Ho:rk: Ny, k:].,...,K
a) Déterminer le rapport de vraisemblance pour ce probléme.
b) Vérifier qu'un test uniformément le plus puissant existe. Spécifier le test.



