CORRIGE DE L'EPREUVE FINALE ALGEBREZ2 - 2016-2017
Solent € et F odeux sous espaces vectoriels de  IR*,
&pts RUESTIONZL: E={(x—2y, x — 2y, 0, x —y — 7z — 1)
tel que x, Y, z et t sontdes réels}. Montrez que Lensemble {(1, 1, 0, 1),
(-2, -2,0,-1), (0, 0, 0, 1)} est une fawnille Lide dans €.
Estimez La dimension de € puls donnez une base de €.
(L faut tout d'abord remarquer que les vecteurs (1, 1, 0, 1), (-2, -2, 0, 1),
(0, 0, 0, 1) sont des éléments de €. Bn effet on vérifie facilement que
pour: x=1 et y=z=t=oona (1,1, 0, 1) dans €,
pour: x=0,Yy=1 et z=t=0 ona (-2 -2, 0, -1) dans €,
pour: x=y=z=0¢et t=1 ona (0,0, 0, -1) dans B.——------- 1pt

La famille {(1, 1, 0, 1), (-2, -2, 0, -1), (0, 0, 0, -1)} est Lide ssi il existe

a, b et ¢ dans IR, non tous nuls, tel gue :

a(t,1,0,1) +0b(-2,-2,0,-1) +c(0,0,0,-1) = (0, 0,0, 0),-—------- 1pt

Ewn effet ; de Végalité précédenteona: a =20 et a=b+c, dok ¢ =b.
Soit: 2b(1,1,0,1) + b(-2, 2,0, -1) +b(o,0,0,-1) = (0,0, 0, 0).

Cette égalité est vérifibe quelle que soit La valewr de b, Done pour b=1 :
2(1/ 1,0, 1) + (’2/ -2, 0, ’1) + (0, 0, 0, —1) = (0, 0, 0, o) JREE—— 1 'Pt

Comwmme cette famille Lide contient trols vecteurs, alors la dimension de €
est estimée a une valeur supérieure ou égale a2, v que deux vecteurs
d'entre eux sont now colinéaires, -----------—---—- 1pt

Dans ce cas, cholsissons deux vecteurs parml Les trols de Lo famille Lide,
sott par exemple (1,1, 0, 1) et (0, 0, 0, 1), Ow remargue bien que ces oleux
vecteurs ne sont pas colinéaires, done ils forment une famille Libre,-—1pt
La combinaison Linéaire oe ces deux vecteurs génre tous les vecteurs de €.
Eneffet: (lexiste a et b dewx réels tel que :

a(1,1,0,1) + blo, 0,0, 1) = ()<~:25, X-2Y, O, x-g-z-t). Soit :

a=x-2y et a-b= x-y-z-t, dok: a=x-2y et b=-y +z+t-—-1pt

own conclut que La famille {(1, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1)} est Libre et génératrice,
downe c'est une base de €,



2pts @UESTION2: F = {(x, y, 2, t) de IR* tel que x+y z+t = 0}
DEeterminez Le sous espace vectoriel ENF.

Sott u= (a, b, ¢, d) un vecteur qul appartient a la {ois AEeRF Ona
done: a=2x-Yy, b=2x-Yy, ¢=0 et d=x-y-z-t avec a+b-c+d=o,

Do a=b etpuisque c=0 alors de a+b-c+d=0 own déduit que d=-2a,
Sott done u=(a, b, ¢, d)=(a, a, 0, -2a) ,—1pt Own conclut que :

eENF = {a(, 1, 0, -2) avec a réel }. Cest la drotte vectorielle engendrée
par le vectewr (1, 1, 0, -2),—--—-—-1pt

1pt RQUESTION 2 : € et F sont-ils supplémentaires ? justifiez,

ENF ne se réoult pas aw vecteur (0, 0, 0, 0). C'est une des deux conditions
Vérifiées par dewx espaces supplémentaires qui west pas remplie, donc €
et ¥ ne sont pas supplémentaires,------- 1pt

Sotent f et g deux applications linéaires de IR* dans IR*,

Spts RUESTION 4 : f(x, Yz t)= (x, Y xtytt t), calculez
fle1), f(e2), f(e3) et f(e4) ol e1, €2, e3 et e4 sont les vecteurs ole La base
canonigue e IR*, Déduire une base de m (). Donnez Le rang de 1.

fler)=f@,0,0,0)=(, 0,1, 0)-———- 0.5pt
f(ex)=f(o,1,0,0)=(0, 1,1, 0)-—---—- 0.5pt
f(ez)=f(0, 0,1, 0)= (0, 0, 0, O) -~ 0,5pt
fle4)=f(o,0,0,1)= (0,0,1, 1) - 0,5pt

Mowntrons gque { (1, 0,1, 0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) } est une base de v (f).
{@®x010),(,11,0), (0,0,1,1) } est une famitle Libre. EBn effet :
Solent a, b, ¢ des réels tel que

a(x,0,1,0)+b(o,1,1,0)+c(0,0,1,1) = (0, 0,0, 0).

Own trouve factlement que a=b=c=0-----------m-m-m-mmm- 1pt

{(#,0,14,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) } est une famille génératrice, En effet
pour (x, Y, x+y+t, t) dans m(f), il existe a, b et ¢ des véels tel que
a(1,0,1,0)+b(0,1,1,0)+c(0,0,1,1) = (x, Yy, x+y+t, t).

Dow: a=x, b=y et atbte=x+y+t, solt c=t----moemee- 1pt

ow déduit que  rang ()= dim m (f) =3,----1pt



epts RUESTIONS5: g(x Y, 2z, t)= (x-2Y, x-2Y, O, x-Yy-z-t)
Déterminez Lespace N=1{(x, Y, z, t) ds IR*/9(x, y, z, t)=0}. En
déduire La dimension de m(g). A-t-on N @ tm(g) =IR*? justifiez.

U'espace N = {(x, Y Z t) ds IR4/9 (x, Y z t)=0} west autre que le

noyau de g (c. &. d. Ker(g)).

9 (X Y Z, t)=0 ssi ()(-25, X2y, O, )<-5~z—’c)=(0, 0, 0, 0),~~—-—- 1pt

solt X-2Y=0 et x-Y-z-t=0. Donc on a x=2Y et z=Y-t (ou t=5-z),

Do: (X Yz t)= Ry yytt) bu xyzd=RyY yz 5—2)),

Prenons le premier choix (on peut prendre Le deuxidume),

Done N={y(1,1,0)+t(0,0, -1,1) avee Y t dans IR}.—---1pt

N est done Lespace engendré par (2,1,1,0) et (0,0, -1, 1).

own remarque aisément que (2, 1, 1, 0) et (0, 0, -1, 1) ne sont pas

colinéaives done la famille { (2, 1, 1, 0), (0, 0, -1, 1) } et libre. Elle est

ausst génératrice, c'est done une base de N,--------—--—- 1pt

Dok dimN=2.
D/apres Le théortme du rang, oim m(g) + dimN = dim IR*=4, soit
dim i (g) =4-2=2, ——----mmmmmmmmes 1pt

L'espace € oe La premire question nest autre que lm(g), done une base de
m(g) est lm méme que celle de €, soit: {(1,1,0,1), (0, 0,0, 1)},

Prenons un vecteur w qul appartient & la fols & N et & v (9). on a :
U=a(2,1,1,0)+b(0,0,-1,1) = ¢(x,1,0,1) +d(0,0,0,-1) avec a, b, ¢
et o des réels, Do:  2a=c¢, a=c¢, a-b=0 e b=c-d. Soit
a=b=c=d=0. Donc u = (0,0, 0,0), soit NNm(g)= {(0, 0, 0, 0)},—1pt
Cecl d'une part,

D'autre part, la somme d'un vecteur de N et d'un vecteur de tm(g) est
strement un vectewr de TR*, et inversement, on wontre (prewve ci-
dessous), que st la famille oe vecteurs de la base de N et de ceux oe La
base de m(g) est une base de IR*, done elle engendre IR*, alors tout
veetewr oe IR* peut s'éerive sous La forme olun veckeur de N + i (g).



Sott N + m(g)= IR*. ol la somme divecte : N ® m(g) = IR4.-—»1Pt

Prewve .

o fawille {(2, 1, 1, 0), (0, 0, -1, 1), (1,1, 0, 1), (0, 0, 0, 1)} est libre, En
effec: soienta, b, ¢, d des réels tels que :
a(2,1,1,0)+b(o,0,-1,1)+c(1,1,0,1) +d(0,0,0,-1)=(0, 0, 0, 0).

cecl nous donme (Voir plus haut) : a=b=c=d=0.

Le cardinal de cette famille Libre vaut 4 = dim IR*, donc elle engendre
IR* ¢t par suite c’est une base de IR*,

Autre méthode concernant cette dernilre gquestion sur la somme divecte :
on peut caleuler le déterminant formé par les vecteurs colonnes de la
fawille {(2, 1, 1, 0), (0, 0, -1, 1), (1, 1, 0, 1), (0, 0, O, -1)}. Ow le trouve
non nul et done c'est bien une base de IR*. poi N @ e (g) = IR*,

FIN




