stsm-usthb.blogspot.com

Mouvement relatif 124 Al 4 jal)
Corrigés des exercices de 4.28 a 4.35 435 3 4.28 e opladl)

Exercice 4.28 :
Soitv, la vitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, v la vitesse de la pluie par

rapport au véhicule etv, la vitesse de la voiture par rapport au sol :

Représentons les trois vecteurs puis appliquons la loi des sinus:
La vitesse de précipitation de la pluie par rapport & la voiture au repos est:

1 o
Vo __ Y, _sinl0

=|v, =— v,
sin10° sin90° sin 90°

La vitesse de précipitation de la pluie par rapport a la voiture en mouvement

; v, = 17,4km.h™"

est:
'v’ = ‘Ve =|v, :@ﬂve ;v =117kmh"
sin90°  sin80° sin 80°
Exercice 4.29 :
1/ I’équation horaire de la chute de la balle par ort. au repere fixe est:

2= g +h (1)

La distance parcourue par la voiture avec une vitesse constante au cours de la duréez
est:x'=vt —(2) N

@ure et qui est la méme que la hauteur z

Par élimination du temps entre les équations horaires (1) et(2) on obtient I’équation de la

z'est la hauteur dans le repere mobile li
mesurée dans le repere fixez . A

trajectoire de la balle par rapport au repére mobile :
x' . .
t=—=|z= - '% : la trajectoire est une parabole.
v 2y
2/ La distance parc p véhicule avec un mouvement uniformément varié¢ au cours

e
de la duréet est : %
"= 1 2
A x'= 5 at — (3)
En éliminant ps entre les équations (1) et (3) on obtient la trajectoire de la balle par
9y
®

rapport au r mobile :
2x' . . .
N PE T -y Y Y trajectoire est une droite.
a@ ae

Nous avons représenté sur la figure ci-dessous la trajectoire pour chaque cas.
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Exercice 4.30 :
Nous étudions le mouvement de M dans la bas (ﬁr,ﬁa,ﬁz :f rs unitaires
sont indépendantes du temps. Voir figure.
e

1/ Le vecteur position: |OM =r=F'=ri vitesse relative :

et le vecteur accélération relative :|a. =7¥.u

<
I
N

2/ La vitesse d’entrailnement, c'est-a-dire la v

rapport au plan fixe est OXY : : P4

- _d0o0' . \,
Ve = ” +oOANO'M &Q
d0O'
dt
o =

s deus axes Oxy mobiles par

Z’_ir __’9 ﬁz
=0 (0=0) Ve=®ANO'M = 0 0|=|v.=rbi,

Ok = 9’.% /
ZAZ

A\ Y
4 k=i

® 0

L’accélération d’entrainement, c'est-a-dire 1’accélération des deux axes Oxy mobiles par
rapport au plan fixe OXY est :

2 A0 A AT ad '
g, =400 5 OM 4o i OM G oM
dt dt dt dt
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2 A0 D
a, :d 020 +a)/\(c?)/\O'M ) +—AO'M
dt dt
dDADANO'M =0ii. Arbii, =—rb%i,
u, —i, u " oy pr
D —— | - N =|d, =-r07u, +rou
CZ—?AO'M_ 0 0 6|=rbi, :
r 0 0

3/ L’accélération de Coriolis :
u, —i, u

”

ac =26 Av,=210 0 0|=l|a. =2i0i,
o0 0
4/ La vitesse absolue, c'est-a-dire la vitesse de M par rapport a}yp-la 1xe est :

vV, =V, tv, =V, =ru, +rbi,

L’accélération absolue c'est-a-dire I’accélération de au plan fixe OXY

est:

% Remarque : Si on veut faire les calculs par ﬁo au repere mobile, on utilise la
—— ® & S
base(i ,J ,k) , en remplacantu ety s les résultats des vitesses et

- — s - .
des ’accélérations auxquelles nQu ommes parvenues pari_=i.cos@+ j.sin6

etii, =—i.sin@ + j.cosd . \)

Exercice 4.31 :
1/ Expression du vect

parrapport au repere mobile OX 'Y ':

FEri| |l (1, _
=>|r= Eat +7 |u,

A
,
On dérive cteur position dans la base mobile pour obtenir le vecteur vitesse

relative : A
y v =F=ati,

Expres du vecteur de la vitesse d’entrainement :

e _ 00" -
ve:dOO +oOANO'M
400" t N
e (0=0) |=ve=dA0'M=| 0 0 o
& = wk = w.i. —at’+r, 0 0
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Expression du vecteur de la vitesse absolue :

.- - _ (1 ~
v, =v, tv. |y :at.ur+(—at2+r0 .U,
2

a

2
Son module :|v, = \/(at)z +(l at’ +r0j .’
2

Le sens et la direction du vecteur de la vitesse absolue (voir figure ci-dessous) est

[z )
—at” +r, |0
=Yo=\2 )

% at

r

donnée par :

1ga

2/ Coordonnées et viteses du mobile au temps¢ = 3s :

1,
s r=—at” +r, ,
2

6 =1,884rad =108°

0=ot,

x=r.cos@, |x=-0,031m| ; y=r.sinf ,
1

v, =at, |v, =0,06m.s™'

relative :

[u—

— - 2 2 —
=la,=—| —at tr, |o U,

\9)
N
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3/ Accélération de Coriolis : ac =20 A vr =210 0

Expression littérale de I’accélération absolue :

I 1 Q/
a,=a,ta ta, —|a, = {a—(zat +7 @

a

Module de I’accélération absolue :|a, =

Exercice 4.32 :
1/ Coordonnées }.\: M M : apartir de la figure (a) ci-dessous on voit que:

OM =04+ AM
urs de la duréet, le point M balaie ’angle —wr, et sa position est

Donc : x=O_A'+x;M.
OA"=vt = Rot
x,, = R.cos@

cosd = cos(—%—aﬂj =|Xx= R(a).t —.sina).t)

T .
COS(—E— a)t] = —smaw.t

L’ordonnée : de la figure (a) on voitque: y =R +y,,
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y=R+Rsinf

=y :R(l—.cosa)t)

. T
sm(—z — a).t] =—cosa.t

La trajectoire est la courbe décrite par I’extrémité du vecteur position OM au cours du
temps. Il est défini par les équations paramétriques :

X = R(a)t — sina)t)
oM y= R(l—cosa)t)
z=0
La représentation graphique de ces équations paramétriques nous conduit a un

(6 R9° F2).
2/ La vitesse absolue du point M est :

X=v, —Ra) l—cosa)t E
. _dOM
v, = =V, V=V, —Ra)smwt g
dt
J

z=v, =0

= Ra)(l —COoS a)t) i

¢ dt
Le module du vecteur vitesse absolue est :

=X +30+2 5y, —\/RC) QC{)I‘) 2

R

v, =Rw 2| 1-coswt | = 22(sm 7): v, =2Rw

+[Ra)sin a)z‘]2

. ot
sin—
2

e%ur vitesse absolue il suffit de calculer 1’angle @
a<dire le vecteur unitaire7 , et le vecteur v, (voir figure b) ci-

Pour déterminer la directi
comprise entre 1’axe
dessous. Pour ce faire o

\ =vy,.cosa =v,.cosa =2Ra)(1—coswt)
X = 2Ra)(1 cosa)t)

substit.u on on obtient :
. ot
2Ra).sm7.cos a= Ra)(l —Cos a)t)
En continuant les calculs on obtient la valeur & :

. wt ., ot . ot
2R.s1n7.cos a =2Rsin’ ? = cosa = sm;

) T
cosa=sm(a+5j :>a+5=— , |la=

Cosa = CoS (—0{)

La vitesse relative est la vitesse absolue du point M par rapport au référentiel
mobile X'A4Y"' , donc :
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. _dAM
v, =
dt
Commengons par les coordonnées du point M dans le repére X 'AY"' :

x,, =R.cos@ = R.cos(—z —~ a)tj =—R.sinwt
2

Yy =Rsin@ = R.sin(—%— a)t) = —R.cos ot

En dérivant les deux coordonnées par rapport au temps on obtient les composantes de la
vitesse relative :

%,, =—R.wscost ; ¥, =-R.o.sin ot

Le vecteur s’écrit alors : |V, = —R.wscosti ——R.o.sinwt.j

Et son module : v. = \/(R.a)scost)z +(R.a).sin a)t)2 =|v. =Rw

La direction de la vitesse relative : on utilise la méme méth e celle qui a été utilisée
pour obtenir la direction du vecteur vitesse absolue.

Sur la figure (b) ci-dessous, on voit bien que ’angle en ti I’angle compris entre v
eti :

Y4

v,.cos B =X, =-Rawcos wt| = cos &osa}t ; |ﬂ:7z—a)t:2a|

T A

—coswt = COS(ﬂ—G)l)

V. =v.icosf ®

3/ la vitesse d’entrainementv, . R ons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur
quelques propriétés géométri . Dans un cercle 1’angle au centre est égale au double de
I’angle dont le sommet est situé sur la %nférence de ce cercle(2.M "A'M = Za) . Vest

tangent a la trajectoire circulai point M .

XV
0 A X A’ X
(a) (b)
De la figure (b), il vient :
V, =V, =V, =, :\/vj +v2 —2v,.v,.c08
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v, = [AR*&’ sin2ﬂ+R w —2R(02Ra)s1nﬂcos r_ot
2 2 2 2

T wt . wt
COS| ——— | =sIn—
(2 2)

La vitesse d’entrainement est égale a la vitesse de translation du centre du cercle par
rapport au repére fixe XOY , ce qui est tout a fait logique. v, est paralléle a ’axe OX .

=|v, =Ro=v

Exercice 4.33
1/ Nous partant du vecteur position en coordonnées polaires dans le repere X 'O

OM =r=7'=

r=r, (cos t +sin a)t)

\:l

=|r= 7 (cos @t +sin a)t).zir

La vitesse relative : dans le repeére mobile, le vecteur unitaire# est
V. =P,

r

=

r=r, (cos @t +sin a)t)

. doOo" .
v, = tw
dt

00'=0

Nous effectuons 1’opération suivante :

Calculons le modu de cette

v, = roa)\/z = Cte
Quant a la yaleur rel
\ =¥ii, =|d, =r,o’ (coswt +sinwt).ii,

L’accélération d entrailnement est déduite de ’expression générale vue en cours en
¢liminant les es nuls :

esse pour vérifier q’il est constant :

d’00' . dé ———
a, = e tornONO'M +7/\O'M =la, =oOANOANT'
+ ;Of_/
Calculons le produit vectoriel double :
V,=OAF=0OAr= roa)(cosa)t+sina)t).ﬁ9
da, =wn roa)(cos t +sin a)t)
u, —li, U,
=10 0 w|=|d, =-ro" (cos ot +sin wt)ii,
0 roa)(cos @t +sin a)t) 0

Calculons a présent 1’accélération complémentaire en appliquant la formule :
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u, i, U,
ac =26 Av,=2. 0 0 = |a =250 (~sinwt +cos wt)ii,

roa)(—sin a)t+cosa)t) 0 0
Nous en déduisons 1’accélération absolue a partir de la loi de composition des
accélérations : a, =a, +d, +a,
Apres les calculs nécessaires on trouve 1’expression de I’accélération absolue :

aq = 2na’ [(cos ot +sin a)t) u, + (—sin @t +cos a)t) ﬁg}

Vérifions que son module est constant :
a. = 2r0a)2\/§ =Cte

Exercice 4.35 : v
1/ Le vecteur position de la mouche dans le repere mobile (aiguille

OM =r=riu = |r=vt.u,

Les expressions de la vitesse et de 1’accélération de la che dans le repere mobile :
remarquons qued <0=6=w~<0 , ceci est du au sens négatif dans lequel progresse
I’aiguille des secondes.

u
i, =—(-o)di, , i, =
2/ Calcul des coordonnées 8, , x,, :No signons les résultats dans le tableau suivant :
b= 0,2 _ 107

. :—:1
s i w (rad/s)

T
’ / 0 30
T 107
3

X, = vtc,is wt = .tcosg.t ; Y, =vtsinot = .tcosﬁ.t
t(s) 0 15 30 45 60
6, =-ot ri&g 0 /2 - -37/2 2z
ry =vt (ms 0 -5.107 10.10° 15.10° 20.107
X, o 0 0 -10.107* 0 20.107°
v ( 0 ~5.107 0 15.107 0

Voir la représentation graphique c-dessous.
3/ Pour représenter la vitesse et I’accélération de la mouche par rapport au repére
mobile, il faut calculer d’abord leurs deux modules respectifs aux temps prescrits :

t =455 : t = 60s:
vy, =Vvil, —vid, a, =-vo't.i, —2voii,
720,334 ; 7,=-1,574, i =-0,220 ;d,=-,07i,
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v =033 4 3

15.107

-10.10" 0

-5.10

Nous avons pris comme échelles le module de la vitesse

C@ pour représenter la vitesse ;
et le module de I’accélération transversale pour représsnty

célération.
@
Exercice 4.36 :
1/ A partir de la figure ci-dessous, on Xri ssion du vecteur position dans le repere

fixe OXY :
% "+0'M
Durant le temps , I’angle balayé par lepoint 4 par rapport au repere fixe estd = wr .
L’angle que balaie le pointM durant le méme tempst  par rapport au repere
mobile O' X 'Y"' est égale 1 a0 =wt”, mais par rapport au repere fixeOXY il balaie
I’angle 20 = 2wt .

La vitesse et I’accélération du point par rapport au repére sont la vitesse et 1’accélération
absolues.

En se basa t'su e ci-dessous :
00'=Rc k+

rlafi
O'M =R a)t>q- Rsin2at.]

ot.j

= OM :(Rcosa)t+Rcos2a)t)f+(Rsina)t+Rsin2a)t)j

® .
ivations successives de OM on obtient la vitesse et 1’accélération absolues :
< dOM = 5 . - =
v, = o v, = —Ra)(sm t +2sin 2a)t)z + Ra)(cos wt +2cos 2a)t)] - (1)
t
— d‘_;a - 2 - 2 . . -
a,=—*t.a,= —Rw’ (cos wt +4cos2at)i — R’ (sin et +4sin 2wt) j| — (2)
t
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i X @E
2/ Ecrivons I’expression du vecteur position dans le re %Q X'Y' en exploitant

la figure ci-dessus :
O'M =x 'i'+y'j'=R cos@
La vitesse et I’accélération du point M par ra 0( a repere mobileO' X'Y" sont la

vitesse et 1’accélération relatives. En denvant teurO M deux fois successives on

obtient la vitesse et 1’accélération relatives :
- d 0 M -,
v, = \ﬂ sin wt.i '+ cos wt.] )

. =—Rao’ cosa)ti '+ sin wt.] )

Ecrivons maintenant 1’expres } u;écteur position dans le repére fixe O' XY a partir de

la figure ci-dessus :

—xz +y.j= R(cos2a)tz +sm2a)t])

La vitesse et I’accélé éﬁon par rapport au repere OXY .

ne faut pas dériver deux fois de suite le vecteur O'M afin d’obtenir la

vitesse e élération relatives par rapport aOXY . C’est cette erreur répondue qu’on doit

¢éviter !!
devons faire appel a la relation 4.57 (voir cours)

dOW_dW a’z di' ., dk' Lod s dy

= Ptk

= 'y
dt R A L v A
Hr—/
‘_}.ll ‘76 ‘_;r

dx +j'dl+]€'di
" dt dt dt
4,

0

A partir de la figure nous pouvons désigner :

i'=coswti +sinwt.] ; x'=Rcoswt — x'=—Rwsin ot

j'=—sinoti +coswt.j ; y'= Rsinwt — ' = Rwcos ot
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Apres substitution, nous obtenons :

v, = (cos wti +sin a)tj) . (—Ra) sin a)t) + (—sin wti +cos a)t]) (Ra) cos a)t)

J

v =-—2Rwm.sin wt.cosot,i + Ra)(—sin2 ot + cos’ a)tJ j
%f—/

1. cos 2wt
Esm 20t

A la fin, la vitesse relative du mobile M par rapport a OXY est :

V. o= Ra)(—sin 2wt.i +cos 2601.]') - (3)

L’accélération relative du mobile M par rapport a OXY n’est pas égale a la dérivée dev
par rapport au temps. Il faut utiliser la relation 4.59 (voir cours).

2 2 2 _
=i R
dt dt dt
0
['=coswti +sinwt.] ; x'=Rcoswt — x'=—Ra’ cosar
j'=—sinwti +coswt.j ; y'= Rsinot — y' = —Re’ sin

En remplacant on obtient :
a = (cos wti +sin a)t]) (—Ra)2 cos a)t) + (—sin wt.

¢ (—Ra)2 sin a)t)
a = (—Ra)2 cos’ wt.i — Rw* cos wt sin a)t]) + (

o
- 2 2 : 22 K 2 : =
a, =—Rw [cos Wt —sin a)t].z —Rw"2 SIN @t . j

cos 2wt

3/ a/ La vitesse d’entr n Bbfﬁsant la loi de composition des vitesses est :
(1)-(3) =7 =%, -¥

a)t)f + Ra)(cos wt +2cos 2a)t) Jj ] — [Ra)(—sin 20t +cos 2a)t.]')]

= %w(sin wt +sin 2a)t)f + Ra)(cos wt + cos 2a)t).j

accélération relative en appliquant la loi de composition des accélérations est :
_ _d*o0', d%' | d*j' ., ,d%'
ae = 2 +tx 2 + y 2 tz 2
- dt dt dt dt
0
7 ; z d’00' 2 - 2 . -
OO'=R.coswt.i +Rsinwt.j " =—Rw’.coswt.i —Rw’ sinwt.j
t
i'=-w’coswti —w’sinwt.j ; x'=Rcosot
j'=a’sinoti —o’coswt.j;  y'=Rsinot

En remplacant on obtient :
a, = (—Ra)z.cos oti — Ro’ sin a)t]) + Rcos ot (—(02 coswt.i — @’ sin a)t]) +

Rsin ot (a)2 sinwti —w’cos a)tj)
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D’ou ’accélération d’entrainement du mobile M :

< 2 2
—sIn” wt +cos” wt

cos2amt

a ] i —Ro’ | sinwt +2sinwt.coswt | ]
%/—/
lsin2a)t
2

e

=| —Rw*.cos wt — Rw* [

a, = —Ra)z.(cos wt +cos 2a)t)f ~ Ro’ (sin @t +sin 2a)t) J

Déduction de I’accélération de Coriolis ou accélération complémentaire :
R _{dx di' dy'd) }

- dar’ ar’
ou a partir de la relation 4.59 :
i,=d +ad +d, =|d, =+d,—d, —a, v
Le résultat est le méme.
i'= —wsinwti +ocos wt.j ; X'=—Rwsinot ‘

j'=-wcoswti —wsinwt.] ; j/' = Rwcos ot

i =2 dx.czz’z +dy.§lj —d +
dt dt

a =2 [—Ra) sin wt (—a) sinwt.i +wcos a)t]) + Rewcos ot | —wcos wt.i — wsin a)t])]
@ , = 5 . -
{ .cos” wt.i — Rw™.cos wtsin wt.j]

a = 2[Ra)2 .sin’ wt.i — Row’ .sin ot cos wt.

i =2 Ra)z.[sin2 ot — cos’ wt]’&ﬂéz. in wt cos wt .j
%/—J
lsianot
2

—cos wt

c

+

1

+d,

¥

o’ {cos2mt.i +sin 2a)t.]')

par le calcul direct a, =a, +a, +a,

Il faudra vérifie
. nous utilisons la 10i(4.72)

t le vecteur de rotation® = w.k

4/ Introduis a pres
démontrée en Acgrs our calculer les deux composantes de la vitesse d’entrainement :
. _doo" . ——
» v, = +onO'M
dt

i -7 k
0 0 1)
Rcos2wt Rsin2wt 0

Y - -
v, =—Rw.sinwt.i + Rw.coswt.j +

V. =—Rw.sinwt.i + Ro.coswt.j — Ro.sin2wt.i + Ro.sin2at.j

e

V. =—Rwm.

] (sin @t +sin2awt).i + Ro.(cos ot +sin2at).j

Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver I’accélération

complémentaire ou accélération d Coriolis :
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i -7 k
a.=2onv, =a, =2 0 0 w
0

—Rw.sin2wt Rw.cos2wt

G, =—-2Rw’.cos2mt.i —2Rw’ .sin2wt. ]

a = —2Ra)2.(cos 2wti +sin Zwt.])

"\
Y
XQQ
/
A\ Y:\)
y

~
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