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Corrigés des exercices de 5.1 a 5.20 20.5 1.5 (e op ol

Exercice 5.1 :

a/ Puisque le mouvement est circulaire, la vitesse linéaire du corps est : m

Convertissons la vitesse angulaire dans les unités du systéme international :
10.6,28
w =

=1,05rad.s™

Calculons le rayon du mouvement circulaire qu’effectue le corps autour de ’axe EE"' :
r=1sin60° , r=4,5.0,87=r=3,9m
D’ou: v=1,053,9=|v=41ms"
b/ Calcul de I’intensité de la force de réaction du plan sur le corps: le corps est en
mouvement circulaire uniforme sous ’action de forces dont la résultante est une force centrale
de modulem®” . Projetons les différentes forces sur les deux axes (voir figure).
P+T+R=mo’ri

T.sina —R.cosa = ma’r — (1)

P—Rsina—-T.cosax =O—>(2)

E
yl
60°=a 5 R
T e -
) y’ikTv R
X « <TX @ > X!
- D Rx
S
£ vy

Eliminons la tension entre les-deux équations(l) et(2)pour obtenir le module de la
réaction :

T.sina _ R.cosa+ma’r _ R.cosa+ma’r

T.cosa - P—Rsina & P—Rsina

R:m(g.sina—a)z.r.cosa) —(3) ;

¢/ La tension du fil peut étre calculée a partir de I’une des deux équations (1) ou (2) :

2
T:R.cosa+ma) r _)

sin
p=PzRsma N
CoSso

La différence entre les deux valeurs de la tension est due a la valeur approchée que nous
avons prise pour chaque cas.

d/ La vitesse angulaire nécessaire pour que la réaction du plan sur le corps s’annule est
déduite de I’équation (3) :
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R :m(g.sina—a)z.r.cosa) =0

.Sina .Sina
=5 =& =lo=,|—% 1

r.cosa Ilsina.cosa lcosa

,lo=2,1rad.s”

Exercice 5.2 : AR

1/ Nous représentons toutes les forces
agissant sur le systeme. L’¢équilibre du systéme - O [, ——>
est vérifié si la somme algébrique des moments A4 B
des forces appliquées sur la barre par rapport a 7Y

) L. —_
I’axe (le couteau) est nulle, soit : 7, = Ti/a AT -

Pour calculer I’intensité de la tensionT ,
on doit calculer d’abord ’accélération des deux
massesm, et m, par rapport a la poulie en P

rotation sans translation. Pour cela on applique
la relation fondamentale de la dynamique :

P-T =m,.a m., —m
343 3

Sla=——2=2¢g
-P+T,=m,.a m, +m,

D’ou:

P-T,=ma=T, =m3(g—a)

—P,+T, =ma=T,=m,(g+d)
- =|T =4
a:ug gm2+m3
m, +m,
T=T7,+T1, , T=m2(g+a)+m3(g—a)
Pourm, : B =T,

D’apres le théoréme des moments : 7

fa = Tan = 04 =T,

Etalafin: mgl = 4gM.l2 = |m, (m, +my) 4, = 4m,m, 1,

m, Tm;,
2/ La force appliquée par le couteau sur la barre est égale a la résultante des deux forces

R=g|m + MM
m, +m,

paralléles 7 et fl:

|
|

]

11
g

~
U

Exercice 5.3 :
Premier cas : (voir figure ci-dessous).
Nous sommes en présence d’un exercice de dynamique associé au mouvement relatif.
Commencons par appliquer le principe de la relation fondamentale aux masses m, , m,

et m,:
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_;:m]al ~ ~
_; + _; = ms.a; T]f mla]
B+T, =ma|< 2P, +T, =2m,.q,
f;z}zlj 2P, +T =2m,.d,
2
1| - -

|

Premier cas Deuxiéme cas

Nous connaissons la loi de composition des accélérations pour le mouvement relatif de
translation (sans rotation) :a, =a, +a,. L’accélération d’entrainement est égale a

I’accélération de la poulie en translation, c'est-a-dire a I’accélération de la masse m, (ﬁe = 51) .

Quant a I’accélération relative 'a elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur la figure :
Pour la masse m, ’accélération absolue est: a, =a, —aq,

Pour la masse m; I’accélération absolue est: a, =a, +q,
Par projection, nous pouvons écrire :
I, =ma, — (1)
1, -2P, =2m, (ar —a]) —)(2)
-1, +2P, =2m, (a,, +a1) — (3)

Nous venons d’obtenir un systéme d’équations a trois inconnues. L’accélération relative
commune est déduite de 1’équation (3) :

_ 2myg —2mya, —mya,

g|—(4)

I

2m,
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Remplagons a par sa valeur tirée de l’équation(2) pour trouver l’expression de

I’accélération a, de la massem, :

dm,m

—_ 2°7"3
a, = g —)(5)
mm, +mm, +4m,m,

Revenons a 1’expression (4) pour calculer D’accélération relative en remplagant

I’accélération absolue par sa valeur que nous avons trouvée dans 1’équation (5) :

m.m, —mm
a 371 172

r

g|—(6)

mm, +mm, +4m,m,

Il devient facile maintenant de déduire les deux accélérations restantes a, eta, .
L’accélérationa, de la massem, :
m,m, —m,m 4m,m
a,=a —a ; a,= 3 142 _ 234
mym, + mm, +4m,m, mm, + mms+ 4m,m,

_ mymy —mym, — 4nym;

a,

mm, + mm; +4m,m,

L’accélérationa, de la massem, :

_ mym, —mm, 4m,m,

a,=a ta ; a,=

+
mymy + mmy +4m,m, mm, +mm, +4m,m,

g, = — M, +4m,m,
3

m,my +mm, +4m,m,

Deuxiéme cas : (voir figure ci-dessus)
Nous commengons par appliquer la relation fondamentale de la dynamique aux masses
m, , m, et my:

izmlql ~
P3+Q3=m343 Iy =ma,
p+T. =m,a, < 2P, +T =2m,.d,
L 1. 2P, +T, =2m,.qd,
Tz: 3251

Comme dans le premier cas a, =d, +a,. L’accélération d’entrainement est égale a
I’accélération de la poulie en translation, c'est-a-dire a I’accélération de la masse m, (ﬁe = 51) .

Quant a I’accélération relative a elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur la figure :

Pour la masse m, son accélération absolue est: a, =a, —q,

I

Pour la masse m, son accélération absolue est: a, =a, +a,
Par projection, nous pouvons écrire :
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1, =ma, —> (8)

1, -2P, =2m, (ar —al) - (9)

~T, +2P, =2m,(a, +a,) > (10)
Nous venons d’établir un systéme de trois équations a trois inconnues.
Nous en déduisons 1’accélération relative commune de I’équation (9) :

0= (m] —2m2)g—(m] +2m2)a1 g _)(11)
2m,

En remplacanta par sa valeur dans l’équation(IO) nous trouvons ’expression de

I’accélérationa, de la massem, :

_ dm,m; —mm, — m;m,

1

— (12
mm, +mm, +4m,m, & ( )

En revenant a l’expression(l 1) nous calculons I’accélération relative en remplacant

I’accélération absolue par sa valeur que nous venons de trouver dans 1’équation (12) :

4 2mym, —2m,m,
.

g|—(13)

mm, + mm, +4m,m,

Il est facile a présent d’en déduire les deux accélérations manquantes.
Expression de I’accélérationa, de la massem, :

2mym; = 2mm, ~ Amymy —mym, —mym,

a,=a.—a, ; a,=
" + +4m,m mm, + mm, +4m,m
m,m, ¥ m,m; UL 1M, 117 211,

L 3mm, —mm, —4m,m,

a,

m,m, +mm, +4m,m,

Expression de ’accélération a, de la masse m, :

2mym, —2m;m, 4 dm,m, —mm, —mm,

a,=a.ta ;.a,=
mm, + mm, +4m,m, mm, +mm, +4m,m,

g = dm,m; —mm, —3m;m,
3
mm, + mm, +4m,m,

Exercice 5.4 :
a/ Angle d’inclinaison nécessaire pour que le corps décolle.
Quand la force de frottement statique atteint sa valeur maximale pour un angle de
décollage §,, appelé angle de frottement et qui est un angle limite, elle s’équilibre avec la

composante du poids I3x , & ce moment 1a, le corps décolle :
Somax =B, =mgsin,
Somax = HN =|tg6, = U| , tgb6, =0,80= |6, =38,66°
N =P, =mgcos6,

b/ Intensité de la force de frottement maximale :
-/:\',max = ILIN > ./:v,max = 3’13N
¢/ La force normale pour I’angle 35° :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Dynamique du point matériel 172 dgalal) b3l &l A

N=P, =mgcosd| , [N =4,IN

d/ Force de frottement pour I’angle 35° :
f. =P =mgsinb| , |f. =2,87TN

Exercice 5.5 :
a/ Angle d’inclinaison nécessaire pour que le corps se déplace a vitesse constante, cela
veut dire que la somme des forces doit étre nulle :

f.+P+N=0
Par projection sur les deux axes, il vient :
P —f =0=>mgsing,=uN
P —N=0= N =mgcosb,

= [1g6, = 1], 1g6, =0,40 , [4, = 21,8°

b/ Force de frottement pour I’angle 35° :

N =6,55N|
¢/ Force de frottement cinétique pour 1’angle 35°:
f.=UN|; |f.=2,62N

d/ Accélération pour I’angle35° :

mgsing—f =ma= % ,la=2,46 N

|N:mgcosé?

b

Exercice 5.6 :
a/ Pour que le systeme glisse, tout en maintenant ensemble les deux corps, il faut que les
deux corps aient la méme vitesse, donc la méme accélération par rapport au plan fixe.(Du
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point de vue du mouvement relatif, il faut que 1’accélération absolue du corps B soit égale a
I’accélération d’entrainement du corps A4 ).

Soit /', la force qu’il faut appliquer sur le corps 4 pour que le systéme glisse tout en
maintenant les deux corps ensembles. Figure (a)

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique pour calculer ’accélération des
deux corps :

Pour le corps 4 :

S - F
F+P+N=(mA +mB).a , F=(mA +mB).a:>a =——>(1)
—
0 m,+mg
Pour le corps B : par rapport au repére fixe il est en mouvement, mais par rapport au corps
Ail est au repos. C’est pour cette raison que la force de frottement agissant sur lui est une
force de frottement statique. On peut donc écrire :

_f:v,max,A = mA -a

— _ “Hm -
f;,max,A _IUSNA =a _m—Ag:a __ﬂsg_)(z)
N,=P,=m,g !
Pour en déduire la force, il suffit d’égaler les deux équations (1) et (2) :
F
a=———=-ug=|F=Uu (mA +mB)g , [F'=15,7TN
m,+m,
Vb o
]_f;’B J ‘ B ‘ —> + B 4_,’ +
4 —>F A4 | [
Fy
P P
(a) (b)

b/ Accélération du systéme quand on applique la force F :
Par rapport au plan de glissement il n’y a pas de force de frottement. Le systéme est donc
soumis au forces P, N' et F . Figure (b)
La relation fondamentale de la dynamique nous permet d’écrire :
P+N=0
=|a =L , la=1,96ms™
F:(mA+mB)a (mA+mB)

¢/ Accélération du corps B, par rapport au corps 4, si la force est appliquée sur le corps
A (figure (c)) :

ANB N, )
J:cB B —>+ B ];B‘ B E
< P _F> P —+
A\ Yo
P P,
© @ °

Le corps B est soumis 4 trois forces P,, N, et fc  (force de frottement cinétique, car le
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Corps B est en mouvement par rapport au corps 4 ). Le corps 4 qui est soumis a la
force F porte le corps B .
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au corps B :

B,+N,=0

. =maa

o T o g = B8 T =T pg], [at=—0,98ms
¢,B :ﬂcNB mB
Ny =myg

Le signe négatif indique que le corps est attiré dans le sens contraire de celui du
mouvement.

L’accélération du corps B si la force qui lui est appliquée est la méme (figure (d)). Dans
ce cas le corpsB est soumis a quatre forcesP,,N,,F et fc s Appliquons la relation

fondamentale de la dynamique au corps B :

P+N=0
F—f. z=mza" F—
fc,B B an;ﬂ , la"= +0,98ms72
s TN, mg
Ny =myg

Le signe plus indique que le corps B est attiré dans le sens du mouvement.

Exercice 5.7 :
On applique la relation fondamentale de la dynamique aux deux masses :

B+N+Ny+ [+ f, =ma
132 +N 2 ]?2 =m,d,
On projette les relations sur I’axe parallele au plan incliné :
mgsino — f, = f, =ma, —>(1)
mygsina, — f, =ma, - (2)
On exprime les deux forces de frottement cinétique :

hi=h (N] +N2)

N, =mgcosa |= f, :h1g(m] cosa +m, cosa)

N,=m,gcosa

=h,N
Sr =hN, = f, =h,m,gcosa
N, =m,gcosa

On remplace les forces de frottement cinétique dans les deux équations (1) et (2) pour
obtenir les deux nouvelles équations :
m,g sina —m,gh, cos o —hlg(m1 cosa +m, cosa) =ma, —> (3)
m,gsina, —h,m,g cosa =m,a, (4)

On en déduit maintenant les deux accélérations a partie des équations (3) et (4) :
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a, =g(sina—hcosa)—"2gcosa(h +h)|—|a =3,53ms>
1 1 m 2 1 1
1

a, =g(sina—h, cosa)| - |a, =7,79ms™

Exercice 5.8 :
Pour calculer la masse du corps C, nous avons représenté sur la figure (a) toutes les forces
agissant sur le systeme. Les conditions de décollage, c’est a dire pour que le systéme entame

son mouvement, est 7= f, etT' =P, :

T:f;,max

T=P,=m g m —/jsm

fs,max};ﬂsff’ — mC:—( 5 P’ i) , [m. =15kg
N:PAI(mA+mC)g

Lorsque on enléve le corps C (figure(b)), nous obtenons 1’accélération en appliquant la
relation fondamentale de la dynamique au systéme :

m, — m
Py =ma o= TAM)E e
fo=tm,g A
c c 54
N b
<kl ; - IoT
Tug Al =y oS | I e — =
o Vi - T
VA+C _ v PA ~
T T
(a) (b)

R
!

—
|

>+
S

Exercice 5.9 :
I/ Lancement dans le vide :
1/ Faisons I’inventaire de toutes les forces et faisons un schéma, puis appliquons la
relation fondamentale de la dynamique. La seule force qui agit sur le point matériel est son

poids P . Donc :

ZﬁIﬁZmﬁ

=|la=g=-gu,

P=mg

2/ A chaque instant v =V _+V,
Suivant I’axe des X', le mouvement est rectiligne uniforme :
Zﬁx =0=>v, =v,, =v,.cos60 - (1)

Suivant I’axe des Z , le mouvement est rectiligne uniformément varié :
9
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ZFZ =P=mg=a, =—-g=Cte
v, =—gttv,, :—gt+vosin0—>(2)

Le vecteur de la vitesse instantanée est donc :

V=v i, +v_ii, = |V =v,.cos 0., +(—gt +v,sin).i. | (3)

1/_[2
3/ Intégrons I’expression (3) pour obtenir le vecteur position oM (t) :
dom
dt

V= :Ofdo—M =j[v0.cos9.ﬁx +(—gt +v,sin ) i, Jdt
0 0

— ~ 1 . _
OM =|v,.cosO.t |ii, +| ——gt* +v,sin O |, —>(4)
%,_/ 2

X

z

4/ Le projectile atteint sa portée lorsque sa hauteur s’annule(z = 0) . Calculons en premier

lieu I’instant pour lequel (z = O) :

0
1 . .
—Egt2+vosm9.t20:>t= 2v,sin@
g
Remplagons le temps dans 1’équation de la coordonnée x pour trouver la portée :
2v;:sin 6.cos & v;.sin26
x=vy,cos0t=x = B
g g

5/ Le projectile atteint son apogéez . lorsque la composante verticalev, de la vitesse
s’annule. Cherchons I’instant pour laquelle cette vitesse s’annule et cela a partir de
1’équation(2) :

) v, sin @
v, ==gt+ty,sinf=0=>r=-"——
g
Remplagons maintenant le temps dans I’expression de z de l’équation(4) . Nous trouvons :
_v.sin’ @
max 2g

II/ Lancement dans 1’air :

1/ Dans cette partie : le projectile est soumis a deux forces : [P+ f =ma

2/ Retrouvons I’équation différentielle :

P+fq:ma _ ﬂ+£‘7_~ _)(5)
5:ﬂ da m £
dt

3/ On en déduit directement I’expression vectorielle de la vitesse instantanéeﬁ(t) en
résolvant 1’équation différentielle précédente. Sa solution est:

Reste la détermination de la constante 4 que nous allons déduire a partir des conditions
initiales qui sont : ¢ =0,v =V, ;d’ou:
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3/ Donc :

k
V :(vo —gﬂjem’ +§% —(6)

La valeur limite est celle pour laquelle le temps tend versco, on obtient de

I’équation (6) : |7, =§%

Introduisons cette valeur limite dans 1’équation(6) pour obtenir :

k
—t

k
§=(§0_~mje‘m’+§ﬂ e [F=(7-7,)e " +5,|>(7)

S A

Exprimons maintenant le vecteur vitesse en fonction des vecteurs unitaires i _ et i,

Vo =V,cos0u_+v,sinbu_

~ - m
v, =g—
! gk ij:_g%ﬁzij:‘g%

g =—gu,

-—t
V= [(vo cos@.i_+v,sin Q.uz) +vL.uZ]e "=V,

k
V= (vo cos 9) em u, + =y, + (vo sinfd+v, ) e u,

V.

z

VX

4/ Pour obtenir I’expression du vecteur position il suffit d’intégrer l’expression(7) de

la vitesse :
. _dOM _, i ., -
7 = (¥ —vy)e mt"'VL
oM w,_ _k, . m _k,
desz{(vo—vL)e m +vL}h = 0M=(170—17L);(1—e " ]+\7L.t —(8)
0 0
- kY K !
OMz[(fzo—TzL)(——je m +vL.z}
m 0

Pour obtenir les composantes de OM , nous développons l’équation(S) et puis nous
remplacons V, par ses composantes et v, par sa valeur, comme nous l’avons fait pour

I’expression de la vitesse instantanée, et enfin ordonnons 1I’équation obtenue.

k
-t

OM = [(vo cos@ii_+v,sin H.ﬁz) +v, .ﬁz}%[l -en" j—vlt.ﬁz

k k
OM = (vo cos 9)%[1—emt}7x +|:—vL.t +(v0 sin9+vL)%[1—emtﬂﬁz

On arrive aux composantes :
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k k
x(t):%"ocose[l—e_mt] ) Z(t):%(vosinH+vL)[1—e_mtJ—vL.t—)(9)

5/ Le projectile atteint son apogée quand la vitesse verticale s’annule. Cherchons
d’abord I’instant pour lequel cette vitesse s’annule :

k
77[.(‘
v :—vL+(vosm0+vL)e " =0

z

_k, _k,
em’ :V—L:e m’ :V—L
V,sinf+v, V,sinf+v,

-k, v, k v,
Ine” =n| ——— |=>—t, =-In| —————
Vosin@ +v, m Vv, sin@ +v,

t, =£1n(1+ﬁsin Qj

m v,

Revenons aux deux équations horaires (9) et remplagons le temps par la valeur que nous

venons de trouver :

km Vo .
_m —;zln[H—sm 0)
x, =—v,cos8|1-e

k

m 1
X, =—y,cos@|1-
v, .
1+ %sin@
vy

m ~£%ln[l+v—°sin6’j m ”
z,=—(v,sin@+v, )| 1-¢ " e —v,.—In| 1+-"sind
k k v,

zs=ﬂ(v0sin9+vL) 1—; —vL.ﬂln(1+ﬁsin0j
k 1+ sin g k Vi
Vi
zs=ﬂ(v0sin6’+vL) ﬂ —vL.ﬂln 1+ sing
k v, +v,sind k v,

zZ :%vo sinf-v, %ln(l+v—°sin 0}

195

k k
x(t):%vocosﬁ[l—e_mt] , Z(t):%(VOSin0+vL)[1_e_mtJ—VL.t:(8)

6/ Cherchons dans 1’expressi0n(9) les limites dex(t) et z(t) quand t > o :

x(1) . =%v0 cos@=A=x(1)  =4-(10)
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Z(t)t—wo I%(v0 sin9+vL)—vL.t:>z(t)t_m =—v,t+B —)(1 1)

B
On en déduit de 1’équation (1 1) que lorsque ¢ — oo le mouvement du projectile devient
rectiligne uniforme, donc la trajectoire a une asymptote quand ¢—oo dont I’équation
est(lO) .
III. Synthése graphique : les deux graphes montrent la trajectoire dans les deux cas
considéres.

z z

m
X, =—v,cosd
k

“ v

Q
'
o

|
@) \ \

Trajectoire du projectile \ Trajectoire du projectile \
dans l'air | dans le vide

Exercice 5.10 :
1/Le mouvement en présence de frottement :

La particule est soumise a trois forces, son poidslB ,la réaction N de la surface de la
sphére sur la particule et la force de frottementf . A partir de la figure (a) ci-dessous, et en
appliquant a relation fondamentale de la dynamique nous pouvons écrire :

+f

ﬁ+ﬁ+f=mﬁ:>m§=l3+
t
Projetons les forces sur les deux axes MT' et MN :

=

dv dv
P—f=ma,=m— S mgsinf—f =m— — (1
T f T dt g f di ()

2 2
-N+P, =ma, =m%©—N+mgcos€2m%—>(2)

L’expression de la force de frottement cinétique est :

J=UuN 2
2| = f=U| mgcos@—m—
N=mgc056’—m% 4 { & RJ

Remplagons dans l’équation(l) pour obtenir I’équation différentielle du mouvement :

v dv
megsin@— | mgcos@—m— |=m—
. u( . Rj .

dv u , .
——"—v  =g(sin@— cosl
M Heos0)

2/ Mouvement sans frottement :
a/ Revenons a 1’équation (1) en supprimant f et en simplifiant par la masse :

dv dv
——gosinf@ =0 —=gsinfd
a © i ©
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On multiplie les deux membres pardé , sachant que% —w =% :
ﬁdv =gsin6.do
dt

o_ v = vdv = gRsin 0.d6 — (3)

dr R
Intégrons les deux membres de l’équation(3) sachant que le domaine de variation de &
est[O, H] , celui dev est [O, v]:
v 7 ' 1 5
jvdv = gstm H.dﬁzzv -0= —Rg(cosH—cosO)
0 0
On obtient finalement :

v* =2Rg(1-cos0) =|v=/2Rg (1-cos8)| — (4)

b/ Recherche de la valeur angulaire §, pour laquelle la particule quitte la surface de

la sphére : cela se produit lorsque la force de réaction N s’annule.
Revenons a I’équation (2) et calculons N :

2 2
—N+mgc0s6’:m%:>N=mgcosé’—mE

On remplace v’ par sa valeur pour aboutir & :

N=mgcos€—mwj N=mg(3cos€—2)

D’ou I’angle recherché est :
mg(3cosf,—2) =0= cosf, =2/3 =6, =48°

Discussion : D’aprés 1’expression obtenue, ’angle 6, ne dépend ni de la masse de la

particule, ni du rayon de la sphere, ni de 1’accélération de pesanteur, avec pour condition v(O)

nulle.
N.B:Sivy, #v (O) v, étant la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la
sphére.
v(O) : La vitesse absolue.

Dans le cas ou la vitesse initiale n’est pas nulle, on peut démontrer que :

Dans ce cas I’angle §, dépend de v(O) , Ret g mais reste indépendant dem .
¢/ Calcul de la vitesse correspondante :
v; =2Rg(1-cos6),)
cosd, =2/3

3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphére.
Nous sommes en présence du mouvement d’un projectile dans le champ de
pesanteur terrestre.
a/ On étudie le mouvement dans le repere MXY (figure(b)).
Suivant I’axe des X : le mouvement est rectiligne uniforme :

= v, =\/2Rg (1-2/3) , |v, =3,65ms""
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Zﬁx =0=>v, =v,.cos6, —> (5)

Suivant ’axe des Y : le mouvement est rectiligne uniformément varié :
Zﬁy =13=m§:>ay =g=Cte
v, =gt +v,sinf, - (6)

Passons a I’expression de la vitesse instantanée du projectile :

2 .2 2
vi=voty)

v; =2Rg(1-cos b))

=|v= \/gztz +2gv, sin .t +2Rg (1-cos 6,

'Y
(a) (b) (c)

L’expression du vecteur vitesse est donc : [V =v,.c086,.0 + ( gt +v,sin 6, )]

b/ Intensités des forces normale et tangentielle : figure (c).
Force tangentielle:

mg(gt+v0sin6’0)

F,.=m.a, =mﬂ:> F. =
dt \/gztz +2gv,sing,.t +v,

2
Force normale : Il n’est pas conseillé d’appliquer la formule F), = m>— car le rayon
r

de courbure est inconnu, a ne pas confondre avec le rayon R de la sphere !!
s 3 .5 =, _ 2 2
Cette force est calculée a partir de la relation : P =F, +F, = |F, =P  —F;

D’ou:

Fo= mg\/l— g’t* +2gv, sin 6.t +v] sin® 6,
N .
g’ +2gv,sin@,.t +v]

Exercice 5.11 :
a/ Intensité du champ de pesanteur terrestre quand le satellite est & mi-chemin entre la
terre et la lune :

g

b/ Intensité du champ de pesanteur lunaire quand le satellite est a mi-chemin entre la terre
et la lune :

5,98.10%
(L92.10°)

g =G

, g, =6,67.10™" —|g, =1,08.10°Nkg"
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22
g, =G M, , gl=6,67.10’“ﬂ:>

(djz (L92.10°)’

g, =1,33.10* Nkg™'

¢/ Intensité du champ résultant des champs de pesanteur de la terre et de la lune lorsque le
satellite est @ mi-chemin entre la terre et la lune :

gR:gT_gL s gR :1,07.1072N.kg71

d/ La distance, depuis le centre de la terre, a laquelle le champ résultant s’annule :

ML — MT —
=G = =
(d—r)2 rz (d—r)2 }/,2

g:=0=>¢,=¢g,,G

2 2
M g5
[d=rf M, (d=r)

r

=9,01 = r =3,45.10°m — |r =345000km|

d—r

Exercice 5.12 :
Nous avons représenté sur la figure ci-dessous les forces agissant sur le point 4 . En
projetant sur les deux axes perpendiculaires entre €ux, nous obtenons a 1’état d’équilibre :

B, =Tcosa 7 '
P =k, |=|=—" 0 4
. cosa 7 l
—h a X Tcosa

F=Tsina .
F =k, =Tsina N . I
o B - ki, |= cosoa sina =kl, = |I, =l tga V5

cosa  cosa ’

vy

Exercice 5.13 :
a/ Force agissant sur le corps :

-

F=ma=mi=6(6—24t.7) , |F =361 —144t.]

b/ Moment de la force par rapport a 1’origine :

i - k
T=FAF=3"-6t -4 3t+2
36 —144¢ 0

7 = (4320 +288¢)7 +(108¢ +72) j +(-288¢ +8641* ) k

¢/ Quantité de mouvement du corps :
p=mv =(36-36)7 —72¢*.7 +18k

Moment cinétique par rapport a I’origine :
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i -7k
L=FAp=[3t—6t —4 3t+2
36:-36 72t 18

L=(1440 +144¢ )7 + (540> +720 +72) j +(720* +2887 ) k

d/ Vérifions que F = % :

p=(36:-36)i —72¢%.] +18k

P _ 36i —144t.j = F
dt

Vérifions que 7 = —L:
dt

L=(1440 +144¢ )7 + (540> +720 +72)  +(72¢ +2887 ) k

7 = (4320 +288¢) 7 +(108¢ +72) j +(-288¢ +8641* )k =7

Exercice 5.14 :
1/ Exprimons la vitesse de M par rapport aR :

OM =F=Ti,
V=S ——
. ) = |v =16,
i, =0,

2/ Calculons le moment cinétique du. point M par rapport a O dans la
base(O,ﬁ,,ﬁg,ﬁz):

5 =mv, Hmy p T E
i =L,=[r=1 0 0| ; |L,=ml*0i,
v, =Lii, =0(! =Cte) .

0 mle O

Pour que l’on puisse appliquer le théoréme du moment cinétique il faut calculer le
moment de la force appliquée au point M , par rapport au point O dans la base (0,ﬁr,ﬁ0,ﬁz) :

u —,

fO:LO—MAf}(o—MAp)
0

~o!

i
=P +P, =7,=| I 0 0
0

P =mg cosO.ii mgcos@ —mgsinf

P, = —mgsin .i,

T, =-mglsinO.u,

Appliquons maintenant le théoréme du moment cinétique :
dL, _ .
a

mid.ii, = -mglsin 0.i, = |6+ sin 6 = 0| - (1)
V4 V4 l
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On calcule le moment cinétique du point M par rapport au pointO dans la base
(0, i, ],E):

~.]

Ly = m( - i)k

S XY

~J
y
y

On calcule le moment de la force appliquée au point M par rapport au pointO dans la
base (0,17,],1;):

fO:(O—MAf}(o—M@) P
0

k
=>7,=|x y 0| ; |7,=mgxk

P= 5 + Iz =mg.j 0
Appliquons le théooréme du moment cinétique :
dL

027, 3 m(x g —yE)k = mgek =[5 )% =@ > (2)

Vérifions que les deux résultats sont identiques :
x=1Isin@ ; x=10cosO ; ¥=10cosf—160*sinb
y=lcos@ ; y=—-10sin@; 3 =—10sinO—16" cosO
Remplagons les cing éléments dans 1’équation (2) pour trouver I’équation (1) :

0 mg

é+§sin9=0 —>(3)

Appliquons maintenant la relation fondamentale de la N
dynamique : \
La masse mest soumise a chaque instant a deux o

forces : son poids P et la tension7 du fil; Soit F leur
résultante. Nous pouvons décomposer la résultante en deux
composantes, normale et tangentielle (voir figure).

F=P+T=ma ..

Q@ . =P+T =F,+F,

F=F+F,=ma

On connait la relation entre la vitesse linéaire et la vitesse
angulaire ainsi que la relation entre I’accélération linéaire et I’accélération angulaire :
. dv - v
v=0l , a,=—=0l , a,=—=0"1
dt /
Puisqu’on est dans le cas d’un mouvement de rotation de la massem , il nous est permis
d’introduire le moment de la force par rapport a I’axe OZ . Les moments des forces FN et T

sont nuls parce que ces forces rencontrent 1’axe de rotation. Le moment du poids est un
moment de rappel, donc négatif.

T=T,tT; =75 +TFN
T =T, = 0
75 =—Plsin@
_ o
Ty = F.l =m0l

= —mglsin @ = mO!I*
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De tout cela on déduit I’équation de mouvement :

é+§sin0=0 —>(4)

Les équations (1) et (4) obtenues sont parfaitement identiques.

3/ A chaque instant, nous avons P+T =ma. En projetant sur I’axe normal, nous
obtenons :

~mgcos@+T =ma, = T =mgcos@ +mb’l
Remarquons que la tension varie a chaque instant. Pour des oscillations de tres faible
amplitude (sin 0= 0) , I’équation différentielle (1) s’€crit sous la forme :

é+§0:0

0=0,sin |51
/
0= QOJECOS\/EZ
[ /

Lors du passage du pendule par la position d’équilibre, I’angle & s’annule :

0 =0=sin /%:o: /% =0+kr

A ce moment la vitesse est maximale ;

9:00\/%005(0ik7r) N ‘9‘26’0 g

cos(Oi kzr) =41

I en est de méme pour la tension qui prend la valeur :

o

C’est cette condition sur la tension qui doit étre satisfaite pour que le fil ne casse pas, en
d’autres termes le fil doit supporter au moins cette tension sans se rompre.

Sa solution est :

Donc, la vitesse angulaire est :

Exercice 5.15 :
Le moment cinétique du systéme est €gal a la somme des moments cinétiques de tous les
composants partiels du systéme. Dans notre cas, le moment cinétique du systéme par rapport

au point O est égal au moment(LO /G) du pointG (qui est le centre d’inertie des deux masses)

par rapport a O, plus les moments des points A (ZA/G) etB (ZB/G) par rapporta G .

LO = LG/O +LA/G +LB/G
Commengons par le calcul de (ZO , G) :

L. . =0GAD - .
oo =V P05 Iy =2m(0G ATy,
Diio =2mvg,,
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i -7 k
ZG/O= X, =acos6, Yo =asing, O=(xGyG—)'cGyG)
X; =—af sinb, y,=ab cosd 0

Zc/o =2ma’6? |- (1)

Calculons ensuite( e =L, /G) :

L,;=GAND, g

k
ZO/G: x,=dcos0, y,=dsin6, 0=(x'Aj/'A—)'c;1y;1)
X,=-d0,sin@, y,=db cosf, 0

L,;=md*0; =L,,;|>(2)

Il ne nous reste qu’a additionner les expressions (1) et(2) pour trouver la réponse a la
question :

L, =2ma’6? +2md*6} , |L,= 2m(6126)12 +d2922)

Exercice 5.16 :
1/ Le point M , soumis a chaque instant & son poids et a la tension du fil, est animé d’un

mouvement circulaire uniforme de rayon , dans le plan OXY ,autour de ’axe AZ . Des
projections des deux forces sur 1’axe radial résulte une force centripete 7'sin o .

T+P=ma
Tsina = ma, =mo’r

5 % =T = ma?l|
r=lsina

Quant a I’angle il est déterminé a ’aide de la figure ci-dessous, nous trouvons :

Tsin¢ sina  m’lsina
go = = =

mg cosa mg

cosa = %

ol

2/ Calcul de I’expression du moment cinétique de M par rapport & 4 en coordonnées
cylindriques de centre O :

ZM/A :W/\ﬁ
AN = A0+ OM = —zii. +7il
AM =—-Icos o, +isinau,

Vv=—zu,‘tzu tru tru =rou,

0

<!

=v, =losina.,

p =mlwsina.u,
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i, —i, U,
L, =AM AV =|Isina 0 ~lcosa|=>|L,,,, =ml*wsina(cos i, +sin i, )
0 mlwsin 0

Vérifions que la dérivée par rapport au temps est égale au moment de la résultante des

forces appliquées sur 4, par rapporta M :
Calculons en premier lieu le moment des forces par rapport au point4 : 7,,,, = AM AF

Le vecteur F :

=T+P=mi

B!

F =Tsina =ma, =mao’r

F =me’lsinaii,

Le vecteur AM :

AM = —zii_+rii,

F =ma*lsinaii

NG

Donc :
i, —~ii, i,
Ty =AM AF=| [sina 0 —lcosa|=|7,,, =ml’® sina.ii,| > (1)
me’lsinag 0 0

Dérivons le moment cinétique par rapport au temps :
L, =mlosina(cosa.i, +sina.ii,)

dL . -
— M4 = mPesina (cos aii, + O)
dt
Nous savons que u, = ., , et par remplacement on obtient :

dL : i
CZ_/A =ml’®’ sina.cos aiiy| —> (2)

Ainsi nous avons pu vérifier le théoréme du moment cinétique :

dZM/A .
:’Z'
dt M/ A
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Exercice 5.17 :

1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la
gauche, car la force centrifuge attire le pendule vers la droite.

2/ Sur la figure ci contre sont représentées les forces qui agissent sur le pendule par
rapport au voyageur. De 1’équilibre de ces forces résulte :

P+F +T=0=P+F =-T

(0]
m v
F I 2
tea="¢=tga=—B = |g=""
P mg gilga

Application numérique :

120.10° )
=390 ) R oesiN
9.8%0,176

3/ Le train parcourt en trente secondes un arc de cercle qui intercepte I’angle demandé.
La distance parcourue en 30sest: d =v¢t , d =1000m

Cela veut dire que le train a tourné de 1’angle :

d=RO= :%,eﬂjwm,ﬂgﬂi

Exercice 5.18 :
A D’instant?, soitf’1 le poids de la partie BC etl?’2 le poids

de la partie AB :
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au
systeme :

R
k_ﬁf__/
M
On projette I’expression vectorielle sur I’axe vertical dirigé vers le
bas et on note par x la longueur de la partie BC du cable :

R-P,=Ma

M =1L dv
= Axg—-Al(L—-x)g=AL—

R =Mg=A4xg g A( )g dt

P, =M2g=/1(L—x)g

En simplifions par A nous obtenons une équation différentielle de deuxiéme ordre avec
second membre :

2gx—gL:L§ >
t . _ . g  _
= Li=2gx—gl =>|¥——=x=-
v &X—g 7 g
a=—-=X

dt

2

Pour vérifier que x = gL —>a= 3 on remplace dans I’équation différentielle x par la

valeur proposée, soit :
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w |0q

4
:>>'é=a:?g—g:> a

Cherchons a présent le résultat relatif a la vitesse. L’équation caractéristique de cette

. . ’ . [ 2
équation différentielle de deuxiéme ordre sans le second membre est : * _Tg =

) 2 2
Ses deux racines sont : 7 =+ /Tg D on=— /Tg

s, s
Sa solution est donc : |x = Ae\/; + Be \/; +§ - (1)

Reste a déterminer les deux constantes Aet B . C’est ce qu’on en déduit des conditions
x=b

v=x=0
. : o [2g 2 [2g
L’expression de la vitesse est: [v=x=4 Tge\/; -B Tge \/; - (2)

Remplagons par les conditions initiales dans les deux équations(l) et (2) pour tirer
Aet B:

initiales et qui sont : # =0

2 2 =A==y
0=4,-5-B /—g:>A=B
L L
2 : .
Afin de simplifier les calculs, on pose @ = Tg . On doit connaitre en trigonométrie les

définitions et les formules particuliéres du sinus hyperbolique(sh) et du cosinus

hyperbolique (ch) , en particulier:
(/8 s —wt wt + —ot
shot = % ;. chot = eT s chlot—sh*ot =1

Ecrivons les deux équations (1) et (2) sous la forme :

_ a)t+ —wt _
x=2.2b Lie ¢ +£<:>x=2b Lcha)t+£—>(3)
4 2 2 2 2

v:xzz.zb;La)(e _26 ]<:>v=5c:2b2_La)sha)t—>(4)

. 2 . : . . .
Puisque x =§L , remplagons dans 1’équation (3) et tirons de 1’équation 1’expression du

cosinus hyperbolique (3) :

gL :22b_Lchwt+£:> chwt =
3 4 2 6b—-3L

De I’équation (4) on tire le sinus hyperbolique :

—(5)
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2b-L 2v

y=x= wshot = |shot =
a)(4b2 + 1 —4bL)

—(6)

Nous savons que ch’wt —sh’ot =1 . Sommons les équations (5) et(6) membre a membre

apres les avoir élevées au carré :

2
ch’*ot :( ]
6b—3L
2
sh’ot = v =12 = @ (—bz +bL —2L2]
o(4b* + 17 —4bL) 9

ch*ot —sh*ot =1

Revenons en arriére et remplagons @ par sa valeur pour obtenir a la fin la-valeur que nous

devons vérifier :
= 28] g +bL—3L2j
L 9

Application numérique : L =12m et b =Tm

v~10,6ms™

Autre méthode : beaucoup plus simple !!

A partir de I’équation X — Tgx =—g, et par une intégration on trouve la fonction v = f (x) :

jé_z_gx:_g:ﬂ:z_gx_g:ﬂdxz(z_gx_gjdx
L dt L dt L

@dv= 2—gx—g dx:>v.dv=(2—gx—gjdx

dt L L

(z—gx—g)dx:%vz I%xz —gx =’ :2%)62 —2gx—2%b2 +2gb

2
I1 ne reste plus qu’a retrouver le résultat précédent en remplagant x par EL . A 'la fin on

v= 28] _p +bL—%L2]
L 9
Exercice 5.19 :

1/ Quelque soit la position du point M sur la surface conique, I’angle a chaque instant

retrouve le méme résultat :

—_ , r r; ¥
est(OM,Oz) =, et par conséquent tangg =— =L = |z =r->
z V4 V4

0 0

2/ D’apres le cours, nous savons que l’accélération du point M en coordonnées
cylindriques est :
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a :(f—rez]ﬁ, +[r9+2r‘9}79 +Zi
— —_—— [
a, ag a,

. . . w_ . K . . L.
Si le point reste sur la surface du cone : z =#-L. Les forces agissant sur le point matériel
4
0

sont son poids P, & composante unique P = —mgui_, et la force de réaction R de la surface qui

a deux composantesR =R +R_=-Rcosa.i, + Rsina.i_.

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur
les trois axes du repére cylindrique. Nous obtenons :

P+R=mi=F

F=F +F,+F, =m(i—r6" )i, +m(20 +r0)i, + mzi, —(1)
F =—Rcosa.i, + Rsina.i, — mgii,

F =—Rcosaii, +(R sina—mg)ﬁz - (2)

Par identification des deux équations (1) et (2) on obtient trois équations a trois inconnues :

~Rcosa =m(f—r92)—>(3)
0=m(2/0+rd) = (4)

-mg + Rsina Zmif—-)(S)

X

3/ De I’équation (4) on en déduit I’équation 270+r60 =0, qui est la dérivée de la
quantité 7>6 par rapport au temps. Ceci nous conduit & »°60 =C* :
(rzé)v =2ir0+r'0 =0 r’0=C"
Nous connaissons 1’expression de la vitesse linéaire en coordonnées cylindriques a partir
de laquelle nous déduisons la vitesse initiale :

v(t)=7(t)i, +r(t)0(t)ii, +2(¢)d, = v(0) =7(0)i, +r(0)0(0)a, +2(0)i

¥ r

L’intensité de la vitesse initiale est donc:

v(0)=y[#(0)  +[(0)6(0) | +[2(0) T
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L’énoncé nous impose I’expression de 6 sans f(O) ni z'(O) . Ceci n’est possible que
sous des conditions initiales de la forme 7 (O) =z (O) =0 . C’est ce que nous admettons dans le
reste de I’exercice. Partant de 1a, la vitesse initiale est :

v(0)=r(0)6(0)
Suite a tout cela, nous pouvons poursuivre notre étude tel que :
26=C* = r(1) 0(c) =r(0) 0(0)
o) = r(O).r(O)z.é(O)
r(¢)
v(0)=r(0)0(0) |=|6="%
v(O) =v, , r(O) =7,

4/ L’équation (5) fait 1’objet de cette question car elle renferme une fonction
uniquer(t) , contrairement aux équations (3) et (4) qui sont fonctions de r(t) et G(t) en

méme temps. De l’équation(3) nous pouvons écrire :

1
R=— {mg+miif1
sin 7

Remplagons R par cette derniere expression dans I’équation (3) pour obtenir :

virt ol Z. 7
_2002'32_ 2002g ;(6)
+z r v, tz
o 0 0 0
L_ﬁ,_/
A(’b,"o,Zo) A(ro,Zng)

5/ Si le mouvement est circulaire uniforme cela veut dire qu’a chaque instant
r(t) :r(O) , en méme temps que( é(t) =C’e). L’expression (4) devient :

2.4 2
AL 1 Zyty v, _Z
27 3 2 7 8 2 2 > &

2 2 2
nhtzy rg 1tz nntzy 1tz

La vitesse demandée est donc : |v, =/2gz,

6/ Multiplions 1’équation(6) par 2" pour obtenir : 27¥ + Az—f =2Br
r

e e 2r . L. o A

La premicre intégration donne : I 2ridr + I A—dr = I 2 Brdi =i ——=2Br+C— (7)
r r

Pour obtenir la constante C on doit revenir aux conditions initiales citées plus haut

[1=0,#(0)=0] :

0-2=2pr+cslc=-2 2p
r r

L’équation (7) devient finalement :

f2=2A(i2—i2J+2B(r—r0)

reoorn
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Exercice 5.20 :
Nous utilisons la notation de Newton pour exprimer les composantes des vecteurs
position, vitesse et accélération :

F=q(E+7 »B)=q(Ek +07 + Bz - Byk)

F=q[0i + B +(E-By)k | > (1)

En appliquons la relation fondamentale de la dynamique on peut écrire :

F=F +F,+F =|F =mi+mj+mz|—>(2)

L’identification des deux équations (1) et (2) nous donne trois équations différentielles :
mx =0
my =qBz
mz =—q(E + By)

En tenant compte des conditions initiales :
t=0:

x(0)=0,y(0)=0,2(0)=0,%(0)=0,5(0)=0,2(0)=0
Nous écrivons le nouveau systeme de trois équations différentielles :
mi=0=%¥=0=>x%=C"=x(0)=0-(3)
mj=qB: = 5="LB:= jy="LB: - (4)
m m
q

m

By —(5)

mi=q(E-By)=>z:=LE-
m

Dans I’équation différentielle (5) on remplace y par sa valeur tirée de 1’équation (4) :

x=0->(6)
y=wz—>(7)
2+(B%jzz:%E—>(8)

En posantw = Bi, la solution de 1’équation (8) est:
m
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2

. E
z :as1na)t+,6’cosa)t+q—(ﬂj
m \ gB

mE
BZ

z=asinwt + fcoswt + —>(9)

Déterminons & et S a partir des conditions initiales en utilisant les deux équations :

mE
Bz

z=qsinwt + fcoswt +

Z=amcoswt — fasin ot
mE
4B’

t=0,2(0)=0,2(0)=0=a=0, f=-

Nous obtenons a la fin I’expression z(t) :

z(t) =— mE cos ot + mE :z(t) = mE 1—coswt
B’ B’ qB’ vy

——
a

z(t) :a(l—cosﬁ)

Il nous reste a définir I’équation y (t) . Dans I’équation (7) on remplace z , puis on intégre
pour arriver a I’expression y (t) :

j/=a)a(1—cos9):j/ =a)a—a)acosg)é£

y(t) =a(a)t—sina)t): y(t) =a(6’—sin9)

Finalement :
X (t) =0
y(t) = a(@—sin@)
z(t) = a(l—cosé’)
Se sont 1a les équations paramétriques caractéristiques d’une cycloide.
ZA

y:
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