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CONTROLE CONTINU (durée 02h)

Exercice 01 :05 pts
Etudier la nature et calculer en cas de convergence la somme des séries :

D it on(2) et 2 D (Bi=) 3) Tasstan(nvan +1)

Exercice 02 : 06 pts
Soit f une fonction de classe C* dans R telle que :

£(0)=4 et ¥n=1 fM(0) = —"22D b (g

1. SiYps0anx™ estle développement de Mac — Laurin de f, établir que

-)" g . - s
a, = ((2n+)1) , en déduire le rayon et le domaine de convergence de la série associée a f(x).
2. Calculer pour |X| < 1, les sommes des séries entieres Y% —" y2ntl oy e e
n= °(2n+1) n=0 2n+1)

En déduire I'expression de la somme f(x) en fonction des fonctions usuelles.
3. Trouver le plus petit entier n donnant une valeur approchée a 102prés de 7, préciser le signe
de l'erreur.

Exercice 03 : 09 pts

l. Soit la suite de fonctions définie par f,(x) = ﬁ x€R,neN",

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn(x))ndans R.
2) Comparer lim,_ o f0+°°fn(x) dx et f0+°° limy, 400 fn (%) dx ,que peut-on conclure ?
Il. On consideére la série de fonctions de terme général
vn =1 u,(x) = (—1)"arctan xX€ER .

n(x?+1)

1) Trouver le domaine de convergence D, de la série ).,5; u, (x).

2) Etudier la convergence normale, uniforme et absolue de la série Y5, u,(x) sur D, .
3) Montrer que la somme S(x) = Y.,,51 Un(x) est une fonction dérivable dans D,.
1)n n(1-x2)

n2(x2+1)2+x2"

4) Etudier le signe de S'(x) dans R .Montrer que la fonction S(x) admet un minimum au

Vérifier que: S'(x) = X,51(—

point x=1. (on vérifiera que S(1) < 0)
5) Vérifier que de la fonction S(x) est impaire et étudier ses variations dans D, .

Question facultative : Donner 'allure du graphe de la fonction S(x)



Le corrige

Exercice 01 :05 pts
1) 02pts u, = _th (zin)

v(0) n

e lim ln: 0,thx = x, 0< un~%= (l) =q"|ql <1 = ),s,u,converge .

n-+oo 2 4 =
o u,= —th (Zln) =— L Eni zntlhi= a,_1 — ay (série téléscopique).

. 1
nl_lHloo a, = n1—1>5-noo o 1 (x, = 7= 0gdn — +o0)
: 1

Sp=X%ur =a, —a, et nEerS" = m—

3) 01,5pts

A _on 1 . R )
L'équivalent de u, = Y.}, 2rVoE - comparaison avec l'intégrale :
1 oy , . .
= >
o f(x) s X2 2 fest positive ,décroissante et continue .
n Inn du n

o [ fedx= [, ==[Vu], =Vinn—in2

Alors u, = Y 3-, W_Nv Inn —vVIn2 - +0 = 0= },.,u, diverge.

4) 01,5pts

1

u, = tan (n V4n® + 1) = tan <1‘[2n (1 + $)2> = tan (ﬂZn (1 + # to (ﬁ)) )

n = tan (n2n+ﬁ(1 +0(1) )) = tan (ﬁ (1+0(1) )) ~.ﬁ > Y. Up diverge.
(tanx = 0 si O<x<§ alors u, 20vn=>1)
Exercice 02 : 06 pts

1) (02.25pts) f est une fonction de classe C* dans R telle que :

f0)=4 et vnz1 f™(0) = -2 f(-1)()
' 1.2.3 1.2 1.2.3.
f10)=—3, f(0) = 4(-1)2 22 = 4(-1)2=2, fO(0) = 4(-1)3 2>
N — Al 1\ _ ™o _ (D" _ (-1)"x™
vn=1f (0) =4(-1) Ty insi ap = —— —4(2n+1) et f(x) =4Y'% (2n+1)
lim |2 = 1 alors le rayon de convergence R = 1.
n—+co an
La série converge si |x| < 1 et diverge pour |x| > 1,
Six=lona Y}Z CD" st une série alternée convergente
n=0 2n+1) :
Six=-lona %}% oD est une série divergente.
le domaine de convergence D, = |—1,1].
2) (o02. 75pts) Le rayon de convergence des deux séries entiéres
2 1 x2ntl . . . n . n+1 [
Zn 0(2n+1) m et Zn 0(2 +1) est egala R = 1 Carn1—1>r—+1—’100 |an| = n1_1>r_11002 " |a2TL+1| =
—-In(2n+1)
lim e @ty =1
n—-+oo 1y 1
§100) = TaZy o2 x2S = Bim(— D" 22 = o
S0 - 51(0) = [ diz = arctanX.
1
S (x) = zn D XL 5100 = Thgy K =
X dt 1+X
$X) = $,(0) = ' 2 =11 (——E)dt——l ( ) ArgthX.
0
on déduit :
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) _ oo (_1)11 _ 1 2n+1 4arctan\/_
° six>0 f(x) =4 n=0 (ZTL+1) - Zn 0 (2n+1) (\/_) Vx
_ cte 4D 2L gyl
o six<O0f(x)= n0(2n+1) \/_Zn o(2n+1)( |x|) - Jixl
3) (01pt) (D’apres le second lemme d’Abel : limf(x) =4arctanl = = ;% ?2(;)1)

<1072

C’est une série alternée convergente alors |R,| < p—
Pourn = 199 la majoration ci-dessus est vérifiée en plus Rygg =

4(-1 . . e e
Zk>zooﬁ est positif car son premier terme est positif. Ainsi S199 €st une valeur

approchée par défaut de m.
Exercice 03 : 09 pts
1. 1) 02pts

e La convergence simple :

lim f,(0)=0 et Vx # 0, llm fn ()= lim

n-o+oo n—+oo n(x +1)

Alors Vx € R, lirp fn(x)=f(x)=0
n—+oo
e La convergence uniforme :

|x|
”fn - f” = Supxe]len(x)l = SqueRm ,ona f n(x) = nz(x2+1)2
X 0 1

Y - \O

et f, impaire

+00

Ifell = %—>O:f fo 3 0sur R.

+o0 +00 x 1 2 e
2) 01pt fo fu(x) dx = fo w7 D) dx = [5 In(x* + 1)]0 = 400,

S5 limy e fa(0) dx = 770 dx =

0
fn est continue et f,, 3 0 sur Rmais lim,_ o f0+°°fn(x) dx + f0+°o LM,y o0 fr () dx
car I'intervalle d’intégration n’est pas_borné.
1.

1)02pts VxER Vn>1 u,(x) = (—1)"arctan(fn(x)).

e vn=>1 u,(0) =0 alors },>; u, (0) converge.
o si x>0 u,(x)=(C1D", avecl}, = arctan(fn(x)) >

V>0
(Vdn  est décroissante
lim V;, =0
n—+oo
Donc Y ;51 Un(x) est une série alternée convergente
o six <0, u,(x) =— u,(—x) (impaire) on applique le critere d’Abel a).,s Un (—x)

alors

2) 02.5pts i) Convergence Normale:

1 1
”un” = Supr]Rlun(x)l = SuprRlarCtan(fn(x))l = arctan§~z . anl”un” DV alors

Yins1 Un (x) ne converge pas normalement sur D,.
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ii) Convergence uniforme :  },; u,(x) est une série alternée convergente alors ||R, || <

1
2(n+1)

||Vpt1 |l = arctan - 0 alors Y51 uy(x) converge uniformément sur R

iii) Convergence absolue :

Vx € R* Iun(x)|~%" avec ¢, = % > 0 alors Y51 |u, (x)| diverge

Alors la série ne converge pas absolument dans R sauf pourx=0

4) (01pt) Dérivabilité de S(x) :
Du,(x) estde classe C* sur R,

i)3Ix, = O:Zun(xo) cv

n=1
s . n(1+x?)
DUy (x) = (D", (x) ,Vx € R V,(x) < m < - alors ||[V,]| = 0
1-— 2
n(1 - x7) =(1-x?) n > sa dérivée( par rapport an)

" NZ(x2 + 1)2 + 12 n?(x?2+1)%2 +x

T n?(x?+1)%—x?
h=(*—-1) (2 (x2+1)2+x2)2

D’ou la suite (V)1 st monotone. Alors d’aprés i-iii Y.,51 U’ (x) CU sur R
On déduit que la somme S(x) de la série }},,5; U, (x) est dérivable et

() — _1yn _n@=x*)
Vx € R S'(x) = Yps1(—1) 22 41) 242
4) (01pt) Etude de S'(x)

S'(x) = (1 = x?) Xy (D"

est de méme signe que(x? — 1) pourn > 1

n

eI est une série alternée convergente,son

signe est le méme de son premier terme ie celui de (x? — 1),ainsi :
S'(x) > 0 pour |x| > 1= S est croissante sur |—oo, —1[U]1, + o[
S'(x) <0 pour |x| <1= S estdécroissante sur |—1,1].
S'(+1) = 0, alors S admet un minimum au point x=1 et un maximum au point x=-1
S(1) = an(—l)”arctani < 0 car son premier terme (—arctan %) est négatif.

5) (01pt) Les variations de S(x)

S(x) est continue sur R ( puisqu'elle est dérivable sur R), on déduit :

limy 4o S(X) = LMy po0 Lnz1 Un(X)=Lnz1 LMy pooln(X) =Xz, 0 =0.

Comme u,(x) est impaire alors S(—x) = —S(x) alors S est impaire.
X 0 1 400
S'(x) - 0 +

0 0
S(x) \ S(1) /
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