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Département de Mathématiques A.U 16-17
L2MATH /Analyse Il

Epreuve finale (durée 2h)

Exercice 01 : 04.5 pts

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

= +00 cos?x —\2x—m e™*
be—ow-———dx ; I ==
0 /(1-arctan?x) 2 2x—T

11 = dx.

Exercice 02 : 07.5 pts

1. Montrer que la fonction f(x) = e* est développable en série entiére sur R.

X3 X3 2E 1 i3 xV3 +00 x"cos
2. Sachantque:cos=—==Re(e"z) et es —+—=  montrerque:ez cosT =y 2 °T3
B . . x3n
en déduire que : (e + 2e zcos—) pInss 0 Gyt
| 4o X3
3. Soit la série entiére )72
z:”-0(311)!

i)  Trouver le rayon R et le domaine de convergence D, de la série.

3n
i) Onpose:Vx € ]-R,R[ S(x) =%;%, é 5 montrer que S est classe C“sur D .
Calculer les dérivées S'(x) et S"(x) et vérifier que : Vx € R, S"(x) + S'(x) + S(x) = e*

X
iii) Soit I'équation différentielle : (E) y" + y' + y = e*, vérifier que Yp = % est une solution

particuliére de (E) et montrer que la solution générale de (E) s’écrit : y(x) =
ez (clcos k] + czsmi) t5 ou c¢y,¢c, € R

. - ' 1 5 2 xV3
iv) En utilisant les valeurs de (0) et de S'(0), prouver que S(x) = 3 (e + 2e zcos T)

Exercice 03 : 08 pts

l. On considére la fonction f: ]0,1[ —» R telle que f(x) =1 — 2x
1) Montrer que la fonction f est développable en série de Fourier sinus sur ]0,1[ .
2) Calculer sa série de Fourier sinus étudier la nature de convergence sur]0,1[

sinn -1)n 1
en déduire lessommes :S; = Y21 — , S52= Dps1 CO° o S3 = Yns1 =

2n-1

Il. On cherche a résoudre le probléme aux Ilmltes :
y(0,0) =y(1,t)=0
(E) Z:Zy = 227327 avec les conditions gl(x, 0=f() 0<x<1
a—f(x,0)=o 0<x<1

1) En utilisant la méthode de séparation des variables ,montrer que
y(x,t) = (cicosAt + c,sinAt)(czcosdx + c,sindx) est une solutionde (E) ouA > 0,¢;, ¢, c3 et ¢, €R.

2) Montrer que la solution du probléme aux limites s’écrit : y(x, t) = Zn>1 cosZnnt sin2nmx
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Le corrigé

Exercice 01 : 04.5 pts
Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

T

n . n
1) 01.5pts I; = fo‘}# dx = [#f(x) dx

3[(1—arctan?x

g . Lo mf . Inx <0
» [ est définie, continue et négative dans ]O’Z[ : {(1 _ arctanzx) >0
> lin(l) f(x) = —0 = x = 0estun point singulier pour f.
X—

> (1—arctan®x = 0 > arctanx = 1= x = tanl > tan% =1>

N

ou (arctan% < arctanl = % <1

It

f(E) = 3—4 fini=x = T nest pas un point singulier pour f.
4 /(1—arctan2%) 4

> limvVx f(x) = limVxilnx = 0= f(x) & —= alors I'; converge.
x—0 x—0 Vx
Conclusion : I, converge.

2 2x—-1

oo 2y — — -x oo
2) 03.5pts [, = [ ~LEXINETTE D gy = [ 7 f(x) dx
2
» f est définie et continue sur]g, +00[.

_r 2
cos?x—2 x—zE e’ 2 (x—g) V2 [x-

— = lim - = lime—_ = —o0, Alors
LD ) ]

L]
®
N

el

lim f(x) = lim
x—>5f( ) P xX—>=
2 2 2

x = g est un point singulier pour f.

I =z f(0) du+ ;7 f@x) dx.

R e ——
~_~—————

7 J
V(g) e_% k 1
> f(x)~m= n%a=5<1=>1converge.
(+3)
1 cos2x e™* I " "
> f(x)_Z(Zx—n') Z(ZX_R)—mamm]— I'y+ 1"+ 1'%,

! La=1> I',= [@°—2— dx diverge
22x-m) 4x’ 27 Z0ex-n) GIVETgE.

2

» Iy = fg°° zzifr) dx converge d’aprés Abel, en effet
2

( T
!*Vy’>y>5

= <1

yl
f cos2x dx
y

sin2y’ — sinZy‘

L* gx) = 22— est décroissante et xl_l)t:loog(x) =0

e % +oo e”*
> lim x? =0= [",= —— dx converge
X—+00 V2x—-1 2 g V2x—T g

» Conclusion: I, = I';+ I",+ I'"',diverge



Le corrigé

Exercice 02 : 07.5 pts

1. 01pt lafonction f(x) = e* est développable en série entiére sur R,en effet :
f est classe C®sur R et vérifie pourtoutx:vn € N f™(x) =e*, f™(0) =1

) n n
La série ;S’O% ;mox— converge Vx € R ,en effet
. Ant+1 _ . 1 _ _ x _ +00 x™
lim = lim —=0=R =+owalors e*=)75—Vx€eE R
x—+00 dn x—+oo n+1l n!
B \/_ nf_1 V3\" . 2m n 2nm
—x x\/§ X _1 X +i xM"e"3 X"CoOS——
2. 02pts ezcosT=Re<e( )> Re Y+ u= ;Z’O%= o0
_1 X _x @) _ _1 +oo (1+2cos—)
2 (e + 2e 2cos ) =3 n_o—n I 0(3 5 puisque :
2nm 3 si n =3k
1+ 2cos ) = { .
( 3 0 sin=3k+1loun= 3k+2

x0=0, a3n:1

3n
3. 04.5pts Soit la série entiere Y%, X esttelle que {
Gn)! A3n+1 = A3n42 = 0

i. hm sup,/lan =lim*}/|az,| = lim — % = 0>R=+wet D.=R

n—>+oo n=>+% 31y (67n) 6n

. X 5N
i. VxeR Skx) =X1% , S est lasomme d’une série entiére alors elle est de classe
n=0 (3n)!

C%surR .

ogoeo XM x3  x6 9
S(x) = Znio()@n)! =1 +§+a+a+

-1 xZ xS

+oo x° —
S(X)— Zn 1(31’1 1)|_;+?+_+

n-2

S"(x) = yFe X

n=1(3p—2)1 " 11 ' 4!

onremarque: Vx ER, S"(x) +S'(x) + S(x) = ;000"_' = e*.
i.  (E) Y+ +y=e%
ex

Yo =75 Yp =¥p" =ypdol y," + y, +y, = e*: c’est une solution particuliére de (E)

~ |5

. . . R . 1.
Les racines de I’équation caractéristique associée > +r +1=0sontr = -5+

alors La solution générale de (E) s’écrit :

x

y(x)=e 2 (clcos AL czsm—‘/_) + = ol ¢, €R

iv. S0)=1 =>c1+§:1 d'oUc1=§.

SﬂD=0:§+ﬁQ

> —%cl =0douc, =0. Ainsi|S(x) =

Wk

(ex + 2e_;£cos xz—ﬁ) .

Exercice 03 : 08 pts

Lf:]0,1[»R f(x)=1-2x
1) 01pt Soit f le prolongement de f surR telle que fest impaire et de période P=2. f vérifie
les conditions de Jordan ie:
e Vx€eER |f(x)| <1



Le corrigé

e f = f est continue et décroissante sur ]0,1[
Alors Vx €]0,1] f(x)=1-2x=S (f(x)) = Y51 bpsinnmx

ie f est développable en série de Fourier sinus sur ]0,1] .

1
COSnTL'x 1 .

— 2 [~ xsinnmx dx]
0 0

2) Odpts b, = f (1 — 2x)sinnmx dx = 2 [

1 ; 1
1-cosnm 2XCosSnmx 1 cosnmx 1+cosnm sinnmx
b, =2 + ] -2 dx]:Z[—+ —2—] ]
nTt 0 nT nt 0
1+cosnm 2
b, =2 ona b2n=—et byp_1=0

fx) = Zn>1 b, sinnmx = Y51 bypSin2nmx = Zn>1 2 Sl?’lZTlTL’X 0<x<1

Comme f est continue sur ]0,1[ alors la série converge unlformement sur tout compact c ]0,1][.

e f (%) “Tl = Zn>1 2 smn =5 = Zn>1 st _ HT_l
1 _ 2(-pntt _ (G DL
b f(4) Zn>1 Slnn Zn>1 Cn-Dr = S2 = Zn>1 2n—-1 4

e Egalité de Parseval : Y54 bZnZ =2 fo fx)?dx = 2f0 1+ 4x% —4xdx

2
Ynz1

1 T
S3 = Xn=175 = o

_2
n2n2_3

9%y 9%y
II. 03pts (E) oz = a2 O pose y(x,t) = X(x).T(t)

()= X(2).T"(t) = X"(x).T(t) dou> =T = est = =22 02 1> 0

T

" 2y —
()= {)7{ 1:112;"( _ 8 Les racines de I'équation caractéristique 72 + 4> = 0 sont : 7 = Fil

La solution générale de T" + 22T = 0;s’écrit : T = c,cosAt + c,sindt,cy,c, ER
La solution générale de X" + 12X = 0 ; s’écrit : X = c3cosdx + ¢,sindx c3 et ¢, ER
Ainsi: y(x, t) = (c;cosAt + c,ysinAt)(czcosAx + cysinAx) est une solution de (E)

° y(o.t)=02c3_T:03c3:0
° %(X, 0) =0 =>(Cz)(c4sin/1x) =0 >c, = 0

o y(1,t) = 0= cuco8At.sind =0=>sindk =0=>A=nnn€’Z.
Alors la solution générale de (E) s’écrit },,,c; € cOSAL. sinnmx = Y,,,51 By, cosAt. sinnmx

e y(x,0) = f(x) =>Xps1 Bn.sinnnx = B, = b,(f) .

Ainsi la solution du probléme aux limites s’écrit : |y (x, t) = Zn>1 cosZnnt sin2nmx




