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Exercice 01 :05,5 pts

400 1—e X1t

Pour tout x € R, onpose  F(x) = |, S dt .
1) Montrer que F est dérivable sur I’intervalle [a, +oo[ (Va > 1).

2) Calculer F'(x) puis F(x) Vx > 1, endéduire I’expression de F(x) sans le signe

intégrale pour toutx € R . (OndonneT'(1/2) =)

Exercice 02 :08 pts

I.  Vérifier la convergence et calculer les intégrales impropres suivantes I =

1 dx +oo Ay
0 3/X(1-x2) J= f 14Y6’
Il. Soit ¢: R2> R? telleque ¢ (x,y) = (X, )—(mx —y)

1) Déterminer le domaine définition de ¢. ¢ est —elle injective ?
2) Trouver I’ ensemble des points tel que ¢ est un difféomorphisme local.
3) SoitD = {(x,y) € R%:0 <y <«x}
i) Monter que ¢(D) =]0,1[ X ]0, +o[
ii) Montrer que ¢ est une bijection de D vers ¢ (D), déterminer explicitement ¢ =1
(ind : utiliser X.Y et Z ). En déduire que ¢ est un difféomophisme global de D vers ¢(D).

dxdy
T(1+(x2-y2))
En utilisant le changement de variables ¢, calculer K .(vérifier que K = %I.])

IIl.  Soit I’intégrale double K = ff ’ (x y)z

Exercice 03 :06,5 pts
1) Compléter:
a) Le volume du domaine limité inférieurement par le plan x+ z = 0, supérieurement par le plan
x+z = 3 et entre les cylindres x? + y2 =16 et x% + y? =4 est

V=4 [ dof rdr|

rc059

b) L’aire du domaine hachuré est

Zcose

= J,d0J rdr+ [ dof dr . .

2) Ecrire en coordonnées cartésiennes I’intégrale : f 12 4g f /4 smcpdgo f

3) Ecrire en coordonnées sphériques I’intégrale : f_ L dx f_ m dy [ \/3% x

Représenter les domaines et leurs projections .



Corrigé

Exercice 01 : 5.5 pts
+o0 1—e X1t
1) (3,5pts) F(x) —f ——— dt .

t3/2
1—e~ lx—1|t _ 1_6—(x—1)t 3 af e—(x—l)t
L f(x,t)= 372 = 372 six=za>1et a(x,t)zT

o g . . . 0 . . .
. fo a_f dt est impropre mixte :ltlrr(}a—f (x,t) = +00 = 0 est un point singulier
i) 3x,=1: F(1) =0 donc converge.

.. a
i) fet a—f sont continues sur [a, +oo[ x ]0, + o[

On démontre que f+°° a—f dt converge uniformément sur [a, +oo[
i) [7°Lar=[ L dt+f+°° L dr vxeR.

I.1eresp ].zem‘—’esp
af 1 1
o Vx=>u« |a < o= g(t) ,fo g(t) dt converge = I CN donc CU sur [a, +ol.

o Vx>« |Z—f| < e (@Dt — g(¢)

lim t2 g(t) =0=> f+oo g(t) dt converge = J CN donc CU sur [a, +ol.

Alors f - dt converge normalement donc uniformément sur [a, +. ..

Conclusion : Fest dérivable V x € [a, +oo| (Va > 1) F'(x) = f+°° af dt

+0° e~ (-1t +oo e7U _rap) _ [n
2)(2pts) Vx>1 F'(x) = 7 dt = o 1)1/2f —7 du = —= |

Onavx>1 F(x)~F(1) =[] /%duzz m(x — 1).
0

o Xt
En posant X=(x — 1) > 0 et G(X) = f+ =€~ 4t =2vaX.

t3/2

Gestpaire, siX=(x—1)<0G6(X) = G(—X) = 2v—nX, alors

Vx <1 F(x)=2y—n(x—1)etcomme F(1) = 0,ondéduit ]V x E R F(x) = 2 /m|x — 1]

Exercice 02 :08 pts

L (@2pts) I=], W f f(X) dXx hrnf(X) = hrnf(X)

Alors 0 et 1 sont des points singuliers .1 :2™espéce
v(o) v(1)

fFOO) 25 et f(X) 2 —— .a=§<1=>lc0nverge.
X3 23(1-X)3

R . _l 2 NS _lp(i2y__m _m
Onposeu =X dX—ZuZduI—2f0u3(1 u)3—2,3(,)—25m2 NG

J= f+oo 1?_1}//6 = f0+oof(Y) dY de 1°™espéce
v(+00) )
fr) = ,a=6>1= ] converge .

I= e () - e

6°6 6smg 3

Il. Soit ¢: R?2> R? telleque ¢ (x,y) = (X, Y)—(—y x —y)

x+y



1) Le domaine définitionde ¢ : D, = R® —{(x,y):y = —x} @ n’est pas injective car

@(x,y) = @(—x,—y) pour (x,y) € D
2) ¢ estde classe C'dans D, car ses deux composantes sont de classe C* dans D, en plus
2y —2x 2 2

= |@+? @2 =422
det(](,, ) XZ; iZyy 4 (x+y)?

alors ¢ est un difféomorphisme local sur I’ensemble R? — {(x,y):y = +x}
3) SoitD = {(x,y) ER%:0 <y <«x}
i e ={ ) =(52x*-y?):xy)eD }

x+y
V(x,y) €D x>y >0alors:.
{ x2>y?=2Y=x2-9y2>0

=4%¢Osix¢y

limX=0<X<1= llmX (X est une fonction décroissante/y)’
yox

ii. VvVX,Y)e (p(D) 3! (x y) € D tel que (X,Y) = @(x,y),en effet :

| (m+f>
{X Y =(x—y)* 4
Y .
freent 7| (e
y N
Alors ¢ est une bijection de D vers ¢ (D). Comme ¢ est un difféomophisme local dans D, on
déduit que ¢ est un difféomophisme global de D vers ¢(D).
3 (x y)2 dxdy
. K= ff 9
En utilisant Ie changement de variables o,
X§ |det( —1)|dXdY 1 1 +o0 dY

(1—x2)% (1+Y6) 0 1/x(1 —X2) I 14Y6

3 (x y)2 dxdy
K= ff (1+(x2 2)6) ff(p(D)

2
OnablenK— —I]_F

Exercice3 :6,5pts

1)
a) Le volume du domaine U limité inférieurement par le plan X+ z = 0, supérieurement par le
plan x+ z = 3 et entre les cylindres x* + y* =16 et x* + y* =4 est

V= fff dxdydz = 4 f "/2 dgf rdr f3 Tcose

rcos6

b) L’aire du domaine hachuré est

A=2( [ /40 [ rdr + [ /+a0 [*° rar)

sin@—cosf

. i /2 "y o V2 3, _
2) En coordonnées cartésiennes [ '2d6 [ "*sing do [ ridr

o dx [ ay [T Ty 2z

2y2 x2

4) (Facultative)En coordonnées sphérigques f dx f N x2 dy [ e dz =
/4 o 2
fo J, "t sing do fo ridr.




