U. A B. T. 2015/2016
Département de Mathématiques
Durée: 90 mn

Rattrapage d’analyse numérique 2 (corrigé)

Exercice 1 (6 points)
Soient a € R, A € M3(R) et b € R? définis par:

1 —Q 1 1
A= —a 22 —a — o? b= —a
1 —a—a? 1+a?+at 1+ a?

1. Pour « # 0, résoudre Ax = b par la méthode d’élimination de Gauss.

2. Déduire det(A) et la factorisation A = LU.

3. Si b = (by,by,b3)" € R® Résoudre Az’ = b’ par la factorisation LU de A.
4. En déduire A1

Solution

1. On pose AW = [A(l)fb(l)}

1 —« 1 : 1 1 —« 1
AW = —a 20/ —a—a®> I —a —A®= 0 o? —a?
1 —a—a? 1+a%2+a* | 1402 0 —a?® oa?+at
1 —a 1 1
—A®= 0 o> —a? @ 0
0 O at a?
1 a+a—1
La remontée donne: x = E }
2. det(A) = det (A(S)) =1xa?2xa*=ab
A= LU avec
1 0 O 1l —a 1
L=| —a 1 0 etU=[0 o> —a?
1 -1 1 0 0 ot
3. Ax_b’@)LUa:_bW:){ Ly=v
Ur=y
1 0 0 Y1 b b
Ly=be| —a 1 0 ys | =1 b2 | & y=1 abi+by
1 -1 1 Ys b3 (Oé — l)bl + b2 + bg
1 —a 1 T by
Ur=y<| 0 o —a? ze | =1 ab + by =N
0 0 «of T3 (o — 1)by + by + b3

(20 +a® —2a+ 1) by + (a® +a — 1) by + (o — 1) b3
z=—| (@®+a—-1)b+ (a®+1)by +bs
o (a—l)b1+bg+b3



1 1 (2a* +a? —2a+ 1)
4. PourV =e;=| 0 |, r=—| (@+a-1)
0 @ (v —1)
0 (@®+a—1)
1
Pour b =e;= 11 |, T= (@®+1)
0 1
0 1 (v —1)
Pour bV =e3=1| 0 |, r=—11
o
1 1
1 (20 +a? —2a+1) (@®+a—-1) (a—1)
Dot A7t = v (@®+a—1) (a?+1) 1
(o — 1) 1 1

Exercice 2 (6 points)
Soit le systéme linéaire Az = b,ou A € M3(R) et b € R? sont donnés par:

a 0 v 1
A= 0 « /8 5 b= 2 ’
0 0 « 3

1. Ecrire la méthode itérative de Jacobi sous la forme d’un systéme itératif (expression des
itérés) pour résoudre le systéme linéaire Az = b.
2. Fournir une condition nécessaire et suffisante (sur les parameétres intervenants dans A)
afin que la méthode de Jacobi converge.
3. Ecrire la méthode itérative de Gauss-Seidel sous la forme d’un systéme itératif (expression
des itérés) pour résoudre le systéme linéaire Az = b.
4. Fournir une condition nécessaire et suffisante (sur les parameétres intervenants dans A)
afin que la méthode de Gauss-Seidel converge.
Solution
1. Pour « # 0, la méthode de Jacobi appliquée au systéme donné s’écrit:
(k+1) (k)

Ty =(1—z3")/a

25 = 2 - Bzl Ja k=0,1,2,...

xékﬂ) =(3-— 5x§k))/a
2. La condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode de Jacobi est p(By) < 1.

a 0 0 0 0 O 0 0 —v

A=D—-L—-Uavec D= 0 a 0 |, L=|10 0 0 ]eeU=]100 -0

0 0 « 0 -6 O 0 0 O
1 0 0 —v 1
By=DYL+U)=—| 0 0 -8 |=-—B
“\o0 =5 0 @

1 1 1
det(B; — Al) = det(——B — Al) = —— det(B + ul) avec A = —p.

a a a
det (B,—Al) =0 <det(B+pl)=0

p 0~y )
det (B+pul)=|0 p B |=p(p —p9o)
0 0 u

Les valeurs propres de B sont:

p =0, p19 = /B0, g = —/B0 si 36 >0
et



p =0, iy = 1/ =f30, g = —i\/—f30 si 36 <0
On déduit alors les valeurs propre de By :
1 1
)\1 :0,)\225\/&5,)\3:—5\/55 St B(SEO
et
1 1
AM =0, =i—/—00,\3 = —i—+/—[30 st 80 <0
Q@ Q

1
Le rayon spectral de By est p(By) = —+/|3d|
o
1
o(B)) < 1 on/IFTI< 1

1
En conclusion, la méthode de Jacobi converge si et seulement si —+/|B0| <1 et a # 0.
o
3. Pour o # 0, la méthode de Gauss-Seidel appliquée au systéme donné s’écrit:
(k+1) _ (k)
Ly =(1—vz3")/a
25 = (2 = g2l /a k=0,1,2,...
xékH) =(3— 6x§k+1))/oz
2. La condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode de Gauss-Seidel est
,O(Bgs) < 1.

0
0
—4

A=D—L—-U avec D = et U=

oo
o2 o
h
Il
coco
coo
coo
coo

—
—B
0

Bgs=(D—-L)' U =

~ QD o o

o oo
|- |
Q=R |~

o
N

S o oo

|

-
det (Bog—A)=| 0 —=A
0 0 HB0—A\
Les valeurs propres de Bgg sont:
A= do= 0, \g==5030
Le rayon spectral de Bes est p(Bgs) = = |59
p(Bgg) < 1 55 |80] < 1
En conclusion, la méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si % |36 <1 et a # 0.
Exercice 3 (4 points)

= S o=

|
R Imo

=N (580 =)

On considére la matrice A, = 1 le c 1 j_ - e > 0.

1. Calculer le conditionnement de A, pour la norme co. Pour quelles valeurs de ¢, la matrice
A, est-elle bien conditionnée? mal conditionnée?

2. Pour € = 2, utiliser la méthode de Jacobi pour calculer les valeurs propres et les vecteurs

propres de A,.

Solution

1 14+ -1 1 1
Or |Al| .. =2 t AT = ——— A7 = ——(2 = —.
Pl =24 et A7 = o (0 T ) A= g 49 =

1 2
D’ot condy(A) = B (24+¢)=1+ -

Pour ¢ — 0% la matrice A est mal conditionnée, pour € loin de 0 (par exemple pour € > 1)
la matrice A est bien conditionnée.



0 4

sont Ay = 2 et Ay = 4, les vecteurs propres associés sont respec-

NN
9—5:»3—< 22 | = D=RAR- (20).
2

2
Les valeurs propres de
tivement

A
V2
V] = _2L§ et vy =

Exercice 4 (4 points)
Soit f une fonction de classe C® sur R, k-lipschitzienne. On définit I’équation différentielle
automone z'(t) = f(x(t)) et on lui associe le schéma numeérique & un pas suivant:
Tpt1 = Ty + ho(xy,, h)
¢, h) = §f(2) + 3f(x+ 5/ (2)) + 5f (@ + hf(z + hf(2)))
i) Vérifier que le schéma est convergent.
ii) Montrer que le schéma est d’ordre supérieur ou égal a 3.
Solution
i) Consistance
¢(z,0) =5f (2)+3f () +5f(z) = f(2)
d’ot le schéma est consistant.
Stabilité
6w, h) — 6y, M| < 1£(@) — S +2 | Fla + 2 F(@) -y + 5F()
+ | f(@+hf(x+hf(@) = fly+hfly+hfy))l

sachant que f est k-lipschitzienne alors,
(0(z,h) = ¢y, h)| < Gk |z =yl + 3k o+ 5F(x) —y = 5F(y)| +
klz+hf(z+hf(x) —y—hf(y+hfy))
< (k+ 3hk? + $hk? 4+ $h2K3) |z — o

Sl

D’ou

|o(z,h) — ¢y, h)| < (k+ $h*k* + 1h2k%) [z —y|,  Vh €]0,h"].

La fonction ¢ est alors lipschitzienne par rapport a x et de ce fait le schéma est stable.
Conclusion

Le schéma est consistant et stable il est alors convergent.

it) Ordre du schéma

Tout d’abord le schéma étant consistant, il est d’ordre supérieur ou égal o 1.

De plus
G ) =4 (o4 @) Fo + B (@) + )+ B (o + b (e + b ()
0%

52 h) =52 (@)f (w451 (@) +5f (@)f (@ + Wf (@)f (2 + bf (z + bf (2)))+

o/ (@)f' (z + hf (2))f (w+hf(x+hf(fﬂ))>+hf (2)f" (@ + hf (@))f (= + Wf (z + hf (2))+

%[f(x;r hf(x)) +hf(x )f’($+hf(l“))] f"(x + hf (z + hf (2))

N %( 0) = §/2(@)f"(x) + §f(x) (f'(2))" + §f (@) (f'(2))" + § /() f"(2)
=3/%(z )f”( );%g( z) (f'(2))* = 5P (2)

Donc le schéma est au moins d’or



