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Avant-propos

Ce cours est destiné aux étudiants de la deuxiéme année licence de mathématiques, ainsi qu’aux
étudiants de deuxiéme année licence physique et de la science et de la technologie. Il porte sur les séries
et les intégrales généralisées tout en tenant compte des derniers programmes.

Le cours est traité en détail avec de nombreux exemples. La plupart des théorémes et propositions
sont démontrés a quelques exceptions prés ol nous renvoyons le lecteur aux références correspondantes.
A la fin de chaque chapitre nous proposons une liste d’exercices non corrigés.

Sept chapitres composent cet cours :

Le premier chapitre introduit une bref rappel sur les suites numériques.

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons les principales définitions, propriétés, et critéres de conver-
gence pour des séries numériques.

Le troisiéme chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie porte sur les suites de fonctions.
La deuxiéme partie traite les séries de fonctions. Nous avons exposé les divers types de convergence
pour les suites et les séries de fonctions.

Le quatriéme chapitre est consacré aux séries entiéres. Dans les quatre premiéres sections nous pré-
sentons l’essentiel sur le rayon et domaine de convergence, et la somme d’une série entiére. Les trois
suivantes sont consacrées au développement en série entiére ainsi que leur application pour la résolution
de certaines équations différentielles.

Le cinquiéme chapitre : Les deux premiéres sections donnent quelques éléments concernant les fonc-
tions de classe C'' par morceaux et les fonctions périodiques. Les deux sections suivantes sont consacrées
aux séries trigonométriques et aux séries de Fourier. Dans les deux derniéres sections nous présentons
le théoréme de Dirichlet et 'identité de Parseval.

Le sixiéme chapitre traite les intégrales généralisées. Nous avons donné quelques méthodes pour
étudier la convergence d’une intégrale généralisée de fonctions positives, ensuite nous avons généralisé
aux fonctions de signe quelconque. Nous avons présenté aussi la méthode d’intégration par parties et
la formule de changement de variable.



Chapitre 1

Rappels sur les suites

1.1 Définitions

Définition 1.1. Une suite numérique est une application de N, ou d’une partie de N, dans R.

La suite elle-méme est notée (up)nen (si elle est définie sur N), ou simplement (uy)nen s'il 0’y a pas
d’ambiguité sur ’ensemble de départ.

uy, est appelé le terme de rang n de la suite (uy,)nen.

Définition 1.2. Une suite (uy)nen est dite :

1. croissante, (resp. strictement croissante) si

Up < Upi, (resp. , up < Upy1) pour tout n € N.

2. décroissante, (resp. strictement décroissante) si
Up > Upad, (resp. , Un > Upy1) pour tout n € N.

On dit que (up)nen est monotone si elle est croissante ou décroissante, (strictement monotone
si elle est strictement croissante ou strictement décroissante).

Définition 1.3. Une suite (uy,)nen est dite :

1. majorée, (resp. minorée) s’il existe un réel M (resp. m) tel que
VneN, u, <M, (resp. VneN, u, >m).
2. bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire
dm, M eR, VneN, m<u, <M.
Autrement : La suite (u,)pen est bornée si

M >0, Vn e N, |u,| < M.

Définition 1.4. Une suite (u,)nen est dite stationnaire, si elle est constante a partir d'un certain
rang.
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1.2 Convergence

Définition 1.5. Soit (un)nen une suite numérique et ¢ un réel. La suite (uy)nen est convergente vers
lsi:
Ve>0 dngeN, Vn>ny |u,—/¢ <e.

On note lim wu, =fouwu, — £
n—-+00 n—-+00

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Définition 1.6 (Limite infinie). On dit que la suite (up)nen tend
1. vers +oosi: VA>0 dngeN, Vn>nyg u, > A.
2. vers —0c0si:VA>0 dngeN, Vn>ng u, <-—A.

Remarque 1.1. La suppression d’un nombre fint de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa
limite éventuelle.

Proposition 1.1. Soient (u,)nen une suite réelle et £ € R. On a l’équivalence suivante :

((Un)neN CONVETge vers E) — ((UQn)neN et (ugn+1)nen convergent vers Z).

Proposition 1.2. On a limplication suivante :

(un — e) — (|un| = w)

n—-+4o0o

Proposition 1.3. Soit (up)nen une suite numérique. Si lim |u,| =0, alors lim wu, = 0.
n—-4o0o n—-+4o0o

Proposition 1.4. Toute suite convergente est bornée.

Théoréme 1.5 (Opérations algébriques sur les suites convergentes).
On suppose que u, — u etv, — wv. Alors

n——400 n—+400
1. up+v, — uztw,
n—-+00
2. UpUy — UL,

n—-+o0o
3. pour tout A € R, Au, — Au,

n—+00
. 1 1 U U
4. s5iv#0, ona — — et — — —.
Up M—+00 U Up N—>+00 U

Théoréme 1.6 (Relation d’ordre). Si (uy)nen et (vn)nen deux suites convergentes telle que : uy, < vy,

pour tout n > ng. Alors on a : lim wu, < lim wv,.
n——+oo n—-+o0o

1.3 Théorémes de convergences

Théoréme 1.7 (Théoréme des gendarmes ). Soient (up)neN, (Vn)nen €t (Wp)nen trois suites réelles
£ € R. On suppose que :

1. (up)nen €t (Un)nen convergent vers £,
2. pour tout n > ng, Uy, < Wy < Up.

Alors (wp)nen est convergente de limite (.
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Théoréme 1.8.
1. Toute suite réelle croissante majorée est convergente.

2. Toute suite réelle décroissante minorée est convergente.

Remarque 1.2. Toute suite croissante (resp. décroissante) qui n’est pas majorée (resp. minorée) tend
vers +00 (resp. —00).

Définition 1.7. Les suites (up)nen €t (vpn)nen sont dite adjacentes si :
1. (upn)nen est croissante et (v, )pen décroissante,

2. la suite (v, — Up)nen converge vers 0.
Théoréme 1.9. Si deux suites sont adjacentes alors elles convergent vers la méme limite.

Théoréme 1.10. Soient (up)nen une suite bornée et (vy)nen une suite telle que vy, —+> 0.
n——+0oo

Alors uy.v, — 0.
n—-+o0o

Définition 1.8 (Suite extraite). Une suite (v,)nen est dite extraite ou (sous-suite) de la suite
(un)nen 81l existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que : v, = Ug(n)-

Proposition 1.11. Si (up)nen converge vers £ alors toute sous-suite converge aussi vers L.
Théoréme 1.12 ( Bolzano '-Weierstrass ?). Toute suite bornée admet une sous suite convergente.

Définition 1.9. Une suite (u,)nen est dite de Cauchy ? si elle vérifie la propriété :
Ve > 07 37”60 € Na (vpaq € Na pP=q= 7’L0) = (|Up_uq| < E)'
Remarque 1.3. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Théoréme 1.13. Une suite réelle ou complexe est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

1. Bernhard BOLZANO (1781 - 1848), mathématicien tchéque.
2. Karl WEIERSTRASS (1815 - 1897), mathématicien allemand.
3. Augustin-Louis CAUCHY (1789 - 1857), mathématicien francais.



Chapitre 2

Séries numériques

2.1 Généralités

Définition 2.1. Soit (uy), une suite réelles ou complexes. On lui associe une nouvelle suite (Sy,)n
donnée par :

n
Sn:ug—i—ul—l—~-—1—un:z:uk.
k=0

Le couple ((Un)ngN, (Sn)neN) est appelé la série de terme général u,,.

e u, est appelée le terme général de la série Z Uy -

n
n
o S5, = Z uy s’appelle la somme partielle d’ordre n de la série Z Up,.
k=0 n
e (Sp)nen est appelée suite des sommes partielles de la série Z Up.

n

Notation. La série de terme général u,, sera notée E Uy OU E u, pour ng € N.

n n>ng
1
Exemple 2.1. 1. Soit la série Zn: T T

1 1 1
S =
n=ig gt n.(n+1)

|
2. Soit la série %
n>3
31 4! n!

Définition 2.2. Une série Z uy, est dite convergente (ou qu’elle converge) si la suite (Sy,)nen de ses

n
sommes partielles est convergente.

La limite de la suite (Sy,)nen est notée
n “+oo
S =l Sn = Jim ) up =D v
= n=

8
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On dira qu’une série est divergente (ou qu’elle diverge) si elle ne converge pas.

Remarque 2.1.

1. La nature (convergente ou divergente) d’une série n’est pas changée si on modifie un nombre fini
de termes de la série, mais la valeur de la somme peut changer.
+oo
2. 1l faut manipuler la notation Z uy, avec prudence : elle ne désigne pas une somme au sens usuel

n=0
du terme, mais une limite, celle des sommes partielles.

Exemple 2.2 (La série géométrique). Soit r € R. On considére la série de terme général u, = r".

La suite des sommes partielles est données par :

n
Su o= Y rF=l4r+r?+o 4
k=0

Sutvant la valeur de r on obtient les cas suivants :
1— ,,qn—‘rl

o |r|<1.0nals,= . Donc la série converge vers la somme

1—7 ‘notool—r

+oo 1
S = "= )
n=0

e r>1. Ona lim S, =400 car (r" — +00), alors la série diverge.
n—00 n—-+00

o r = 1. La suite des sommes partielles S,, = n + 1. Dans ce cas lim S, = +oo donc la série diverge.
n—oo

o r < —1. La suite v n’a pas de limite quand n tend vers +0o, donc la série diverge.

1
E le 2.3. _.
xemple ; n(n+ 1)
La suite des sommes partielles est donnée par :
¢ ~ 1 g (1 1 )
n - T A~ — - — T -
— k(k+1) P ko k+1
B 1 1 1 T 1 1
B 2 2 3 ko k+1
= 1- — 1
n+1 n—+o0

Donc la la série converge, et la somme S = 1.

Définition 2.3 (Série télescopique). Une série Zun est dite télescopique s’il existe une suite

n
(Un)nen telle que le terme général u,, peut s’écrire sous la forme

Uy = Upg1 — Uy pour tout n € N.
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Proposition 2.1. La série télescopique Z(vn+1—vn) est convergente si et seulement si la suite (vp)pen

n
est convergente. De plus on a

—+00
S = Z(vn+1 —vp) = lim v, — vy.
n=0

n—0o0

Proposition 2.2. Soit (up)nen une suite réelle et (Sp)nen la suite des sommes partielles de la série
Zun. Alors on a :
n

up=2Sy et U, =25, — Sp_1 pour tout n € N*,

Proposition 2.3 (Condition nécessaire de la convergence). Pour que la série E Uy converge, il

n
faut que lim wu, = 0.
n—o0

Démonstration. En effet si la suite (Sy,)nen converge vers S, alors
5= g, St = B (S b ) = 8 g

On doit donc avoir

lim u, = 0.
n—oo

O]

Remarque 2.2. Cette propriété est trés utile pour prouver qu’une série diverge. En effet, si le terme
général de la série ne converge pas vers 0, on peut tout de suite affirmer que la série ne peut pas
converger.

Mais cette condition n’est pas suffisante comme le montre I’exemple suivant :

1 1
Exemple 2.4 (Série harmonique). Soit u, = —. La série E — est appelée la série harmonique.
n n
n>1
La suite des sommes partielles est :

11 1
S =14 =4 =gt
R e

1 1
On a bien lim — = 0. Mais la série Z — diverge.
n

n—oo n

n>1
Pour n > 1, on a
1
S. -S,=——>0.
n+1 n n+1
Donc la suite (Sp,)nen est croissante. De plus
2n
1 1 1 1
Son — Sy = - = oo
2n " Z n+1 * * + 2n
k=n+1

Y

n-+ 2

1 1
nl—|=-
2n 2

On en déduit que la suite (S, )nen n’est pas de Cauchy et donc diverge.
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Définition 2.4. Une série dont le terme général ne tend pas vers zéro sera dite grossiérement
divergente.

Exemple 2.5. 1. La série Zcosn diverge grossierement car lim cos(n) n’existe pas.
n——+o0o
n
n—1
=1.

L. n—1 . n .
2. La série E e dwerge grossierement car lim
n n—+o0 n
n

Définition 2.5. Soit Z Uy une série convergente. La somme de la série Z uy est appelée le néme

n k>n+1
reste ou (reste d’ordre n) de la série. On note R, :

—+o0
VneN, Ry= > w.
k=n+1

Proposition 2.4. Soit Zun une série convergente. Pour tout n € N, R, le reste d’ordre n.

n

Alors : R, — 0.

n——+oo
+oo
Démonstration. On note S = Z uy, la somme de la série Z Uyp.OnaR,=5-S5, — S-S=0. O
n=0 n>0 noteo

Théoréme 2.5 (Condition nécessaire et suffisante de convergence).

Une série Zun est convergente si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy, qui se traduit

n
par :

q
Ve >0, dng € N,Vp,q € N, (q>p2n0): Zuk <e
k=p+1

Démonstration. La série Z uy, converge, donc la suite des sommes partielles (.S, ),ecn associée converge.
n
On note S la somme de la série. Donc, pour tout € > 0 il existe m € N tel que :

|S, — S| < % pour tout n > m.

Soit ng := m + 1. Pour tout p,q € N tels que ¢ > p > ng, on a :

q
g
D> w = 1Sy = Spl <184 = S|+ 18 = S| < 5+
k=p+1

g

B E.

2.2 Opérations sur les séries convergentes

Proposition 2.6. Soient A € R ou C et Zun, Zvn deux séries numériques convergentes. Alors

n n
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1. la série Z(un + vy,) est convergente et on a

n

00 0 0
D (untvn) =D unt D vn.
n=0 n=0 n=0

2. la série E Au, est convergente et on a

n

n=0

n=0

Démonstration. Soient (Sp)nen, (Tn)nen les suites des sommes partielles des séries Zun , Zvn

respectivement. On a
VneN, Y (ug+uvp) =Sn+Tn, (2.1)
k=0
VneN, Y (Aug) = AS,. (2.2)
k=0

Comme les séries E U, g vy, convergent, les suites des sommes partielles associées convergent aussi.

n n
On passe a la limite dans (2.1) et (2.2) on obtient le résultat. O

2.3 Séries a termes positifs

Définition 2.6. Une série Z Uy est dite & termes positifs lorsque u, > 0 & partir d’un certain rang.

n
Autrement dit : il existe ng € N tel que u,, > 0 pour tout n > ng.

Remarque 2.3. La suite des sommes partielles d’une série a terme positif est croissante. En effet
Sp — Sp—1=up > 0.

Proposition 2.7. La série Zun est convergente si et seulement si la suite des sommes partielles

n
(Sn)nen est majorée.

Dans le cas contraire, la série diverge et lim S, = +00.

n—-+0o
Démonstration. D’apreés le théoréme 1.8. Puisque (S),)nen est croissante, elle converge si et seulement
si, elle est majorée. O

. . 1
Exemple 2.6. Considérons la série de terme général u, = —5 pour n € N*. Remarquons que, pour
n

n > 2,
1 1 1 1
< — .
“nn-1) (n—-1) n

n2
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1l en résulte que

3
3

2

Il

<
>

Il
=

IA

[—

+
()=
Y
N

|| =
—

|
o
~

k=1 k=1 k=2
n n
1 1
= 1 - -
T
k=2 k=2
= 1+ S 1 -~ 1 =2 1 <2
N k ko n
k=1 k=2

) . ) 1
La suite (Sp)nen est majorée, donc la série g — converge.
n
n

. 1 L . . .
Remarque 2.4. La série E —5 est un cas particulier d’une série appelée "série de Riemann!".
n

n>1

Théoréme 2.8 (Régle de comparaison). Soit Zun et Zvn deux séries G termes réels positifs

n n
telles que :
0<u, <wv, pourtout néeN.
Alors :
1. Si la série Zvn converge, alors la série Zun converge ; et on a :
n n

+o00 +o00

D un <) v

n=0 n=0

2. Sila série E uy, diverge, alors la série E uy, diverge.
n n

Démonstration.

1. Notons (Sp)nen et (Th)nen les suites des sommes partielles des séries Z Uy, €t Z v, Tespectivement.
n n

Supposons que Z v, est convergente. D’apreés la proposition 2.7 la suite (7),)nen est majorée (c.-a-d.

n
M >0, VneN, T, < M).

On a alors, pour tout n € N
n n

Sn: U < Uk:TnSMa
k=0 k=0

donc, la suite des sommes partielles (Sy,)nen est majorée, ce qui entraine que la série E Uy, converge.

n
Par passage a la limite, I'inégalité S,, < T}, donne

—+00 —+00
E Up < E Up -
n=0 n=0

1. Bernhard RIEMANN (1826 - 1866), mathématicien allemand.
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2. Supposons maintenant que E uy diverge, alors lim S5, = +oo. Donc lim 7, = 400, on déduit
n—-+00 n—-+00
n

la divergence de la série Z Up. O

n
3" -1

Exemple 2.7. 1. Considérons la série Z o

n>0
C’est une série a terme positif et on a

3n_1<<3>n tout >0
<| = pour tou n >0,
57 + 2 5

. 3\" . : :
et donc la série Z <5> est une série géométrique convergente de raison % < 1.
n

D’ou la convergence d’apres la régle de comparaison.

j 1
2. Etude de la série _—
; In(n)+n

Pour tout n > 1 on a In(n) +n < 2n et donc

1

_ >
In(n)+n —

1
on’

1 1
La série g — est divergente, on déduit que la série g W est divergente.
n n(n) +n
n>1

n

Définition 2.7. Soient (up)nen €t (vn)nen deux suites réelles ou complexes. On dit qu’elles sont
équivalentes quand n tend vers U'infini sl existe une suite (gy,)nen tendant vers zéro, telle que :

Up = vp(1 + &y).
On note : uy, ~ vy,
+o00

Proposition 2.9 (Caractérisation [1]). Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites réelles. Si vy, ne s’an-
nule pas & partir d’un certain rang. Alors

U, ~ Up Si et seulement si lim — = 1.
+o0 n—+00 Up

Théoréme 2.10 (Reégle d’équivalence). Soient Zun et Zvn deuz séries a termes réels positifs

n n
telles que, U, ~ vy.
—+00

Alors les séries g Uy, et g v, sont de méme nature.

n n

Démonstration. Puisque u, ~ v, alors lim — = 1. Soit ¢ €0, 1[. Donc il existe un entier ng € N
“+o00 n—-+oo Un

tel que :

Yn > ny,

un_l}gsv

Un
et alors
Vn > ng, (1 —¢e)vy <up < (14¢)vp,.

On applique alors la régle de comparaison. ]
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.Ona

22n
E le 2.8. 1. Soit
xemple 01 7;) 5n Tn

22n

Bitn 50 14 & i

22n

1

(

4

5

)

n
comme la série Z <5> est convergente (c’est une suite géométrique de raison % < 1), la regle

n>0

précédente montre que la série donnée est convergente.

n? + cos(n)

2. On considére la série E 3
ne +n

n>1

n*+cos(n) 1

nd+n

donc la série donnée est équivalente a la série harmonique, d’ou la divergence.

. Ona

n

cos(n)
n2

—n o~ -
1—}—$ +oo n

Proposition 2.11 (équivalents aux fonctions usuelles [1]). Soit (u,)nen une suite réelle telle que

lim w, =0. Alors
n—-+o0o

1. sin(uy) fol
oo

2. e —1 ~ uy,

{oo 6. 1 — cos(uy) 7

3. In(1 + uy) 3 Un

4. tan(uy,) 73 Un

5. arctan(un,) ~ U
+oo

o0
7. (I+wup)*—1 ~ au,
“+oo

8. sh(uy,) o

9. th(uy) fol

10. arcsin(u,) ~ uy,
+o00

11. argsh(u,) ~ up
+oo

12. argth(uy) 3 Un
oo

Théoréme 2.12 (Régle de d’Alembert 2). Soit Z Uy, une série a termes réels strictement positifs

telle que :

. Un+1
lim =
n—+00 Uy

Alors
& Sil <1 la série Zun est convergente.
n

O Sl > 1 la série Zun est divergente.

n
& Sil =1, on ne peut pas conclure .

Démonstration.

n

3

avec

£ e [0, +00].

{$ Sif < 1. 11 existe un réel r tel que £ < r < 1 et il existe un entier ng tel que, pour tout entier

Un4-1
Un

n > ng, on ait

Up < TUp_q < MPUp_g < -+ < M0y, = (

Or la série géométrique Z r™ converge puisque 0 < r < 1.

n
Donc la série de terme général u,, est convergente.

2. Jean le Rond D’ALEMBERT (1717 - 1783), mathématicien frangais.

< r. On en déduit par récurrence, pour tout entier n > ng :
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$ Si ¢ > 1 éventuellement ¢ = +oo. Il existe ng € N tel que, pour tout entier n > ng on ait
Un41

Un,
vers 0. La série g uy est donc divergente.

n

> 1. On en déduit que up4+1 > up, > 0 pour tout n > ng. Le terme général u,, ne tend pas

U 1
¢ On ne sait rien dire lorsque lim "+l — 1. La série de terme général — et celle de terme général
n

n—+00 Uy
1 . . Upgl
— vérifient lim Uax
n n—+00  Up
converge (Série de Riemann).

= 1, mais la premiére diverge (série harmonique) alors que la seconde

O]

n
Exemple 2.9. 1. Etude de la série Z Ly
n!
n
On a

Uny1  (n+1)" T nl ( n >"

U,  (n+D! v \n+1

1 n
On sait que lim (1 + > =e.

n—-+4oo n
. Un+41 1 N L. n"
Donc lim = — < 1, d’ou la convergence de la série Z —.
n—+00  Up e " TL'
. . 1
2. Etude de la Serie Z W

n>1

Pour toutn >1 on a
Unt1 _ (2n — 1)22n—1 _ (2n—1) . 1 <1

U, (2n + 1)22n+1 4(2n + 1) n—+oo 4
Donc la série donnée converge d’apres la régle de D’Alembert.

Théoréme 2.13 (Régle de Cauchy). Soit Zun une série 4 termes réels positifs telle que :

n

lim Yu, =4, avec L€ [0,+00].

n—-+o0o

Alors
& Sil <1 la série Zun est convergente.

n

O Sil > 1 la série Zun est divergente.
n

& Sif =1, on ne peut pas conclure .

Démonstration. { Si ¢ < 1, il existe r €]¢, 1] et un entier ng tel que : pour tout n > ng on a Yu, <r,
d’olt u, < r™. La série Zr” est une série géométrique convergente car r < 1. Donc d’aprés la
n
régle de comparaison la série Z u, converge.

n
& Sif>1, il existe ng € N tel que : /u,, > 1, et alors u, > 1. Ceci implique que la suite (uy)nen ne
tend pas vers 0 et donc la série Z uy est divergente.

n
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= 1. Or la

. . 1 1 . . .
¢ Si £ =1, les deux séries de terme général — et — vérifient la condition lim ntl
n n n—+00  Up

premiére diverge (série harmonique). Par contre la deuxiéme converge (série de Riemann).
0

a

Exemple 2.10. Etude de la série Z g—n pour a € R.

n
In(n)
vn® e n 1
— = — — < 1. D’oq, la convergence d’aprés la régle de Cauchy.
3 3 n—=too 3

On a Yu, =

Théoréme 2.14 (Comparaison avec une intégrale). Soit f une fonction définie sur |a,+oo],
positive et décroissante, telle que : . liin ft)=o0.
—+00

On pose ng = [a] + 1 ([a] la partie entiére de a), et u, = f(n) pour tout n > ng.
Alors la série Zun converge si et seulement si l'intégrale /+OO f(t)dt converge?.
En cas de convgrgence on a: ’

oo

+o0 +00
/ fOdt< > up < F(t)dt.

o+l n=no+1 no

Démonstration. Notons (S, )nen la suite des sommes partielles de la série Z Uy,

n
Soit k € N avec k > ng . Puisque f est décroissante on peut écrire pour tout = € [k, k + 1]

k+1
f%+U§ﬂ@§ﬂM=éﬂh+D§A F(t)dt < (k).

Sommons ces inégalités pour k = ng, - -- ,n, et on applique la relation de Chasles*. On obtient

ﬁNM+Ds/

k=ng n

+1 n
fleyde < 7 f(k).

n
0 k=ng

Par hypothése on a f(n) = u,, et alors

n+1
Spi1 — Ung < / f(t)dt < S,.

0

On a aussi

n+1 n
/ ft)dt < 8, < / F)dt + up,.

0

+o0o
Comme la suite (Sp)nen est croissante, de 'inégalité de droite on a Zun converge si / f(t)dt
a

n
converge, et de celle de gauche la réciproque. O

1
Théoréme 2.15 (Série de Riemann). Soit o € R. La série de terme général — est convergente si
n

et seulement st o > 1.

—+oo x

3. / f(t)dt est dite convergente si la limite lim f(t)dt existe. Voir Chapitre 6.

x—+o0

4. 1\/([1ichel Chasles (15 novembre 1793 4 Epernon, 18 décembre 1880 Paris), mathématicien frangais.
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1
Démonstration. & Si a <0, le terme général — ne tend pas vers 0, donc la série est grossiérement
n
divergente.

{ Sia =1, cest la série harmonique, qui diverge.

1 1
$ Si0<a<1l,onan®<ndonc — < — pour tout n > 1. D’aprés la régle de comparaison la série
n n®

diverge.

1
¢ Si a > 1, on considére la fonction z — — positive et décroissante sur [1, +oo[. On a
x

1 1 1
Sdgt= (1),
;1o 1—a \zo!

+oo
Comme lim = 0, 'intégrale —dt est convergente.
z—+oo 1 1 to

Par conséquent, la série E —, converge pour o > 1.
n
n>1

Théoréme 2.16 (Régle de Riemann). Soit Zun une série G termes positifs. S’il existe

n

1. a>1 tel que n®u, — 0, alors la série E Up CONVETJE.
n—-+4o0o
n

2. a <1 tel que n*u, —> o0, alors la série Zun diverge.
n—-+0oo

n

Démonstration. 1. Soit a > 1. Comme n“uy, —+> 0, pour tout € > 0 il existe ng € N tel que
n—-+0o0

n“uy, < e, pour tout n > ng.

o 3 1 - . -
Ceci implique : u, < —. Comme g — est une série de Riemann convergente, la série g U,
n n

n n
converge d’apreés la régle de comparaison.

2. Pour a <1, pour tout A € RY il existe ng € N tel que
n%u, > A pour tout n > ng.

On obtient

Uy > e pour tout n > ng.

. . . . . . 1
Le fait que o < 1 la série E uy, diverge par comparaison avec la série de Riemann g —.
n

n n

O

1

Proposition 2.17 (Série de Bertrand?®). Soit a et 3 deuz nombres réels. La série Z ()P
n®(lnn

n>2
converge si et seulement si (a« > 1), ou (e =1 et B> 1).

5. Joseph Bertrand (1822-1900), mathématicien francais.
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Démonstration. 1. SI > 1, il existe un réel v tel que 1 < vy < a. Alors

1 1
" n®(Inn)?  ne=7(Inn)s S 0,

car « — vy > 0. Donc d’aprés la régle de Riemann 2.16 la série de Bertrand converge.
2. Si < 1. De méme maniére, on a
1 1w —3
nm =n"%Inn) N +00,
donc la série est divergente.

3. Supposons que a = 1.

1 1
e Si 8 <0, pour tout n > 3 on a ————— > — donc d’aprés la régle de comparaison la série
n(lnn)f — n
1 .
E ——— est divergente.
n(Inn)P
n

e Si > 0. La fonction z —— f(x) = est positive et décroissante sur I'intervalle [2, +o00],

L
z(lnx)B

donc en utilisant la régle de comparaison avec une intégrale (Théoréme 2.14).

Sif#1,o0na
/; t(gtt)ﬁ - [(l??lﬁ_BE 1 i 3 ((lnx)lfﬁ — (In 2)175) :

Il en résulte que

i In2)1-8
1‘ / it 2= s>
z—+00 [o t(lnt) ~+00, si0< 6 <L

Alors, la série converge si 8 > 1, et diverge si 0 < 5 < 1.
Maintenant si § = 1.

vodt
/2 TIn(@) = In(In(z)) — In(In(2)) oo TOO

Donc, la série g

—— di .
4 (o n)? iverge

2.4 Séries a termes quelconques

2.4.1 Convergence absolue

Définition 2.8. Soit (uy,)nen une suite réelle ou complexe. On dit que la série Z u, est absolument

n

convergente (ou converge absolument) si la série g |uy,| converge.

n

Définition 2.9. On dit que la série E u, est semi-convergente si elle converge mais ne converge

n
pas absolument.
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Théoréme 2.18. Toute série Zun absolument convergente est convergente et on a

n

“+o0o
D> uk

k=n

+o00o
< Z |ug| pour tout n € N.

k=n

Démonstration. Soit g Uy une série absolument convergente. Pour montrer la convergence de la série

n

Z u, on montre que la suite des sommes partielles notée (S, )nen est de Cauchy.

n

Notons (7}, )nen la suite des sommes partielles de la série Z |un|, donc elle vérifie le critére de Cauchy
(Théoréme 2.5) ; autrement dit : pour tout € > 0 il existe ;LLO € N tel que

T — T = |tnt1] + |tng2| + -+ - + |um| < € pour tout m > n > nyg.
Grace a I'inégalité triangulaire, on a pour tout m > n > ng

| S — Shl [tnt1 + Unga + - -+ U

<
< ‘un—i-l’ + ’un+2| + -+ ’um’ <eg,
et donc la suite (Sy,)nen est de Cauchy, d’ou la convergence de la série Z Up,.

n

En passant & la limite sur m dans 'inégalité suivante

m m
D u| <Y Jul,
k=n k=n

et puisque les deux limites existent on obtient I'inégalité énoncée. O

Remarque 2.5. La réciproque du théoréme précédent est fausse.

Exemple 2.11 (Série harmonique alternée).
n

La série Z (=1) est appelée série harmonique alternée. Elle converge d’apres le critére de Leibniz
n>1

(voir lexemple 2.13 (cas o =1)).

Mazs cette série ne converge pas absolument, elle est donc semi-convergente.

2.4.2 Transformation d’Abel
n
Soient (tn)neN, (an)nen €t (bn)nen des suites réelles. On note u,, = a,by, et S, = Zak.
k=0
Une transformation d’Abel sur la série Zun c’est ’écriture suivante :

n

n—1

> uk = (bk — brs1)Sk + bnSn. (2.3)
k=0 k=0
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En effet, an a

Zuk = agbo—i-Zakbk

k=0 k=1
n
= apby + Z(Sk — Sk—l)bk
k=1
= aobo+ Y bpSk— > bkSk—1
k=1 k=1
n n—1
= aobo + ) bkSk — Y bis1S5k
k=1 k=0
n—1 n—1
= agby + Z b Sk + b,Sy, — Z b1 1Sk
k=1 k=0
Par hypothése on a Sy = ag, alors
n n—1
> ug =3 (b — bpy1)Sk + bp S
k=0 k=0

Théoréme 2.19 (Critére d’Abel %). Soient (an)nen, (bn)nen deur suites réelles telles que

n
D a

k=0

1. Il existe une constante M > 0 telle que, pour tout n, on ait <M.

2. (bn)nen positive et décroissante vers 0.

Alors la série E anby, est convergente.

n

n
Démonstration. On note (1),),en la suite des sommes partielles de la série Z anby,, donc T, = Z aby..

n k=0
n
On pose S, = Z:a/yC7 donc d’apreés 2., |S,,| < M pour tout n € N.
k=0
En appliquant la transformation d’Abel (2.3) on obtient
n—1
T, = (bk — bk+1)Sk + b, Sh. (2.4)
k=0

La série Z(b” — bp41)Sy converge absolument car

n

|(bn, — brt1)Sn| < M(by, — byy1) pour tout n € N.
De plus la série Z(bn — by11) est une série télescopique ” convergente (Car lim b, = 0).
n—+o0o

n
Dans (2.4) on a b,S, — 0carb, — 0 et la suite (S,)nen bornée.
n—+o00 n—+o00

Donc la suite (7},)nen admet une limite finie, d’ou la convergence de la série Z anbn,. ]

n

6. Niels ABEL (1802 - 1829), mathématicien norvégien.
7. voir la proposition 2.1
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2.4.3 Séries alternées

Définition 2.10. On appelle série alternée une série numérique dont le terme général est de la forme
(—=1)"uy, ou (—1)"u, avec (un)nen une suite positive.

Exemple 2.12. Z(—l)”, Z (_i)n

n>0

Théoréme 2.20 (Critére de Leibniz®). Soit la série alternée Z(—l)"un. Si la suite (up)nen est
n

décroissante, et lim w, =0, alors la série alternée E (—1)"u,, converge.
n—+o00
n

De plus on a la majoration du reste d’ordre n :

+oo

> w

k=n+1

Démonstration. Soit (uy)nen une suite a termes positifs.
n

On pose (Sp)nen la suite des sommes partielles de la série Z(—l)”un telle que S, = Z(—l)kuk. On

n k=0
a Sy, = Sop — S2n+1-

La série Z(—l)"un converge si (Sp)nen converge.
n

Pour cela on va montrer que les suites (S2,)nen, (San+1)nen sont adjacentes. Si c’est le cas les deux
+o0

suites auront une meéme limite S = Z(—l)”un.
n=0
En utilisant la décroissance de la suite (uy,)nen on obtient les inégalités suivantes :

Sont+2 — Sop = Uznq2 — U2ny1 <0 et Sopy1 — Son—1 = U2y — Uzp41 > 0.

Donc la suite (S2p)nen (resp. (S2n+1)nen) est décroissante (resp. croissante).
De plus on a

Sont1 — Sop = —U2p1 — 0.
n—-+oo

En on déduit que les suites (S2y,)nen, (S2n+1)nen sont adjacentes, donc (Sy,)nen converge.
De plus pour tout ,n € N, on a S 1 < Sopgg <5 < Sopga < Sop, d’olt les inégalités

0 < Ropy1 =S5 — Sont1 < Song2 — Sont1 = Uzny2.
Ry =S — Sop > Sony1 — Son = —U2p41-
On obtient 0 < Rop+1 < ugpt2, Ron <0 et |Rop| < |ugnt1]- d

(-1

nOé

Exemple 2.13. Etude de la série de terme général u, =

Sia<0ona:|uy =n"" — +oo donc la série diverge car la condition nécessaire n’est pas
n—+oo

satisfaite. De méme pour oo = 0 car |u,| = 1.

Sta>0, — — 0 et décroissante. Donc d’apres le critére de Leibniz la série converge.
ne n—+oo

8. Gottfried Willhelm LEIBNIZ (1646 - 1716), mathématicien allemand.
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2.4.4 Produit de Cauchy des séries

Définition 2.11. On appelle produit de Cauchy des séries g Uy, €t E Up, la série E wy, telle
n n n
que :

n n
Wy, = E Uply = E UpUp—p = E Up—qUq-
p=0 q=0

p+q=n
(="
\/ﬁ .

La série produit an de la série Zun avec elle méme. On note wg = 0, pour tout n > 1

Exemple 2.14. Soient (up)nen et (Un)nen deuzx suit réelles telles que : u, = v, =

n—1 n—1
1
Wy, = Zukun,k =(=1)" Z R —
k=1 = Vk(n —k)

n—1

Remarque 2.6. Les termes de la somme A, = Z

1
P Vk(n—k)

1

sont tous supérieurs a 5. Donc, on a

En on déduit que la suite (An)nen ne converge pas vers 0, et par conséquent lim wy, # 0. Donc la série
n—oo

g wy, est grossierement divergente.

n

=k
NG

On remarque que la série produit diverge malgré que la série E est convergente (voir

n

Vezemple 2.13).

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que le produit de deux séries convergentes
soit une série convergente.

Théoréme 2.21. Le Produit de Cauchy Z wy, de deux séries absolument convergentes Z Uy et Z Un,
n

n n
est une série absolument convergente.

De plus
+oo +o0o
o = 35 ( 3
n=0

n=0 \p+g=n

—+o00 n +oo +oo (26)
(S (50) (1)
n=0 \ ¢=0 n=0 n=0

n n n
Démonstration. On considére les suites des sommes partielles U,, = Z U, Vi = Z v et W, = Z Wi

k=0 k=0 k=0
On pose

Li={(p,g) eN?, 0<p<mnet0<p<n}

Jn={(p,q) €N?, p+q<n}.
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D’autre part, on note
n

W, = Z Upvy | = Z UpTyq
k=0 \p+qg=k (p,9)€Jn
n n
UV, = ( Up qu = Z UpVg.
p=0 q=0 (pa)€ln

Etape 1. Cas des séries & termes positifs.
Gréace aux inclusions I,, C J, C I, on a

Z Uplg < Z Uplg < Z UpVq-
(p,9)€EIn (P,a)€Jn (p.a)€l2n
Ceci implique
UV, < W, <Us, Vo, pourtout neN. (2.7)

Puisque les séries Z Up €t Zvn convergent alors (Uy)nen €t (Vy,)nen convergent.

n n
Donc d’aprés inégalité (2.7) et le théoréme d’encadrement la suite (Wy,)nen converge et

23 () (5

Etape 2. Cas des séries a termes quelconques.
Les séries E Uy, €t g vy, sont absolument convergentes, on en déduit la convergence de la série produit

n n
des séries Z lun| et Z ||, et on a
n n

E , UpUq

p+q=n

< Z |up|[vg].

ptg=n

|wn| =

D’oil la convergence absolue de la série E wy, d’aprés la régle de comparaison.

n

Maintenant on va montrer 1'égalité (2.6).
On a pour tout n € N

U Vo — W, = Z UpVq — Z UpVq = Z UpUq.
(p9)€ln (p,9)€Jn (.)€l \Jn
D’ou

UV — Wy| = >
(0,9) €T\ Jn

< Z |up||vg]

(p,q)EIn\Jn

= Z |up||vg| — Z [up||vg]

(P,9)€EIn (P.9)€Jn
n n n
= Z‘uﬂ Zh’q‘ _Z Z |up||vg]
p=0 q=0 k=0 \p+q=Fk
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Par conséquent lim U,V,, — W, = 0. Donc
n—-+00

2.4.5 Utilisation des développements limités

Maintenant on va introduire la technique du développement limité pour étudier la convergence d’une
série a termes quelconques dans le cas ou les résultats précédentes ne s’applique pas.

(=D"

Exemple 2.15. Etudions la convergence de la série Z TS On utilise le développement limité
n4+ (—

n>2

1
de la fonction au voisinage de 0.
14+

1
1+x

=1—z+axe(x) telque lime(z)=0.
z—0

On a

G VN G <1+<—1>”>‘1

n+ (=1)" n n
—1)" 1" —1)" —1)"
O C N C A
n n n n
o= 1 1 /(=
- n n? + n2€ n
. ) o . (="
Donc la série donnée est convergente comme somme de trois séries convergentes : la série Z -~
n

n

. . . 1 . . .
est la série harmonique alternée (Page 22), la série g — est une série de Riemann, et la série
n

n

1 (=)™
Z —¢€ est absolument convergente.
n n

n

—1)"
Exemple 2.16. Déterminons la nature de la série Zln (1 + (=1) )
n

n

En utilisant le développement limité In(1 + x) = x — % + 22¢(x), on trouve :

="y _ =y 1 1 /=)”
In(1+ = - — 4+ ¢ .
Vn Vn 2n  n Vvn
On conclut la série étudiée est divergente car le deuxiéme terme est le terme général de la série de
Riemann.
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2.5 Regroupement de termes d’une série

Théoréme 2.22. Soient g Uy une série numeérique, ¢ : N — N une application strictement crois-
n
sante, et g VU, une série numeérique définie par :

n

$(0) #(n)
Vg = Zuk, et vy, = Z ug,  pour tout n > 1.
k=0 k=¢(n—1)+1

1. Sila série g uy, converge alors la série E vp converge et ces deur séries ont méme somme.

n n

2. Sila série E Uy, est a termes positifs et si la série E v, converge alors la série E Uy, converge

n n n
et ces deux séries ont méme somme.

Démonstration.

1. Soient (Up)nen, (Vi)nen les suites des sommes partielles associées aux séries g Uy, E vy, Tespecti-

n n
vement.

Pour tout n € N on a -
n o(n

Va= op = up=Usum),
k=0 k=0

donc la suite (V},)nen est une suite extraite de la suite (Up,)pen-
Si la série Z uy, converge de somme U, alors la suite des sommes partielles (U, )nen converge, dans ce

n
cas la suite (V},)en converge aussi vers la méme limite de (Up,),en. Donc la série g vy, est convergente

n
de somme égale a U.

2. Supposons que la série Zun est & termes positifs. Si la série Zvn converge de somme égale V,

n n
alors la suite (V},)pen majorée (c’-a-d. IM >0, Vn € N, V,, < M). De plus les deux suites (Up,)nen et
(Vi)nen sont croissantes. Comme 'application ¢ est strictement croissante, ¢(n) > n. Alors, on a

U, < U¢(n) =V, <M.

On en conclut que la suite (U, )nen est convergente car elle est croissante majorée, et par conséquent
les séries g Uy, et E v, ont méme somme U. O

n n
Remarque 2.7.

1. La série Zvn est dite série déduite de Zun par regroupement des termes ou (sommation par

n n

paquets ).

2. La réciproque de l’assertion 1. est fausse.
Exemple 2.17. Soit u, = (—1)" et et p(n) = 2n. Alors on a

D p=1-1+41-1+1—14-+1-1+-

n V0 V1 Vo Un
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la série Zvn est convergente (série nulle) alors que Z(—l)" diverge.

n n
Théoréme 2.23. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si lim wu, = 0 et s’il existe m € N* tel
que n——+o0o
vn €N, 6(n+1) - ¢(n) <m,

alors les séries E Uy, et E v, sont de méme nature.

n n

Démonstration. Voir Guinin-Joppin [10] la page 65. O

(-1 |
L (_1\n > == . =
nt (—1)" pour n > 2, et on prend ¢(n) =2n+1. On a ngrfoo up =0 et

pour tout n > 2, ¢(n+ 1) — ¢(n) = 2.
On va étudier maintenant la série Z vy, telle que

n

Exemple 2.18. Soit u, =

é(n) 2n (_1)k
2. 2 T (—1)
k=¢(n—1)+1 k=2n—1

1 1 1

2n+1 2n  2n(2n+1)

on déduit que la série Zvn est convergente d’aprés la régle d’équivalence. Cela

n

Comme vy, ~ —,
+oo 1N

implique la convergence de Zun.

n
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2.6 Exercices

Exercice 2.1. Calculer la somme des séries dont le terme général u, est donné par

1 (n+2) 1
R — (A2 S 3. >0
n? + 3n + 2 ¢ ln<(n+1)2>’n_1 (n+)n+2)(n+3)

Exercice 2.2. Montrer la divergence des séries dont les termes généraux sont définis par :
1 .
n!, nln|1+— |, ch(n), max(2, cos(n)), sin(n).
n

Exercice 2.3. Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

n! m2 \" 1 4+ Inn
1. —, a>0 3. 2” 5 —F
n n-+1 ny/n
5 7 V/ _
2. In <1+ng> 4. narcsin — 6. votlove vn
n ne

Exercice 2.4.

1. Soit g an, une série & termes positifs convergente. Prouver que la série g (r*~ — 1) converge
n>1 n>1
pour tout r > 1.

. . . . \ Gn
2. Soient g A, g bn, deux séries positives convergentes. Montrer que les séries E vy by, E -~
n
n n

n n
sont aussi convergentes.

3. Soient Z Qnp, Z b, deux séries a termes positifs. Montrer que si hén b— =400 et Z bn, diverge,

alors la série E an diverge.

Exercice 2.5. Etudier la (convergence absolue, semi-convergence, divergence) des séries suivantes :

Dl (2" ("
L 72 g 7; n! g 7%:1 1+ nln(n)
_1)n 3 n
2. ;:L—i—e” 4. ;co;n 6. ;tan «

7. Z / t" f(t)dt avec f une fonction continue sur [0, 1]

n>1
Exercice 2.6. Etudier la convergence des séries :

LY A - 2. ) sin (Sm”> 3. ) In (1+ 2(_nm>.

n>2 + n>1 n>2




Chapitre 3

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre on considére I une partie de K = (R ou C) et (f,)nen une suite d’éléments de
F(Z,K) l'espace des fonctions définies sur I & valeurs dans K.

fn: I — K

3.1 Suites de Fonctions

Définition 3.1 (Convergence simple ). On dit que la suite de fonctions (fy,)nen est simplement
convergente (ou converge simplement) vers la fonction f : I — K si pour tout x € [ la suite
(fn(x) — f(x)) converge vers 0. On écrit

Veel, lim fu(z)= f(z).

n—-+00
Ve el, Ve >0, dng €N, Vn e N, (n >ng) = (|fu(z) — f(z)| < e).

f est appelée limite simple de la suite (fy)nen sur 1. On note f, CIL> I

Remarque 3.1. On remarque que ’entier ng dépend & la fois du choiz du € et du point x de I.

Exemple 3.1. On considere la suite de fonctions fp(x) = z™ sur [0,1].
On a, pour tout x € [0,1] on a 111}_1 " =0, et fr(1) =1.
n—-+0oo

Donc la suite f, % f telle que

[0, pourze|0,1]
fx) = { 1, pourx=1.

Exemple 3.2. Soit la suite de fonctions fn(z) = (1 + £>n définie sur R.
n

€T n
On a, pour tout x € R, la limite lim (1 + —) =¢e”, donc (fn)nen est simplement convergente vers
n

n—-+0o
f(x) =e* surR.

Remarque 3.2. Le premier exemple montre que la limite simple d’une suite de fonctions continues
n’est pas continue en général.

29
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Définition 3.2. L’application
I lloo s BUL,R) — Ry
fo = fllee = sup|f(2)],
xel
est une norme sur l'espace B(I,R) (I'espace des fonctions bornées de I dans R), on I'appelle norme

de la convergence uniforme.

Définition 3.3 (Convergence uniforme). On dit que la suite de fonctions (fy,)nen converge uni-
formément vers f sur [ si ||f, — f|loo converge vers zéro. On écrit

i [[fo = flle = lim_sup|fu(x) = f(2)] = 0.

n——+o0o zel
Ve >0, dng e N, Ve € I, Yn € N, (n > ng) = (|fu(z) — f(z)] < e).
La fonction f est dite limite uniforme de (f;,)nen-
Exemple 3.3. Etude de la convergence uniforme de la suite définie par

fon: [0,1] — R
x — z"(1—x)

On a pour tout x € [0,1] lim 2" (1—=z) =0, donc (fn)nen converge simplement sur I vers la fonction

n—-+00
nulle.
Maintenant on va calculer sup |fn(x) — f(x)|, on étudie les variations de gn(x) = |fn(x) — f(x)| sur
z€[0,1]
[0,1].

La fonction g, est dérivable pour tout x € [0,1] et

golw) = 2" (n = (n+ 1)a),

T 0 71 1
gn(x) + 0 -
o2

)
\ 0

c’est-a-dire

g
In ()
0 /

Donc la fonction g, admet un mazximum au point r =

_n_
n+1’

n n \" n
le[lﬂl,)l] |fn($) —f($)’ =9n <n+ 1> - <n+ 1) (1 B n+1> '

; _n )" -1 _ ; ;
On sait que <n+1> WS € Or 121[1017)1] | frn(x) — f(x)] N 0, donc la suite de fonctions (fn)nen

est uniformément convergente vers zéro sur [0, 1].
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Proposition 3.1. Soit (fn)nen une suite de fonctions converge simplement sur I vers une fonction f.
Si il existe une suite réelle (ap)nen positive de limite égale a 0 telle que

|fn(x) — f(2)] < an  pour tout x € I. (3.1)

Alors (fn)nen est uniformément convergente sur I vers f.

Démonstration. De I'inégalité (3.1) on obtient

— <
Sup |fn(z) = f(2)] < ap W O

. cvu
ceci montre que f, ﬁ f. O

—nx

Exemple 3.4. On considére la suite de fonctions définie par : f,(x) = pour x € Ry etn > 1.

La suite (fn)nen converge simplement sur Ry vers f(x) = 0.
Pour toutn > 1, on a :

efnx

|[fn(z) = f2)| = <

n

pour tout = € Ry.

S

% —+> 0, on en conclut que la suite (fn)nen converge uniformément vers 0 sur R.
n—-+0o0o

Comme

Remarque 3.3. Pour montrer qu’une suite de fonctions (fn)neny ne converge pas uniformément sur
une partie I C R, il suffit de trouver une suite (a,)nen positive telle que, pour tout n € N,

sup | fn(z) — f(z)| > an, avec lim o, #0.

zel n—-+0o

Proposition 3.2. Si la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f sur I, alors elle
converge simplement sur I.

Démonstration. Supposons que la suite (f,)nen est uniformément convergente vers une fonction f sur
I, c’est-a-dire

Ve >0, dng € N, Vn € N, (n > ng) = (sup |fn(z) — f(x)] < e).
zel

Pour tout z € I on a

|fo(@) = f(2)] < sup [fu(z) — f2)] <e.
e
Donc (fn)nen converge simplement vers f sur I. O

Définition 3.4. Une suite de fonctions (fy,)nen est dite uniformément de Cauchy sur [ si : Pour
tout € > 0, il existe n. € N tel que si p > n. et si ¢ > n. alors, sup|fp(x) — fy(x)] < e.
zel

Proposition 3.3 (Critére de Cauchy de convergence uniforme). Une suite de fonctions (fy,)nen
est dite uniformément convergente si et seulement si elle est uniformément de Cauchy.

Démonstration. On suppose que (fy,)nen converge uniformément vers f sur I, on écrit

Ve >0, Ing € N, Vn > ng, sup|fun(z) — f(z)] < g
zel
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L’inégalité triangulaire entraine que, pour tout p,q € N tels que p > ¢ > nyg

[fp(@) = fo(@)| < |fp(@) = f(@)] + [f(2) = fola)] < 5 +

DN ™

Donc la suite (fy)nen est uniformément de Cauchy.

Réciproquement, on suppose que la suite de fonctions (fy,)nen est uniformément de Cauchy. On a
pour tout = € I la suite (fy(x))nen est de Cauchy, donc elle converge vers f(z).
Ve >0, dng €N, Vp,ge N, Vx € I, (¢ >p>no) = (|fp(z) — fy(z)| <e).

En faisant tendre ¢ vers l'infini, on obtient |f,(z) — f(x)| < € pour p > ng, Donc (fy,)nen converge
uniformément vers f sur I. d

Théoréme 3.4 (Continuité). Soit (fn)nen une suite de fonctions de I dans R. Si :
1. (fn)nen converge uniformément vers f sur I.
2. Pour tout n € N, f,, continue sur I.

Alors f est continue sur I.

Démonstration. (fn)nen converge uniformément vers f sur I, donc
Ve >0, 3ng €N, Vn > no, Yz € I, |falz) — f(z)] < % (3.2)

Comme f;, est continue sur I, donc pour tout zg €
€

377 >0, Vo eI, |.%'—.ZL'0’ <, ’fn(x) _f'fl<m0)’ < 3

(3.3)

On va montrer que |f(x) — f(x)| < e. On a pour tout x € I tel que |z — xg| <7, et pour tout n > ng

[f (@) = f2o)| < [f(2) = ful@)| + | fu(@) = ful@o)| + | fu(z0) — flz0)] <.
Donc, f est continue en xg. O

Remarque 3.4. Ce résultat est souvent utile sous forme contraposée : si une suite de fonctions conti-
nues converge simplement vers une fonction discontinue, la convergence n’est pas uniforme.

Exemple 3.5. Dans l'exemple 3.1 on voit que f,(x) = x™ est continue sur [0, 1] pour tout n € N, mais

f(x):{(l) six#1

st =1,
n’est pas continue en 1.

Théoréme 3.5. Soit (fn)nen une suite de fonctions uniformément convergente vers une fonction f

sur I, alors pour tout suite (z,,)nen de points de I, la suite (fn(:nn) - f(xn))neN converge vers 0.

Démonstration. Résulte des inégalités

fu(xn) — f(xy) <sup|fu(z) — f(x)] pour rour n € N.
zel
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Remarque 3.5. Pour montrer qu’une suite de fonctions (fn)neny ne converge pas uniformément vers
une fonction f sur une partie I C R on essaiera de trouver une suite (rp)nen dans I telle que

n——+00

Exemple 3.6. La suite de fonctions (fn)nen donnée par : fn(x) = n?ze "*

0 sur [0, +o0].
Par contre, la convergence n’est pas uniforme. En effet on a f, (%) =ne"

converge simplement vers

L ne tend pas vers 0.

Théoréme 3.6 (Heine !. Convergence uniforme et intégration). Soit (f,)nen une suite de fonc-
tions réelles. Si

1. fp ——— ] f, et 2. les fy, sont continues sur [a,b].
(l

Alors f est intégrable sur [a,b] et on a

ngrfoo/ fn(x)dx = /b E{Eoo fn(x)dz = /ab f(x)dx

Démonstration. Puisque (fy,)nen converge uniformément vers f et les f,, continues sur [a,b], alors f
est continue, donc intégrable sur le segment [a, b].

On a pour tout n € N
b b
/ fn(x)dz — / f(x)dx

Comme sup |fn(z) — f(z)] — 0, on en déduit directement le résultat. O
z€[a,b] n—+00

N IA
= \
| _
\_/ §ﬁ
%
S %
g |
=
/—\ /-\
\_/ :
I
~ =
-

Remarque 3.6. Le théoreme précédent n’est plus valable si les intervalles ne sont pas des segments
(intervalles fermés bornés).

1
Exemple 3.7. On considére la suite de fonctions fp(x) = { n T € [0,n},

0, stnon.

n—

Pour tout x € R, on a hl}_l fu(z) =0, d’ou f, % 0.

1
On voit que sup | fp(z)| = — S 0, c¢’est-a-dire que f,, % 0 alors que / fn(z) =1 ne converge
z€eR n n—+ R

pas vers 0.

Théoréme 3.7 (Convergence uniforme et dérivation). Soit (f,)nen une suite de fonctions de
classe C' sur I. On suppose que :

cvs cuu

Dans ces conditions, la suite f, % f et feCl surl telle que

n—-+4o0o

(1 #) = 7 =) = im0

1. Eduard Heine (1821-1881), mathématicien allemand.
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Démonstration. Soit a € I fixé, et f, € C! sur I. On a pour tout z € I

fal@) = fula) + / "t

On note hy(z) = fn(z) — fu(a), le théoréme 3.4 implique la convergence uniforme de (hy,)pen sur tout
segment de I vers la fonction

o) = @)+ | "t

g est continue sur I puisque les f/ sont continues et converge uniformément sur I, donc f est de classe
Clsur Iet f=g. O

Remarque 3.7. Si (fn)nen une suite de fonctions uniformément convergente sur I n’implique pas que
(f1)nen converge aussi uniformément sur I.

(o0
Exemple 3.8. Soit f,(z) = sm(an) sur R.

: N ) 1
On a nll)r_{loo fn(z) =0 (car la fonction sin bornée et 27 nSThe 0).

La suite (fn)nen converge uniformément vers la fonction nulle. En revanche la suite (f],)nen ne converge
méme pas simplement.

Théoréme 3.8 (Premier théoréme de Dini?). Soit (f,)nen une suite de fonctions continues sur
le segment [a, b]. Si
1. f, [—C”‘-”A f, et
a,

2. pour tout x € [a,b] la suite (fn(2))nen est monotone.

St f est continue, alors fy % f-
a?

Théoréme 3.9 (Deuxiéme théoréme de Dini). Soit (f,)nen une suite de fonctions continues
croissantes sur un intervalle fermé borné [a,b] a valeurs dans R. Si

1. fa [c&) f, et
a,

2. f est continue sur |a,b],

alors la converge de (fn)nen vers f est uniforme sur |a,b].

Pour les preuves des théorémes précédents voir [8] page 228 et [12] page 74.

3.2 Séries de Fonctions

Définition 3.5. Soit (fy,), une suite de fonctions, on lui associe une nouvelle suite de fonctions (S, )nen
donnée par

Sp(x) = ka(:c), pour ne€Netzel

La suite (Sy,)nen est appelée suite de sommes partielles de la série de fonctions Z fn(x).

n

On appelle série de fonctions de terme général f,,(x) et on note Z fn(x) le couple ((fn)neN, (S’n)neN) :
n

2. Ulisse Dini (1845 - 1918), mathématicien italien.
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Définition 3.6. On dit que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [ si la suite de

n
fonctions (Sy,)nen converge simplement sur I.

Autrement dit : la série Z fn(x) converge pour tout = € I.

n
Si c’est le cas, on définit une nouvelle fonction S sur I donnée par

n—-+o00

+o0
S(x) = lim Sp(z) =Y falx).
n=0

La fonction S est appelée somme de la série Z fn(x).

n

On appelle ensemble ou domaine de convergence simple de la série Z fn(x) Pensemble

{x el : an(x) Converge}.

e’l’LIE
Exemple 3.9. On considére la série de fonctions g —
n
n

enx
Les fonctions fn(x) = — sont positives. On a
n

fopr(z) n

lim

n—+oo fn(a;‘) o n—+oo n + 18

Danc d’apres la regle de d’Alembert la série converge simplement si e* < 1, autrement dit le domaine

de convergence simple est R* .

Définition 3.7. On dit que la série an(x) converge absolument sur [ si la série Z | fr ()]
n

converge simplement pour tout x € I.
sin(nx)
n? + |x|
On a pour tout n € N et x € R

Exemple 3.10. Soit Z
n

1
_n2'

sin(nx)
n? + |z|

une série de fonctions sur R.

n

. 1 ‘ . . .
La série E — est convergente (série de Riemann), donc d’apres la régle de comparaison la série donnée
n

n
est absolument convergente sur R.

Définition 3.8. On dit que la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur [ si la

n
suite (S )nen des sommes partielles converge uniformément sur 1.

Proposition 3.10 ([11], page 316). Une série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur I
n

st et seulement si :

1. la série Z fn converge simplement sur I,

n
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2. la suite (Ry)nen des restes converge uniformément vers O sur I.

x'ﬂ
Exemple 3.11. Montrons que la série E (—1)"— converge uniformément sur [0, 1].
n
n

P z - - n ey . .
Cette série est alternée, donc converge simplement car la suite % est positive et décroissante vers 0

pour tout x € [0,1] (Théoréeme 2.20).
De lVinégalité (2.5) on obtient

+oo ZL‘k .’L’n+1 1
R, = -1)"— < = .
Bal =] 3 (0" | @) = 5 <
k=n+1
Ceci implique
1
sup |Rn(z)| < —
xe[0?1}| ol )|_n+1n—>+oo

D’apres la proposition 3.1 le reste R, % 0. On en déduit que la série Z fn converge uniformément

’ n

sur [0, 1].

Proposition 3.11 (|11], page 316). Si la série de fonctions Z fn est uniformément convergente sur

n
I alors (fn)nen converge uniformément vers 0 sur I.

Définition 3.9. On dit que la série Z fn(x) converge normalement sur I si et seulement si la série

n

Z | frlloo converge tel que || frnllco = suII) | fn(2)].
BAS

n

. cos(nx
Exemple 3.12. FEtude de la convergence normale de la série de terme général fp(x) = 2l((§ sur R
n?In(n
pour n > 2.
1
La fonction cos est bornée pour tout x € R, donc || fn|lco = ————. Comme la série Z ———— est
n?1n(n) = n?1n(n)

convergente (série de Bertrand), on conclut que la série de fonctions E fn(x) converge normalement
n>2
sur R.

Exemple 3.13. On considére la série de fonctions Z fn(x) telle que
n

fu(z) = nze V" pour € R,.

Pour étudier la convergence normale on doit calculer || fnlloo = sup |fn(z)].
z€ER4
La fonction f,, est dérivable sur Ry et pour tout x € Ry

fi(x) = nz(2 — zy/n)e ™V,



3.2 Séries de Fonctions 37

x 0 % +00
' (x) 0 + 0 -

o i (%)
0 / \‘ 0

2
On en déduit que ||fnlloo = sup |fu(x)| = fn () =4e 2.
[ fnl xeﬂhl ()] NG

La série Z | frlloo est grossiérement divergente, donc la série de fonctions an(a:) ne converge pas
n n

normalement sur R .

Proposition 3.12 (Critére de Weierstrass). Soit (f,)nen une suite de fonctions sur I. S’il existe

une suite réelle (o, )nen positive telle que la série Z ay, converge, et pour tout n € N, et tout x € 1

[fn(2)] < am, (3.4)

alors la série de fonctions E fn(x) converge normalement sur I.
n

Démonstration. En utilisant l'inégalité (3.4) on obtient

Puisque la série g oy, converge, donc d’apres le critére de comparaison la série g | frlloo converge,
n n
cela implique que la série E fn(x) converge normalement sur I. ]

n

sur R.

Exemple 3.14. On considére la série Z sin(n)
= ny/n

i 1

sm(nx oo s . .

n\(/ﬁ) et la série E —5 est une série de Riemann convergente. Par
n>1 T2

conséquent, la série de fonctions est normalement convergente sur R.

<

Pour tout © € R on a

A1
3
n2

Théoréme 3.13 (Critére d’Abel uniforme). Soient (fn)nen €t (gn)nen deuz suites de fonctions de
I dans R telles que :

> @) <M

k=0
2. Pour tout x € I la suite (gn)nen est décroissante.

1. 1l existe M > 0 tel que pour tout n € N, sup
zel

7

3. La suite (gn)nen converge uniformément vers 0 sur I.

Alors, la série Z frn(x)gn(x) converge uniformément sur I.
n

Démonstration. La démonstration est basée sur la transformation d’Abel (voir la page 20) O
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Théoréme 3.14 (Continuité). Soit Z fn(x) une série de fonctions sur I et xg € 1. Si

n

1. pour tout n € N, f,, est continue en xg,

2. an(x) converge uniformément I,

alors la somme f(x g fn(z) est continue en x.

Démonstration. On applique le théoréme 3.4 de la convergence uniforme et continuité a la suite des

sommes partielles Sy, ( Z fr(x O

Théoréme 3.15 (Intégration). Soit (f,)nen une suite de fonctions intégrables de |a,b] dans R. Sila
série Z fn(z) converge uniformément sur |a,b].

Alors la somme f(x Z fn(x) est intégrable sur [a,b], et l'on a

b b [+oo +oo b
/a Fla)de = / <;) fn(m)> i = ;} ( / fn(x)dm) .

Démonstration. On applique le théoréme 3.6 de la convergence uniforme et intégration a la suite des

sommes partielles Sy, ( Z fr(x O

Théoréme 3.16 (Dérivation). Soit Z fn(z) une série de fonctions de I dans R. Si
n

1. pour tout n € N, f,, est de classe C' sur I,

2. la série Z fn(x) converge simplement sur I,

3. la série Z fr(x) converge uniformément sur I.

Alors la somme f(x Z fn(z) est de classe C* sur I, et l'on a

—+00 ! +o00
- (Eie) - s
n=0 n=0
Démonstration. Appliquer le théoréme 3.7 de la convergence uniforme et dérivation a la suite de fonc-

tions (Sp)nen telle que Sy, ( Z fr(z O
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3.3 Exercices

Exercice 3.1. Etudier la convergence simple et uniforme de (fn)nen sur le domaine indiqué :

1. fp(z) = zarctan(nx) sur R

[ 2™In(z) ]0,1] _
2. fn(x)—{o 0 sur I =10,1]
3. fo(z) = nze™™ sur R avec a € R
ne’ + ze *
. = 1
bl =" s o,1)
Exercice 3.2. Soit (fn)nen une suite de fonctions définie par : f,(x) = a ?f‘

1. Montrer la convergence simple et uniforme de (fn)nen sur Ri.

+o00
2. Calculer lim Jn(x)dx.

n—oo 0

Exercice 3.3. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b < 1. Calculer

b xQn
lim sin | ——— | dx
n—oo J, 1+ xr2n

Exercice 3.4. Etudier la convergence simple et la convergence normale des séries de fonctions sui-
vantes :

1 il R
'Zjl—l—ﬂc”’me *
n

xn
3. E —, x € [-a,al.
) Te " cR >0 n:
) E —, T =
In(n)’ *
n>2

Exercice 3.5. Soit (fn)nen une suite de fonctions donnée par :

fu(x) =™ pour a > 0.

+oo
On pose f(x) = Z fn(x).
n=0

1. Trouver le domaine de définition de f.

2. Etudier la convergence uniforme de la série Z fn(z) sur [a,+ool.

n>0
>, arctan(nz)
Exercice 3.6. Soit la fonction f(x) = g ———5 —— pour x € R.
n
n=1

1. Montrer que f est continue sur R, et de classe C' sur R*.

. li ! li .
2. Calculer i, fi(zx) et Jm f(x)

Exercice 3.7. Pour tout entier n > 1 et tout x € R, posons

@) = 22 el Fo(z) = /0 ().
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Suites et séries de fonctions

1. Etude de la série de fonctions Z fn(x)

n>1

1. Montrer que la série de fonctions g fn converge normalement sur R .

n>1
On pose f(x Z fn(x) pour tout x € Ry

it. Montrer que f et contmue sur Ry.

iti. Calculer f(x) pour tout x € Ry.

2. Etude de la série de fonctions Z F,(z)
n>1

a. Soit v € R, A laide de deux intégrations par parties, calculer Fy(x).

b. Montrer que la série de fonctions Z F,(x)

n>1
o
On pose F(x Z F,(x) pour tout x € R
n=1
c. Calculer lim F(z).
r—r+00
3. Montrer que F(x / f(t)dt, pour tout x € Ry.

4. En déduire lidentité suivante :

r

est normalement convergente sur R, .

+o0o 1
ZQZE
n=1



Chapitre 4

Séries entiéres

Définition 4.1. Une série entiére est une série de fonctions dont le terme général est de la forme
anz" telle que (an)nen est une suite réelle ou complexe et z € K. Les nombres a,, sont appelées les
coefficients de la série entiére.

Cette série sera notée Z apx™ ou Z anz".

n n

Remarque 4.1. 1. La série E an(z — 20)" est aussi une série entiére.

n

L. an . -\
2. La série E —, nest pas une série entiére.
z
n

3. L’utilisation de la notation x (resp. z) pour la variable signifiera le cas réelle (resp. complexe).

Exemple 4.1. 1. Les polynémes sont des séries entiéres.

2. La série géométrique g 2" est une série entiére.

n

L ; : . £ (o)
3. La série de Taylor d’une fonction en un point xg, Z _

' (x —x0)" est une série entiére.
n!
n>0

Notation. Soit 7 > 0, on note
1. Le disque ouvert de centre 0 et de rayon r : D(0,r) = {z € C, |z| <r} pour r > 0.

2. Le disque fermé de centre 0 et de rayon 7 : D(0,7) = {2 € C, |z| < r}.
3. Le cercle de centre 0 et de rayon r : C(0,7) = {z € C, |z| =r}.

Maintenant, on s’intéresse & la convergence simple, c’est-dire I’ensemble des z € C tels que la série

E an,z" converge.
n

Définition 4.2. On appelle domaine de convergence d’une série entiére Zanz" I’ensemble des

n

z € C tels que Z anz" converge.

n

Lemme 4.1 (Lemme d’Abel). Soit Z anz" une série entiére. Si il existe zo un complexe non nul, tel
n

que la suite de terme général anz est bornée, alors la série entiére E anz" est absolument convergente

n
sur le disque ouvert D(0,|zp]).

41
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Démonstration. On suppose que la suite de terme général ayzj est bornée, c’est-a-dire
IM >0, Vn €N, |ayzl| < M.

Alors, pour tout z € Cet n € Non a :

n n

2" z z
lan2"| = |anz) —| = lanz| || < M | =
<0 0 0
n
Pour tout z € D(0, |zp|) la série de terme général |—| est une série géométrique de de raison |—| < 1,
20 20
elle est donc convergente. Le régle de comparaison 2.8 implique que la série Z |anz"| converge. O
n
4.1 Rayon de convergence
On consideére 'ensemble
E ={r e Ry / lasuite (anr")nen est bornée }. (4.1)

Remarque 4.2. L’ensemble E est une partie non vide de Ry (il contient 0).

Définition 4.3 (Rayon de convergence). On appelle rayon de convergence d’'une série entiére
Z a, 2" la borne supérieur dans R de I’ensemble E.

n
Définition 4.4 (Disque de convergence). Soit Z anz" de rayon de convergence R non nul et fini.

n
L’ensemble D = D(0,R) = {z € C / |z| < R} est appelé¢ disque ouvert de convergence de la série
Z anz".
n

Dans le cas réel le disque de convergence n’est autre que l'intervalle ouvert | — R, R|, il sera appelé
intervalle ouvert de convergence.

Théoréme 4.2. Soit R le rayon de convergence d’une série entiére E anz". Alors

n

1. Pour tout z € D(0, R) la série Z anz" converge absolument.

n

2. Pour tout z € C tel que |z| > R la série Zanz" diverge.
n

Démonstration. Pour tout z € C tel que |z| < R il existe un réel r tel que |z| < r < R. Alors r
appartient a 'ensemble E (4.1), c’est-a-dire, il existe un réel M tel que |a,2"| < M pour tout n € N.
Par le lemme d’Abel 4.1 la série ) a,z™ converge absolument sur le disque ouvert de la convergence.

Supposons que |z| > R. Alors |z| ¢ E ce qui implique que la suite (a,z")nen n'est pas bornée,
par conséquent la suite (a,2")nen ne tend pas vers 0 (le condition nécessaire n’est pas vérifiée, voir la
proposition 2.3), on en déduit que la série Z anz" diverge grossiérement. O

n

Remarque 4.3. On peut avoir R =0 ou R = +o00.



4.2 Détermination du rayon de convergence 43

1. 8i R =0, le domaine de convergence D = {0} (c’est a dire la série Zanz" converge seulement

n
pour z = 0), et dans le cas R = +oo, D = C (c’est-a-dire la série Zanz” converge pour tout

n

ze€C).

2. Si|z| = R, on ne peut rien conclure.

Exemple 4.2 (Série géométrique). Soit A € C*. La série géométrique Z)\”z” converge si |Az| < 1

n

et diverge si |\z| > 1, donc la série Zz” a pour rayon de convergence R = et pour domaine de

1
- Al
convergence D = D(O, ﬁ), et on a

= 1 1

Yo = <.

2 z T Pour || B
ZTL

Exemple 4.3 (Série exponentielle). La série Z — @ pour rayon de convergence R = +o0o donc
n!

n
domaine de convergence D = C, et on a

+00  p

z z

— =€, pour tout z e C.
o

4.2 Deétermination du rayon de convergence

Théoréme 4.3 (Régle de D’Alembert). Soit Z anz" une série entiere de rayon de convergence R,

n
et la suite (an)nen ne s’annule pas a partir d’un certain rang ng € N.

L. An+41
Si lim nt
n—-4o00 an

= avec £ € R, alors le rayon de convergence

1
7 st 0< /< 4o0o,
R=1 0 st £ = +o0o,
400 si £=0.

Démonstration. On applique la régle de d’Alembert 2.12 pour les séries a termes positifs a la série
Z |anz"|, on obtient
n

n+1
. An+1%7
lim |2ntle
n—-+o0o

=/{|z|.

an2"™

Donc pour tout z € C* la série Z |anz"| converge (resp. diverge) si £|z| < 1 (resp. £|z| > 1) et donc
1 1 o 1
|z] < 7 (resp. |z| > =). Il en résulte que le rayon de convergence R = 7

Par convention si £ = 0, le rayon de convergence est infini R = +o0, et si £ = +o00, on a R = 0. ]

Exemple 4.4. Calculons le rayon de convergence de la série entiére
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n
T
1. E —_
n
n>1
Nous avons

. Gp+41 . n
lim = lim =
n——+oo | ap n—+oo [N + 1
Donc le rayon de convergence R =1, et la série est absolument convergente sur D =] — 1,1]
Z’I’L
n>0
On a |
a n!
lim |—H = Jim |———|= lim = 0.
n—+oo | an n—+oo | (n + 1)! n—+oo |n + 1

Donc le rayon de convergence R = +00. La série converge absolument pour tout z € C.

Remarque 4.4. On ne peut pas appliquer la régle de D’Alembert si une infinité de termes s’annulent.
Par exemple

n  Sin par
Uy = o
" 0  sin impair.

Théoréme 4.4 (Régle de Cauchy). Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R.

n

Si lim Y/|an| = £ avec £ € Ry, alors le rayon de convergence

n——+oo
1 .
7 s10 <l < +oo,
R=1 o st £ = +o0,
400  sil=0.

Démonstration. On applique la régle de Cauchy 2.13 a la série Z |anz"| on obtient

n
lim {/|anz"| = {|z|,

n—-+o00

donc la série entiére g anz" est absolument convergente lorsque £|z| < 1 et ne converge pas absolument

n

si £|z| > 1. Il en résulte que le rayon de convergence R = 7 O

Exemple 4.5. Déterminons le rayon de convergence de la série entiére

n
1. Zi—n pour \ € R*.
n

On a
lim {/|a,|= lm ¢ L

n—+o0 " n——+o0 AP ‘)\’ ’

et alors le rayon de convergence R = |A|.
ZTL
2. Z nln(n)
n>1
D’apres le théoreme précédent on a
1 (In(n))?
lim /|ap|= lim —— = lim e ~» =0.
n—-+00 ’ n’ n—-+0o In(n) n——+0o00

n n

Donc le rayon de convergence R = +o00.
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Remarque 4.5. Le rayon de convergence de la série Z an(x — z0)" est par définition le méme rayon

n

de la série g anz". Par contre le domaine ouvert de convergence D = D(xg, R) dans le cas compleze,

et D =]xg — R,x0 + R dans le cas réel.
(z=2)"

Exemple 4.6. Déterminons le rayon de convergence de la série entiére Z En
n

n>1
. Gp41 . n 1 .
On a lim = lim ——— = = —. Donc le rayon de convergence R =5 et l'intervalle ouvert
n—+oo | ap n——+00 5(7’L + 1) )
de convergence D =] — 3,7].

Proposition 4.5. Soit E anz" et g bpz" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs
n

n

R, et Rp.
(1) Silan| < |bn| alors Ry > Ryp.
(13) St |ay| o |bn| alors R, = Ry,

Démonstration.

(1) Soit z € C, alors si |ap| < |by| on a
|anz"| = lan|[z"| < [bn][2"] = |b22"].

Si |z| < Ry la série Z |bn,2"| converge, en utilisant la régle de comparaison (Théoréme 2.8) on obtient
n
la convergence de la série Z lanz"|, ce qui implique que R, > Ry.
n

(79) Soit z € C, si |an| ~ |bs| on a
+oo

|anz"| fod |bn2"|.

Donc les deux séries Z lanz"| et Z |b,2"| sont de méme nature d’aprés la régle d’équivalence (Théo-

n

n
réme 2.10), alors R, = Ry. O

Exemple 4.7. On considére la série
1. Zsin(n)z".
n

On a |sin(n)z"| < |z"|. La série E 2" est une série géométrique de rayon de convergence égal
n
1. Donc la proposition précédente implique que le rayon de convergence R de la série E sin(n)z

n

n

vérifie R > 1.
On suppose que R > 1, alors la suite | sin(n)z"| ne converge pas vers 0 pour |z| > 1, en on déduit
que R =1.
2
n n
22 "

n

On

2 2

n L. . n L. N L. . L,
a 5 ~ 1 donc la série entiere E ——— 2" est équivalente a la série géométrique g 2",
14+ n% +c ~ 1+n

d’otu le rayon de convergence R = 1.

n
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Théoréme 4.6. Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R non nul. La série E anz"
n o n
converge normalement donc uniformément sur tout disque fermé D(0,r) avec 0 < r < R.

Démonstration. Puisque r < R, il existe zg € K tel que r < |zp| < R. La série numérique Z |anz(| est

n
convergente d’aprés le théoréeme 4.2.

Pour tout |z| < r on a
an2"] < lanzg].

Ceci implique
sup |anz"| < |anzy),
|z|<r

donc le critére de Weierstrass 3.12 entraine la convergence normale de la série entiére E anz" pour

n

tout |z] < 7. O

4.3 Opérations algébriques sur les séries entiéres

Théoréme 4.7. Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R. Alors, pour tout A € K*
n
le rayon de convergence de la série Z A.apz" est R.

n

Remarque 4.6. 5i A =0 la série Z A.an, 2" converge pour tout z € C.
n

Théoréme 4.8. Soit E a2z et E bp2" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs Ry

n n
et Ry. Si R est le rayon de convergence de la série somme Z(an + bp)2", alors

n

1. R > min(Rg, Ry) ;
2. si Ry # Ry, alors R = min(R,, Rp).
Et pour tout z € K tel que |z| < min(Rg, Rp), on a

—+00 —+o00 “+o0
Z(an +bp)2" = Z anz" + Z bn2".
n=0 n=0 n=0

Démonstration.

1. Soit z € K tel que |z| <. Chacune des séries Zanz” et Z bpz" converge, donc la proposition 2.6
n n

entraine la convergence de la série somme E (an + bp)2", de plus

n

“+o0 “+o00 “+oo
Z(an +bp)2" = Z anz™ + Z bn2".
n=0 n=0 n=0

2. Supposons que R, < Ry, donc pour tout z € K tel que R, < |z| < Ry la série Z(an + by)2"

n
est divergente comme somme d’une série convergente et une série divergente, ce qui implique que

R = min(R,, Rp). H
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n

1
Exemple 4.8. Déterminons le rayon de convergence de la série entiére Z (271 + 3”) 2",

n

1
Soit z € C. Remarquons que la série Z <2n —{—3”) 2" est la somme de deux séries géométriques

n

n 1
Z (g) et Z (32)” convergent respectivement si |z| < 2 et |z]| < 3 Donc d’apres le théoreme
n n

précédent le rayon de convergence de la série somme R = min(%,2) =

1
3 3

Théoréme 4.9. Soit Z a2 et Z b, 2" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et

n n

n
Ry,. On note R le rayon de convergence de la série entiére produit! Z wyz" telle que wy, = Z arbn_k.

. n k=0
Alors R vérifie

R > min(R,, Ry).

De plus pour tout |z| < min(Rg, Ry), on a
+o0 +o0 +oo
Z Wp2" = (Z anz"> (Z bnz"> .
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Pour z € K tel que |z| < min(R,, Rp), les séries Z anz" et Z by 2" sont absolument
n n

convergentes. En utilisant le produit de Cauchy (Théoréme 2.21), la série anz" est absolument

n
convergente de série absolument convergente, donc le rayon de convergence R > min(R,, Rp). O

4.4 Propriétés de la somme d’une série entiére

4.4.1 Continuité
+oo
Théoréme 4.10 (Continuité). La somme f(z) = Z anz" d’une série entiére de rayon de convergence

n=0
R > 0 est une fonction continue sur le disque ouvert de convergence.

Démonstration. Soit zg € D(0, R). il existe 0 < r < R tel que |z9] < r < R. La série Zanz” est
n
uniformément convergente sur le disque fermé D(0,r) (d’aprés le théoréme 4.6), de plus la fonction

z —> a,2" est continue sur D(0,7). Donc le théoréme 3.4 implique que la somme de la série entiére
Z a, 2" est continue sur D(0,7), en particulier en tout 2o € D(0, R). O

n

4.4.2 Deérivation

Définition 4.5. Soit Z an,x" une série entiére d’une variable réel. On appelle :
n>0

1. série dérivée premiére la série g na,z" ! ou g (n+ 1Dap412™.
n>1 n>0

1. Produit de Cauchy voir la définition 2.11
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2. série dérivée deuxiéme la série

Z n(n —1a,z™ 2 ou Z(n +2)(n + 1)ap42z™.

n>2 n>0

3. série dérivée d’ordre k pour k € N* la série

|
Z nn—1)--(n—k+1az"* ou Z (nj;'k)'awrkm”.

n>k n>0

Théoréme 4.11. Une série entiére E anx" et ses dérivées admettent le méme rayon de convergence.

n

Démonstration. Soit R le rayon de convergence de la série Z anxz”. Appliquons la régle de Cauchy
n>0
(Théoréme 4.4) sur la série dérivée premiére Z napx"”
n>1

In(n)
lim {/|na,| = llm e n Vlan| =

n—-+oo

Donc le rayon de convergence de la série dérivée est R.
Pour la dérivé d’ordre k& > 2, appliquons la régle de d’Alembert (Théoréme 4.3). ]

Théoréme 4.12. Soit Z anx”™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. La fonction

n>0
f: ]-R R — R
+oo
x —  f(x) = Z anz"
n=0
est de classe C et
+o0 400
f(z) = Znanx"_l = Z(n + Dapy12™  pour tout x €] — R, RJ.
n=1 n=0

Démonstration. La série Z anx™ est simplement convergente sur | — R, R[. La fonction x — a, 2" est
n>0
de classe C! sur | — R, R[. De plus, la série dérivée Z napz™ ' a pour rayon de convergence R, donc
n>1
elle converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de | — R, R| (d’aprés le théoréme 4.6).
D’apreés le théoréeme 3.16, on obtient le résultat. O

Corollaire 4.13. Plus généralement, la somme f est de classe C* sur|—R, R|, et pour tout x €]—R, R]
on a
+oo +o0o (n + k)'

F(z) = Z nn—1)-(n—k+1)aaz" " = Z Tan+kx".

n==k n=0
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4.4.3 Intégration

Définition 4.6. On appelle série entiére primitive d’une série entiére E anx” la série de terme
n>0

a a
général ——a" 1 et on note Z n_ gt
n+1 = "+ 1
n>

n

Théoréme 4.14. Une série série entiére g an?" et sa série primitive ont le méme rayon de conver-

n
gence.

Démonstration. Méme raisonnement du théoréme 4.11. O

Théoréme 4.15. Soit Zanm” une série entiére de rayon de convergence R > 0, et de somme f(z) =

n

—+o00
Zanm”. Alors on a
n=0
T +o0 a .
v - R, R t)dt = n gt
rel=RAL [ f0 > e

Démonstration. La série g anx™ est uniformément convergente sur tout segment délimité par 0 et x.

n
Donc d’aprés le théoréme 3.15, on a

T x [T +00 z +oo
Qa
f(t)dt = / ant™ | dt = (an / t"dt> = U gt
Jo s (e o= 3 (o ) = 2%

U
“+o0o
Corollaire 4.16. La somme f(z) = Zan:c” admet comme primitive sur | — R, R| les fonctions
=0
+oo a !
F(z) = — 2" 4 ¢ pour ¢ € R.
() r;)” 1 p

4.5 Deéveloppement en série entiére

Dans cette section on considére seulement le cas réel.

Définition 4.7. Une fonction f : R — R définie sur un voisinage de 0 est développable en série
entiére (en abrégé "DSE") en 0 si il existe une série entiére Zanxn de rayon de convergence R

n
strictement positif et un voisinage V de 0 tels que :

+oo
Ve eV, f(x) = Zanx”.
n=0

Définition 4.8. Une fonction f : R — R définie sur un voisinage de g est DSE en xq si f(x+x¢) est

DSE a lorigine, c¢’est-a-dire : il existe une série entiére E anx” de rayon de convergence R strictement

n
positif et un voisinage V' de xq tels que :

“+o0o
Ve eV, f(z) = Zan(x — x0)".
n=0
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Exemple 4.9. Pour tout z € R tel que |x| < 1, on considére la fonction

1
x — ,
11—z
+00 1
qui représente la somme de la série géométrique E x", (c’est-a-dire Z:ﬂ” | ).
—x
n>0 n=0

est développable en série entiére en zéro.

Donc la fonction ]

Théoréme 4.17 (Condition nécessaire). Si f : R — R une fonction DSE au voisinage 0, alors f
est de classe C™° sur une voisinage de 0. Dans ce cas

2 £n)

n=0

n!

Démonstration. Soit V une voisinage de 0. D’aprés le corollaire 4.13 la fonction f est de classe C* sur
V. De plus, on a

+oo
() = Z nn—1)---(n—k+1a,2"* pour tout =z eV,
n=~k

en particulier

FM(0) = nlay,.

O
Remarque 4.7.
1. Une fonction DSE en 0 est la somme de sa série de Taylor dans un voisinage de 0.
2. 1l existe des fonctions de classe C™ au voisinage de zéro qui ne sont pas DSE en zéro.
Exemple 4.10. On considére la fonction suivante
L 240
e = st x
x) = ’
/(@) { 0, st x = 0.
On vérifie par récurrence que cette fonction de classe C*° sur R, et sa dérivée d’ordre n
P,(z) _ 1 ‘
0 () = ;:m e =2, six#0
0, st x =0,
ou P, est polynéme en x dépendant de n.
La fonction f n’est pas DSE en O car la série de Taylor est nulle, alors que f ne s’annule qu’en 0.
Corollaire 4.18 (L’unicité de DSE). Soient Zanazn, Z bpx™ deux série entiére et r € R, Si
n n

+oo “+o0o

Z anz’ = Z bpx™  pour tout x €| —r,r[. (4.2)

n=0 n=0

Alors an = by, pour tout n > 0.
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Démonstration. On note

—+o0 —+o0
flz) = Z ana" et g(x) = Z bpx".
n=0 n=0
Donc d’aprés le théoréme 4.17 on a
() (0 (o
PR s () A )
n! n!
D’aprés (4.2) on a f = g sur | — r, 7], ceci implique ’égalité a,, = b,, pour tout n > 0. O

Théoréme 4.19 (Condition suffisante). Soit f : R —— R. S’il existe r € R et M € Ry tels que f
soit de classe C* sur | —r,r| et

Vn e N, Vx €] —r,r|, ’f(”)(x)‘ <M,

alors f est DSE au voisinage de zéro.

Démonstration. Pour montrer le théoréme il suffit de prouver que le reste du développement en série
de Taylor de f converge vers zéro.
Soit R, (f) la fonction définie sur | — r, r[ par

n (k)
Ra(1)() = 1) 3 Tk

k=0
Comme f est de classe C°, elle est développable en série de Taylor au voisinage de zéro, on déduit que

’f(nJrl) (O) n+1

| T
Gy T EM

| Rn(f)(2)] < CEEY

n

. r L. . N .
Soit u, = — la série g uy est convergente d’apreés le critére de d’Alembert, donc hrf Uy = 0.
n: n—+o00

n
Donc, on peut conclure que la fonction f est DSE en zéro. O

Exemple 4.11. Soit f(z) = sin(x). On sait que f™(x) = sin (z + %), donc |f™(2)| < 1 pour tout
z eR.
Le résultat précédent entraine que f est DSE en 0, et on a

oo 22+l
sin(z) = Z(—l)”m pour x € R.
n=0

De méme maniére, on peut montrer que :

+oo 2n
cos(z) = Z(—l)” o)l pour x € R.

n=0
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4.6 Développements usuels

f R f R
too " oo on
T — 2 — +00 ch(z) = T;) @n)! +o0
Foo on4l oo 22n
sh(z) Z @n 1 1) +00 cos(x) z:o(—l)”@n)' +o0
too . p2n+1 1 o0
sin( ):Z(— ) (2n+1) +00 —Zx 1
n= O
too 22+l
n(l —x) Z — 1 arctan(z) = Z(—l)n2n 1 +o0
n=0

-1 — 1
(1+z)” —1+Z ala=1)- '( nt >1:” R =1 ou (+o00 si a € N).

4.7 Equations différentielles et développement en série entiére

Dans cette section on va chercher les solutions développables en série entiére pour des équations
différentielles linéaires.

Exemple 4.12. On considére ’équation différentielle

v —y=0 (4.3)
+oo
On cherche une solution de la forme y(z) = Zana:" et on note R son rayon de convergence.
n=0

La fonction y est est dérivable sur ] — R, R[ et on a

“+o00 “+o00
y'(z) = Znanx"_l = Z(n + Dapt12™ pour tout x €] — R, R|.
n=1 n=0
Nous avons
“+00
Yy —y= Z ((n + Dap+1 — an)a:”.
n=0

La fonction y est solution de 'équation (4.3) si et seulement si les coefficients a,, vérifient
(n+1apy1 —ap, =0 pour néeN,

ce qui équivaut a :

an
Ap41 = pour n € N.
n+ n+1
on en déduit
ap ag ag
a1 = ag, a2:?7 0323257“'

a . ) . .
par récurrence on montre que a, = —(: pour n € N. Donc la solution de I’équation (4.3) est donnée par
n!

+o0o  n
x X
x) = ap E — = ape”.
n!
n=0
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Exemple 4.13. On considére ’équation différentielle suivante :

'+ xy +y=1. (4.4)
Cherchons une solution développable en série entiére de cette équation qui vérifie y(0) = y'(0) = 0.
+o00
Soient y(z) = Z anz™ et R le rayon de convergence de f. Pour tout x €] — R, R| on a
n=0

+oo +oo
vy (z) =2 E naz" "t = E napx".
n=1 n=0

+o0o +oo
y'(x) = Z n(n —1a,z" 2 = Z(n +2)(n+ 1)apox".
n=2 n=0

En reportant les séries précédentes dans [’équation (4.4), on obtient :

—+00

Z ((n +2)(n+ Dapyo + (n+ l)an>x" = 1
n=0
+oo

20> + a0+ 3 (0 +2)(0+ Vanga + (0 + Dan)a" = 1
n=1

Par lunicité du DSE (Corollaire 4.18), on obtient
2a9 +ag =1,

(n+2)(n+1)ap2 + (n+1)a, =0, Vn>1.

On obtient la relation de récurrence :

an,

Vn > 1.
nt2 n =z

n42 = —

On a y(0) =ap =0 et y/'(0) = a1 = 0. En on déduit que tous les termes impairs asn+1 sont nuls; et

aon—2 o A2(n—2)
pu— —_ pr— —1 R —————— =N I I}
2n 2n (=1) 22n(n —1)
-1 n+1
= (2")71‘ pour tout n > 1,

ce qui nous donne
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4.8 Exercices

Exercice 4.1. Déterminer le rayon et le domaine ouvert de convergence des séries entiéres suivantes :

Y o )"
2 g1 2 WG 2 )

n>1 n>1
(nln(n))* 1 crtl
Z —— (. —4)" Z cos | — | z" 2+l on
n>1 (n)? no1 n T; (n+ 1)n+1
(-1 "
3 n
; n3" (z+3) 7; 2 +1

Exercice 4.2. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0, des fonctions f définies
ci-dessous.

1+z -
I = s 4. f(z) = aresin (z) R

Exercice 4.3. Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes :

n xn
L Z n+2) Q'Zn?’—n

n>0 n>0

3. Z (n+nl)2x”

n>0

e*I

1+
1. Calculer le coefficient a,, (n € N) du développement en série entiére de la fonction f au voisinage
de 0. Etudier la suite (ay)nen-

Exercice 4.4. On considere la fonction définit sur R — {—1} par : f(x) =

2. Quel est le rayon de la convergence de la série Zanx".

n

+o0o
Exercice 4.5. Soit la fonction f(x Zanm pour x €] — R, R[. Soit l’équation différentielle
n=0
dxy” + 2y +y = 0. (E)

1. A Quelle condition doit satisfaire la suite (ap)nen pour que f soit solution de l’équation (E)

2. Déterminer a, lorsque ag = 1 et montrer que f égale a cos(y/x) ou ch(y/—x)

Exercice 4.6. Chercher les séries entiéres solutions des équations différentielles suivantes :

1. 1+2)y —ay=0 aeR, 2. zy’(z) + 2y (z) +y(z) =1



Chapitre 5

Séries de Fourier

5.1 Fonctions continues et C'! par morceaux

Définitions 5.1. Soit la subdivision a = zp < 1 < --- < zp—1 < x, = b de l'intervalle [a, b], et soit la
fonction f : [a,b] — R.
1. f est dite continue par morceaux sur [a,b] si elle est continue sur chaque intervalle ouvert

i, xir1] et les limites lim f(x), lim f(z) existent.
x%x:r x%xill

2. On dit que f est de classe C' par morceaux si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(a) f est de classe C! sur chaque intervalle ]z;, z;41].

(b) La fonction f et sa dérivée f’ possédent une limite a droite de x; et & gauche de x;41.

Notation. On note

lim, f(x) = f(z7), lim  f(z) = f(a),).
Jm FOT =, i SO )

Remarque 5.1.
1. Les limites a droite et a gauche de f et sa dérivée ne sont pas nécessairement égales.

2. La dérivée d’une fonction de classe C' par morceauz sur [a,b] est bornée.

5.2 Fonctions périodiques

Définition 5.2. Une fonction définie sur R continue par morceaux est dite périodique s’il existe un

nombre réel w, tel que
flx+w) = f(x), pour tout z € R. (5.1)

Le plus petit réel w strictement positif tel que l'on ait (5.1) s’appelle la période de la fonction f.

Remarque 5.2. Si f est une fonction périodique de période Ty, alors

g(2) = f (TTj)

est une fonction périodique de période Th.

55
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En effet
glz+Ty) = f (Tl(ngz)) —f <T”” +T1> —f (T””> = g(a).

Propriété 5.2.1. Soit f une fonction T'—périodique. Alors

/a e = /0 ey,

Démonstration. La relation de Chasles permet d’écrire

/GHT f(z)de = /aO f(z)dz + /OTf(ac)d:U + /THT f(x)dz.

Le changement de variable y = ¢ — T' conduit a 'égalité

[ = [ sy = [y

T

D’ou le résultat recherché. O

5.3 Séries trigonométriques

Définition 5.3. Une série trigonométrique est une série de fonctions Z fn(z) telle que :

fn(z) = ay cos(nwz) + by, sin(nwz), (5.2)

avec (an)nen et (bp)nen deux suites réelles ou complexes telles que by = 0, et w € R
La somme partielle d’ordre n de la série trigonométrique est :

Sp(x) =ag + Z (ak cos(kwx) + by, sin(k:wx)).
k=1

Dans le cas de convergence, la somme de la série trigonométrique est donnée par :

—+00

S(z) =ao+ Z (an cos(nwx) + by, sin(nwa:)). (5.3)
n=1
En utilisant les relations d’Euler !
einwx 4 efinwx einwx _ efinwm
cos(nwr) = — sin(nwz) = 5;
1

On obtient

fn(m) — <(1n _2 an) emwx + (an —; an> 6—inwx‘

Pour n > 0, on note

an — tby, an + iby,
co = agp, Cn = — et C_p = —

1. Leonhard EULER (1707 - 1783), mathématicien suisse.
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On obtient
ag = co, Gy, = Cp + C_p, et bp = i(cn — c—n).
Alors une série trigonométrique peut s’écrire sous la forme complexe
neN* nez
La suite des sommes partielles d’ordre n s’écrie
k=n
Sp(z) = E et (5.4)
k=—n
et en cas de convergence on note :
+oo
S(x)= ) cne™". (5.5)
n=-—00

Remarque 5.3.

1. Les nombres ag, a, et b, sont appelés coefficients de Fourier trigonométriques.

2. Le nombre compleze ¢, est appelé coefficient de Fourier exponentiel.

3. Les coefficients complezes d’indices opposés sont conjugués (c_, = ¢y ).

Proposition 5.1. Si les deuz séries Zan et an convergent absolument, alors :

n n

1. La série de terme général (5.2) converge normalement sur R.

2. La somme S donnée par la formule (5.3) définit une fonction continue et périodique, de période

2
T=—.
w
3. Les coefficients de Fourier ay, b, s’expriment sous la forme :

1 [T 2 (T
ap = T/o S(z)dz, an = T/o S(z) cos(nwax),

2 T
by, = / S(x) sin(nwx)dz.
T Jo

4. En notation complexe on a :

1

T .
Cn = T/o S(z)e dx

Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme 5.2. Pour tous entiers n et m :
T
/ cos(nwx) cos(mwz)dr =0  si  n#m.
0

T T T
/ cos®(nwz)dx = / sin? (nwz)dx = 3
0 0

T
/ sin(nwz) cos(mwzx)dx = 0.
0
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Démonstration. En utilisant les égalités suivantes :

cos(nwz) cos(mwzx) = %(cos((n + m)wx) + cos((n — m)wx)).

sin(nwx) cos(mwz) = (sin((n + m)wzx) + sin((n — m)wm))

NI = o) =

sin(nwz) sin(mwzx) = (cos((n — m)wzx) — cos((n + m)wx))

Démonstration de la proposition 5.1.

1. Pourtout z € Ret n>1
|an, cos(nwz) + by, sin(nwz)| < |ay| + |by|.

En on déduit que

an, cos(nwz) + by sin(nwz)| < |ay| + bl

sup
z€R

La série Z <\an] + |bn|) est convergente d’aprés la proposition 2.6. Donc la série de terme général
n

sup | fn(z)| converge. D’ou la série Z fn(x) converge normalement sur R.
zeR n

2. La somme S est continue d’aprés le théoréme 3.14, en plus est T—périodique car pour tout n € N*|
on a

2
cos (nw (33 + W)) = cos (nwx + 2n7) = cos(nwz).
w

2
sin <nw <:1: + ﬂ)) = sin (nwx + 2n7) = sin(nwz).
w

3. En intégrant l'expression (5.3) sur [0,77], le théoréme 3.15 nous permet de permuter sommation et

intégrale
T T +oo T T
/ S(x)dx = ao/ dx + Z (an/ cos(nwzx)dx + bn/ sin(nwx)dw).
0 0 i 0 0

Nous avons alors
1 (T
a0 = /0 S(x)dx.

De méme, pour tout m € N*, on a :

T T
/ S(x) cos(mwz)dx = ag / cos(mwz)dx
0 0

“+oo

+ Z (an /DT cos(nwx) cos(mwz)dz

n=1

T
+ bn/ sin(nwx)cos(mwx)dac).
0
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T T
/ S(z)sin(mwz)dr = ao/ sin(mwzx)dx
0 0
+oo

+ Z (an /OT cos(nwz) sin(mwzx)dx

n=1
T
+ bn/ sin(nwx)sin(mwx)da:).
0

Le lemme 5.2 montre que les deux intégrales dans la somme sont nulles, sauf si n = m dans les cosinus
et sinus, ce qui donne le résultat.

4. On multiplie la formule (5.5) par e~™? et on intégre sur [0, 7], on obtient :

T ‘ T [ + A
/ S(x)e "™ dr = / ( ckez(k_”)“’x) dzx.
0 0

k=—o00

MNWT

Comme la série E Cné converge uniformément sur R d’aprés le théoréme 3.15, on a :

neZ

T . +00 T
/ S(x)e"*de = Z ck/ elh=m)wz o
0 o Jo

Grace a la relation suivante
T .
/ ez(m—n)wa:dx _
0

T .
/ S(z)e " dr = Tey,.
0

0 sin#m

T sin=m,
on a

O]

Remarque 5.4. Comme la somme S est T'—périodique on peut remplacer l'intégration sur [0,T] par
I'intégration sur n’importe quel intervalle de longueur T

Proposition 5.3. Si les suite (apn)nen €t (bn)nen sont réelles, positives, décroissantes et tendent vers
0, alors la série trigonométrique (5.2) est
1. simplement convergente sur R — {kT'},

2. uniformément convergente sur tout intervalle de la forme [kT + 6, (k + 1)T — 0] pour 6 €]0, [ et

keZ.
Démonstration. La preuve est une application de critére d’Abel 2.19 p. 21 pour la premiére proposition
et le critére d’Abel uniforme 3.13 p. 37 pour la deuxiéme. O

5.4 Séries de Fourier

Définition 5.4. Soit f une fonction définie sur R, T'—périodique et continue par morceaux. On appelle
série de Fourier ? associée & f la série trigonométrique :

ag + Z (an cos(nwzx) + by, sin(nwx)),

n>1

2. Joseph FOURIER (1768 - 1830), mathématicien francais.
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telle que :
1 T
ap = T/o f(z)dz. (5.6)
et pour tout n € N*
2 [T 9 [T
= / f(x) cos(nwz)dx by, = / f(x) sin(nwz)dz. (5.7)
T Jo T Jo
En notation complexe, la série Z Cn€™ est définie par :
nez
1 [T ,
— T/O f(x)e—mwxdx‘ (58)
L’expression
“+o0o
f(x) =ao+ Z (an cos(nwz) + by, sin(nw:c)),
n=1

est appelée le développement en série de Fourier de f.

Exemple 5.1. Soit f une fonction 2mw-périodique telle que :

(@) :{ 02 sz:xe] -, 0],

z®  sixe[0,7.

On calcule les coefficients de Fourier de f.

1 T 2 1 ™
ao = o 22dx = %, ap = Tr/O 22 cos(nz)dz.

by, = / 2% sin(nz)dz.
0

m3 n 3

an = (1) by = (—1)" (2_”> 2

Proposition 5.4 (Lemme de Riemann-Lebesgue (|10| page 366)). Soit f une fonction continue
par morceauz sur un intervalle [a,b]. On a

b
lim / f(z)e™dx = 0.

t—+oo J,

lim / f(x) cos(tx)dx = lim / f(x)sin(tx)dx = 0.

t—+oo t—+oo

Théoréme 5.5 (Propriétés des coefficients de Fourier).

7. lm a,= lim b,= lim ¢, =0.
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o0o

T
4 %
2. Si f est paire b, =0 et an, = T/2 f(z) cos(nwzx)dx.
0
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T
4 rE
3. Si f est impaire ap, =0 et by, = T/2 f(z) sin(nwzx)dzx.
0

Démonstration.
1. C’est une conséquence directe du lemme de Riemann-Lebesgue 5.4.

2. Si f est paire alors la fonction  — f(x) sin(nwz) est impaire pour tout n > 1, et alors

v :
by, = ;/0 f(x)sin(nwzx)dz = ;/T f(z) sin(nwx)dx = 0.

2

En utilisant la relation de Chasles on obtient

T 0 Z
Gy, = ;/0 f(z) cos(nwx)dx = % ( . f(x) cos(nwzx)dz —I—/O f(x) cos(nwa:)d:n) .

Le changement de variable y = —x donne

0

f(z) cos(nwzx)dx = /02 f(z) cos(nwzx)dx.

N

D’ou la formule donnée.

3. La démonstration est analogue pour le cas f impaire. On considére la fonction z — f(x) cos(nwz).
O

Exemple 5.2. On considére la fonction f, 2m—périodique, telle que

-1 six€]—m0,
1 siz€l0,n.

Comme f est impaire, on a : a, = 0 pour tout n € N, et pour n > 1 nous avons

2 [T . 2 n
b, =— [ sin(nz)de =— (1 —(-1)").
m™Jo nm
D’ou
0 st n est paair,
bn=q 1 sim est impair.
(2k+ 1)m par:
Donc la série de Fourier de f est :
o) = A *i:’o sin ((2n + 1)z)
al- = 2n+1 '
Remarque 5.5. 1. St f et paire, alors les ¢, sont réels et ¢, = c_y,.
2. Si f et impaire, alors les ¢, sont imaginaires purs et ¢, = —c_y,.

Proposition 5.6 (Coefficients de Fourier d’une dérivée). Soit f une fonction T-périodique et de
classe C' par morceauz, alors :

1. Pour tout n € Z*, ¢y (f) = —cn(f').
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2. Pour tout n € N* a,(f) = —%an(f/), bu(f) = %bn(f/)

Démonstration.

1. Par intégration par partie on obtient :

alf) = = / F (e d

- T[—mwf(x)e—mﬂ or | s = )

an(f) = / ) cos(nwx)dx

N~ Hi=

nwT nw

[ L f(@sin(nwx} 11 / F(2) cos(nwa)da = ———an(f).

5.5 Théoréme de Dirichlet

Soit f une fonction T-périodique.

Définition 5.5. On appelle noyau de Dirichlet? d’ordre n, la fonction D,, : R — C donnée par,
pour tout n € N :

k=n n
= Z etkwr — 149 Zcos(k;wx). (5.9)

k=—n k=0

2
Remarque 5.6. Le noyau de Dirichlet est une fonction paire, et elle est périodique de période T = il

w
Proposition 5.7. Soit S,,(z) la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier associée a f, alors
pour tout n € N :

Sp(x) = ;/T <f(m + )+ flo — s))Dn(s)ds. (5.10)

0
Démonstration. En utilisant I'écriture complexe (5.4) :

k=n
Z Ckezkw:c _ Z ezkwx / (S)e—zkwsds

k=-n k=—n
_ / f zkwx s)dS
k*—n
1 T—x
- / f(5)Du(w —s)ds = 7 [ fly+a)Daly)dy
= T/—z f(y +x)Dn(y)dy

0 7
= % ( T+ 2)Da(y)dy + f(y+w)Dn(y)dy)

r
2

3. Peter Gustav LEJEUNE DIRICHLET (1805 - 1859), mathématicien allemand.
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Par le changement de variable y en —y on obtient

0 r
Fy + 2) Do (y)dy = /0 f(z = 1) Da(y)dy.

T
2
Ce qui nous donne la formule (5.10). O

Proposition 5.8. Le noyau de Dirichlet D,, vérifie :

1 T
1. T/o D, (z)dx = 1.

sin (2n+1)wz
2. Dp(z) = ——2— siz # kT et Dy(x) =2n+1 six = kT pour k € Z.
sin
2
Démonstration.

1. On intégre 'expression (5.9) on obtient le résultat.

2. Sizx=FkKT on a:
Dn(kT) =1+2 ) cos(iwkT) =1+ »  cos(2ikm) = 2n + 1.

Si & # kT, d’aprés la formule (5.9), D,, est la somme des 2n + 1 termes d’une suite géométrique de
raison €**. On en déduit que :

n i(2n+1)wz
. . 1— ez(
Dn(ilf) _ § : ezkwx — iz A
1 — elwa;
k=—n
i2n+wz  i(2n+l)wz i(2n+1)wz
_ —inwz € 2 € 2 — € 2
= ¢ wx _iwz wx
e 2 e 2 —ez2
i(2n+1)wz _i2ntl)wz
& 2 — e 2
= iwz _iwx
ez —e 2
. (2n+1
sin w
= 3 wx
S1n -5

O

Théoréme 5.9 (Théoréme de Dirichlet). Soit f une fonction T—périodique, de classe C* par
morceaux sur [0, T]. Alors, pour tout x € R, la série de Fourier de f converge simplement vers

fE)+ f7)
5 :

et vers f(x) si f est continue en x.
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. Il est clair que si f est continue g(z) = f(z).

n——+00
Sulw) = 1) = 7 [ (7 +9)+ [~ ) Dals)ds - f<w+>-;f<w>
- [ (fl+s) +f(x—s)>D (5)ds
0
f(ac+ BENE
_ l % f(l‘+8)+f(£€*8)7f(x+)ff(33_) sin (2n+1)w5d8
T sin 4 2
On considére la fonction
_ + o _
gu(s) = LD ZI@ =) ZJw)

P WS
sin -5

Vérifions maintenant que g, est continue par morceaux sur [—2, 0[ et ]0, L].
Puisque f est de classe C' par morceaux sur [0, 7]

fats) =@ | oy o L@ ZS@)
S s—0t s S0t
donc o o - o
lim gn(s ):2f($ )= f'(z7) ot lim gn(S):Qf(x )— f(x )
s—0t w 50— w

Alors, la fonction g, est continue par morceaux sur [—%, %}

On applique le lemme de Riemann-Lebesgue 5.4, on obtient

Exemple 5.3. Soit f une fonction 2w-périodique sur R définie par :
f(x) =lz| pourz € [—m, .

Le développement de [ en série de Fourier est donné par :

_*_*ZCOSWH_l
N (2n +1)2

On a f(x) = W, Ve € R, donc d’aprés le théoréeme de Dirichlet, la série de Fourier de f
converge simplement vers f pour tout x € R.
Pour x =0, on obtient l’identité remarquable

—+00
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De plus

“+o00 “+o00

DI N S o I
n:1n2 - n:0(2n+1)2 — (2n)2’

On en déduit

2T 9 27 g
—n 3n:0 (2n+1) 6

5.6 L’identité de Parseval

Théoréme 5.10 (L’identité de Parseval? ([10] page 375)). Soit f : [0,T] — C une fonction
continue par morceaur T-périodique dont la série de Fourier associée converge normalement sur R et a

2 (T 2 2 = 2 2
7 | 1@l =26+ Y (jau + 7).
n=1

Remarque 5.7. La formule de Parseval permet de calculer la somme de certaines séries numériques.

pour somme f. Alors :

Exemple 5.4. Soit f une fonction 2mw-périodique définie par : f(x) = |z| pour |x| < m. La série de
Fourier associée a f est donnée par

cos(2n + 1)z
f@)=3 *Z (2n +1)2

En appliquant ’identité de Parseval on obtient

1 /’f ) 2 16 1
— xidr = — — — —_—
) 4 72 vt (2n + 1)*

D’ou

On en déduit Uexpression

— =
=n 90

4. Marc-Antoine Parseval : mathématicien frangais 1755-1836.
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5.7 Exercices

Exercice 5.1. Développer en série de Fourier les fonctions (2m-périodique) suivantes puis calculer les
sommes indiquées :

2x 1 1 1
Lf@)=1= 0 powr s € 0.n] et S puive. 3oy s Dt Yo

n>0 n>1 n>1

—1)" 1 1
2. f(x) =x(m — x) pour x € [0, m|et f impaire. Z (Q(n +)1)3’ Z (2n +1)6° Z nb
n>0 n>0 n>1

o n 2n+1
3. f(z) =sin (5) pour x €] — 7, 7. Z(_l) 16n2 + 16n +3
n>0

1 n
4. f(x) = ch(A\x) pour x € [0, 7] et (A réel strictement positif donné). Z 32 ) Z Ep n2

TL,
n>1

n>

Exercice 5.2. Montrer qu’il existe une suite réelle (o )nen telle que ¥ z € R, |sin(x)| = Z o sin? (nx)
n>1

Exercice 5.3. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f définie sur R par :

“+oo

= Z ay, cos(nx) + B, sin(nx)

n=0

0l (p)nen et (Bn)nen sont deux suites de réels telles que les séries Z || et Z |Bn| convergent.

Exercice 5.4. On considere la fonction f : R — R définie par f(z) = pour a >0 :

T + e
1. Trouver le développement en série entiére de f et préciser le rayon de convergence.

1 1 e? e ?
2. Montrer que g(x) = oszicha_a (em’ e dn g e—a) pour tout x € R.

3. Calculer la série de Fourier de g.

Exercice 5.5. Soit f une fonction 2n-périodique définie par f(z) = cos(ax) sur|—m, 7|, et o € R\Z.

1. Trouver la série de Fourier de f et montrer qu’elle est normalement convergente vers f sur R.
En déduire Uexpression de —— .
sin(ra)
2. Vérifier les formules suivantes pour x #= mm, m € Z :

+o0 0
1 1 (=1 cos(z) 1 1
=S SRL I Y
sin(z) = * x; z? —n?r?’ sin(z) =« * w; z? — n’n?

3. A partir de la seconde formule, vérifier que :

00 1
:Zm pour x # mm, m € Z.

sin?(x)



Chapitre 6

Intégrales généralisées

Dans ce chapitre, on va étendre la notion d’intégrale & des fonctions f définies et localement inté-
grables sur I'un des intervalles de la forme [a, b, ]a,b] et ]a, b[. En particulier, I'une des bornes a ou b
peut étre infinie, éventuellement les deux.

Dans toute la suite, sauf précision contraire on supposera f et g deux fonctions loca-
lement intégrables.

Définition 6.1. On dit qu'une fonction f : I € R — R est localement intégrable si elle est
intégrable sur chaque intervalle compact (fermé et borné) de I.

Définition 6.2. On appelle intégrale impropre ou généralisée toute intégrale d’un des types sui-
vants :

b
1. / f(t)dt ou f est une fonction continue sur [a, b[ et non définie en b.
a
b
2. / f(t)dt on f est une fonction continue sur |a, b] et non définie en a.
a
b
3. / f(t)dt ou f est une fonction continue sur |a, b| et non définie en a et b.
a

b
Définition 6.3. On dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt sur [a,b[ est convergente si la fonction
a

F(z) = / f(t)dt admet une limite finie & gauche de b. Dans ce cas :

/a ' f(@)dt = lim / " Ft.

Cette limite est appelée I'intégrale généralisée de f sur [a,b][.

b
Si F' n’admet pas une limite & gauche de b, on dit que 'intégrale généralisée / f(t)dt est diver-
a

gente ou n’existe pas.

b
Si f est définie sur |a, b], on définit de fagon analogue l'intégrale / f(t)dt.
a

67
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Exemple 6.1. Soit la fonction t — In(t) définie sur ]0,1].

1
On a : / In(t)dt = z — xIn(z) — 1. Comme lier zln(z) =0, on en déduit que lintégrale généralisée
T z—0

1
/ In(t)dt converge et vaut 1.
0

dx
1423

“+oo
Exemple 6.2. FEtude de la convergence de l'intégrale /
0

La fonction 1.3 est continue sur [0, +ool.

+ a3
La dé ti léments simples de f donne f(z) = — [ — T2 ) o
a décomposition en éléments simples de f donne f(z) = = - .Ona
b P 3\z+1 22—z+1
1 1 2x—1 1 1
() = T T
3(z+1) 622—z+1 2(:3,%) +3
La primitive de f est donc
1, (x+1)? 1 2z — 1
F(z) = ~ln——~ 4 — arctan ———
(z) 6n$2_x+1—|—\/§arcan 7
Alors .
. . T
im_ / fltydt = lim (F(z) = F(@) = 7=~ Fla).
+o0
L’intégrale f(t)dt est donc convergente.

a

Définition 6.4. Soit f une fonction localement intégrable sur ]a,b[, et soit ¢ un point quelconque

b c b
de ]a,b[. L’intégrale / f(t)dt est convergente si chacune des intégrales / f(t)dt et / f{t)dt est

convergente. Dans ce cas, on note :

b c b
/ F(t)dt = / F(#)dt + / F(t)dt. (6.1)
Remarque 6.1. La valeur de lintégrale dans (6.1) ne dépend pas du choiz de c.

. oo dt
Exemple 6.3. Etudier la convergence de l’intégrale / T3
—0o0

La fonction t — 1/(1 + t2) est continue donc localement intégrable sur | — 0o, +00].

Pour chaque x €] — 00,0], on a
O dt
/ = — arctan(z).
x

1+t
. m e, 0 t x
Comme la lim — arctan(z) = ——, alors lintégrale est convergente et vaut 7.
T—+00 2 —o 12
too dt
De méme maniére, on montre que l’intégrale / e converge et vaut 3. On en déduit que
0

/+oo dt
converge et on a

oo 1412
/+°° dt /0 dt N /+°° dt
= S —— =T.
o 14122 o L2 g 14122
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Propriété 6.4.1. Soit f : [a,b[— R. Si f est le prolongement par continuité® de f sur [a,b]. Alors
b
/ f(t)dt converge et
¢ b b
/ F(t)dt = / F(t)dt.
a a
Exemple 6.4.
. o1 (1
1. L’intégrale sin | — | dt est convergente, car limsin | — | = 0.
0 t t—0 t

t—0

1
In(t+1 In(t+1
2. / n(:)dt, on a lim n(:) =1, donc lintégrale est convergente.
0

Proposition 6.1. Soit f : [a,+0o[—> R localement intégrable, telle que tligl ft) ="+
——+00

+o0o
1. Si lintégrale généralisée f(t)dt converge alors ¢ = 0.
a

+o0
2. Si 0 # 0 alors l'intégrale généralisée / f(t)dt diverge.

Démonstration. La premiére assertion est la contraposée de la seconde. Il suffit de montrer la deuxiéme.
Supposons que £ > 0, alors il existe n > a tel que pour ¢t > 7, on ait f(t) > g > 0. Alors pour x > n,on a:

T—r+400

T Ui T n ¢
[ swa= [Cswaes [ s [ je-m o e,
a a n a
I'intégrale n’est donc pas convergente. O
6.1 Intégrale de Riemann

1
Définition 6.5. On appelle fonction de Riemann la fonction ¢ —— o ou a € R.
Théoréme 6.2. Pour tout o € R ["intégrale

La
1. / pr converge si et seulement st o < 1.
0

2. / o converge si et seulement st o > 1.
1

Démonstration.

1. Soit z €]0, 1].

1 l1-a ;
1 g 1_a(1—x ) sia#l,
. 1
—1In(z), sia=1.
Or lim In(z) = —oco et
x—07F

lim :El_a: 0 S?].—Oé>0,
z—0+ +oo sil—a<0.

1. Une fonction f définie sur I\{zo} C R est dite prolongeable par continuité sur I si elle admet une limite finie en
xo.
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1

Donc la limite lim+ - existe et est finie si et seulement si o < 1. Notre intégrale est donc conver-
z—0
gente. ;

2. Soit x € [1, +o0].

1 l1—a ;
Vit 1—04(36 —-1) sia#1,
-
In(z), siao = 1.
Or lim In(z)= 400 et
T—>+00
lim 2o — 0 S}l—a<0,
z—+00 400 sil—a>0.
oo dt
D’ou / o converge si et seulement si o > 1. O
1

+oo
Remarque 6.2. L’%ntégrale généralisée / o est toujours divergente.
0

b
dt
Proposition 6.3. Pour tout a € R, l'intégrale généralisée / W :
L (b—
1. converge si a < 1.
2. diverge si o > 1.
) . Toodt s : - .
Démonstration. On note F(z) = W On étudie I'existence de la limite de F' & gauche de b.
; _
(((b—t) e
()1 , sia#l1,
F(x) —_ o — a
—In(b—=)[7, sia=1
b— l-a b— 11—«
( x) ( a) , Si o # 1’
a—1
b—a
1 ia=1
n (b — a:) ) si «
Sia#l,
(b _ a)l—a )
limﬁ F(x) _ 71 o s S1 a < 1,
z—b +00, sia> 1.

Pour o =1, lim F(x) = 400

r—b—

6.2 Cas des fonctions positives

Proposition 6.4. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b| et a valeurs positives. Alors

b T
/ f(t)dt converge si et seulement si la fonction F(x) = / f(t)dt est majorée, c’est-a-dire
a a

IM >0, Vazc€lab], F(r) <M.
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Démonstration. Comme f est positive, F' est une fonction croissante sur [a, b[, on a pour tout z,y € [a, b]
et x <y

F(y)— F(x) = /yf(t)dt > 0.
z
Donc F' admet une limite finie en b si et seulement si elle est majorée. O
Remarque 6.3.
1. Si /b f(t)dt converge alors /b f(t)dt > 0.
2. La paroposition 6.4 reste vmz’eapour f positive seulement sur un voisinage de b.

Théoréme 6.5 (Critéres de comparaison). Soient f et g deuz fonctions localement intégrables et
0<f<gsurla,b.

b b
1. Si/ g(t)dt converge, alors/ f(t)dt converge aussi.
a a

b b
2. Si/ f(t)dt diverge, alors/ f(t)dt diverge aussi.

Démonstration.

b
1. Puisque / g(t)dt converge, il existe M € R, tel que
a

/ g(t)dt < M  pour tout x € [a,b].

Alors . .
/ f)dt < / g(t)dt < M pour tout x € [a,b].

T b
Donc, / f(t)dt est majorée. D’ou la convergence de / f(t)dt d’apres la proposition 6.4.
a a
2. C’est la contraposée de la premiére. O

Exemple 6.5.

3
[T—t
1. On considére l'intégrale / %dt.
) _

La fonction % est définie et continue sur [1,3[. Pour tout t € [1,3], 7 —t < 4, donc on trouve

;S

EN{
~
[\)

w
~

3—t

3
dt
La proposition 6.3 donne la convergence de l’intégrale / ="
1 —

3
[7T—t
Donc, d’apres le critére de comparaison, lintégrale / ﬁdt converge.
. _

- +oo 2
2. Etudier la convergence de / et dt.
0
La fonction et est continue sur [0, +o0[, et pour tout t > 1, et < e~t. Comme lintégrale généralisée

+o00o +oo
- X s . y 2 .
/ etdt est convergente, d’apres le critére de comparaison lintégrale / e Y dt converge aussi.
0 0
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+o0o
3. Montrons que lintégrale généralisée / m est divergente.
2 n

On a:

0<-< —— pour tout t> 2,

1
In(t)’

S

+oo
avec / — est une intégrale de Riemann divergente.
2

Donc, le critére de comparaison donne le résultat.

Corollaire 6.6. Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable.

b
1. Sl existe v < 1 tel que lim (b—t)*f(t) =0, alors / f(t)dt converge.

t—b—

b
2. Sl existe a > 1 tel que lim (b —t)*f(t) = +o0, alors / f(t)dt diverge.

t—b—

Démonstration.

1. Puisque lirgl (b—1t)“f(t) =0, on peut trouver un réel ¢ € [a, b[ tel que
t—b—

|(b—t)*f(t)| <1 pour tout t € [c, b|.

Autrement dit 1
lf(t)] < (=0T pour tout t € e, b].
. _ boat

La proposition 6.3 donne la convergence de l'intégrale / W pour o < 1.

On conclut a 'aide du critére de comparaison 6.5. ¢
2. La limite lim (b — t)*f(t) = 400 est équivalent & : pour tout n > 0 il existe ¢ € [a,b] tel que

t—b—
(b—t)*f(t) > n pour tout ¢ € [c, b|.
On écrit
ft) > ﬁ pour tout t € [c, b].
On conclut comme précédemment. O

1
Exemple 6.6. L’intégrale / In(1 — t)dt est convergente. En effet, la fonction In(1 — t) est continue

0
sur [0, 1], donc localement intégrable. on a

lim (1 —¢)2In(1 —¢) = 0,

t—1—

Corollaire 6.7. Soit f : [a, +00[— R une fonction localement intégrable.

+o0
1. S’il existe o > 1 tel que tligl tf(t) existe et est non nulle, alors / f(t)dt converge.
—+00 a

+oo
2. SVl existe a > 1 tel que lim t*f(t) =0, alors f(t)dt converge absolument.
t——+o00 a
+oo
3. Sl existe a < 1 tel que . liin t*f(t) = +oo, alors ft)dt diverge.
—+00

a

Démonstration. La preuve est similaire & celle du corollaire précédent. ]
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oo dt t
Exemple 6.7. On considére l'intégrale / ——. Ona lim —— = 400, ce qui donne la conver-
9 In(t) t—+oo In(t)

gence de l'intégrale.

Définition 6.6. Deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage d’un point zq lorsqu’il existe une
fonction e définie au voisinage de xg tel que :

f(z) =g(x)(1+e(z)) et lim e(z) = 0.

Tr—T0
Théoréme 6.8 (Critére de I’équivalence). Soient f et g deux fonctions localement intégrables sur

b b
[a,b], positives et équivalentes en b (f ~ g). Alors les intégrales généralisées / f(t)dt et / g(t)dt
a a

sont de méme nature.

Démonstration. Les fonctions f et g étant équivalentes au voisinage de b, alors il existe deux constantes
&> 0etn € |a,b telles que :

tenbl, 0<(1-8g(t)<f(t)<d+Eg().
Le critére de comparaison 6.5 montre, en utilisant l'inégalité (1 — &)g(t) < f(t), que si 'intégrale

b b
/ f(t)dt converge, alors / g(t)dt converge aussi.
"

n
Méme raisonnement par 'inégalité de droite, on en conclut donc que l'intégrale de f et de g sont de
méme nature. [

Exemple 6.8.

1
1. On montre que 'intégrale généralisée / converge.
0

3+t
. 1 . . . .. i
La fonction W est définie et continue sur |0, 1], et au voisinage de 0 on a :

1 1

~ —

VBB 0T

1
L’intégrale / W est une intégrale de Riemann convergente.
Donc, / converge d’apres le critére d’équivalence.
0o Vi34t
ot 4 cos(t cos(t sin(t
2. On considére l'intégrale géne’mlisée/ 3 ®) ————=dt. Comme lim ®) = lim # =0o0na
1 t34sin(t) t—too ¢ t—too

oo 0 ¢+ cos(t
Puisque [intégrale / — est de Riemann convergente, en on déduit que / ()dt est
1

t2 1 3 +sin(t)
convergente.

Proposition 6.9 (Intégrale de Bertrand). Soient «, 5 des nombres réels.

oo dt
1. / ————5 converge si et seulement st a > 1 ou bien (a=1etB>1).
2 (In(t))
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1

2 dt

2. / —————5 converge si et seulement si o < 0 ou bien (a =1 et f>1).
0 t|In(t)]

Remarque 6.4. Les bornes % et 2 on peut les remplacer par d’autres valeurs respectivement inférieur
et supérieur de 1.

Démonstration.
1. Au voisinage de +oo.
el
e Cas a < 1. Soit v € Ry tel que a+ v < 1. Comme lim T = T, il existe une constante
t—+o00 (ln(t))

A > 0 telle que :
£

(In(t))”

>1 pourtout t> A.

Donc on écrie 1 1

e ( ln(t))ﬁ > taty’

“+oo
Puisque o + v < 1 'intégrale / pre= est divergente d’aprés la proposition 6.3.
A

T dt
Donc, le critére de comparaison 6.5 implique que l'intégrale / (7
2 >

3 est divergente.
In(t))

e Si a =1, on a la primitive

T gt s (@) = (n2)") sia#1
L iy

B
In(?)) In(In(z)) — In(In(2)) s B =1
Alors
. J 400 sif<1
lim [ —2 = 4o sif=1
ez t(In(h)) F(m@)7 sip> .
teo dt
Par conséquence, l'intégrale / ——————7 converge pour a = let 5> 1.
2 to(In(t))

e Si a > 1, Pour tout ¢ > 2, In(¢) > In(2), alors on a

PR
to(In(t))” ~ (In(2))7 7

dt

d’aprés la comparaison avec une intégrale de Riemann.
In(t))”

+oo
ce qui montre la convergence de /
2 o

1
2 dt
2. Au voisinage de 0. Le changement de variable s = % permet de ramener I’étude de lim ——
z—0t J, ta‘ ln(t)‘
Y d
a celle de lim % avec y =1

3 ce qui nous raméne au cas précédente. O
y—+oo Jo SQ_Q(IH(S))

)

Nous avons vu un résultat qu’on peut 'utiliser pour étudier la convergence d’une intégrale généralisée
dans le chapitre des séries numériques (Théoréme 2.14, page 17).
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6.3 Cas des fonctions de signes quelconques

b
Théoréme 6.10 (Critére de Cauchy pour les intégrales ([2] page 980)). L ’intégrale / f(t)dt est
a

convergente si et seulement si

Ve, Jc€lab], Va,yeEleb,

/: f(t)dt’ <e.

b
Définition 6.7. On dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt est absolument convergente si et seule-
a

b

ment si / | f(t)|dt est convergente.
a

Exemple 6.9.

1
1
1. On considére lintégrale / sin <t> dt.
0

La fonction sin (%) est continue sur 10,1], et elle vérifie ‘sin (%)‘ < 1. Comme la fonction constante

1
1
égale a 1 est intégrable sur |0, 1], alors l'intégrale / sin <t> dt est absolument convergente d’apres le
0

critere de comparaison 6.5.

cos(t)
2

+oo
2. L’intégrale généralisée / dt est absolument convergente.
1

En effet, pour toutt>1 on a :

cos(t) 1
t2 ‘ S 2

“+o0o
L’intégrale / — est une intégrale de Riemann convergente.
1 t

cos(t)
2

“+00
Donc d’apres le critére de comparaison 6.5 l'intégrale / ‘dt est convergente, ce qui montre
1

cos(t)

.

+00
la convergence absolue de /
1

Définition 6.8. Une intégrale généralisée / ’ f(t)dt est semi-convergente si elle converge mais ne

converge pas absolument. ¢

sin(t)
t

dt.

+oo
Exemple 6.10. On considére lintégrale généralisée /
1

On note F(z) = /f sin(t)

dt. Par intégration par partie on obtient

Flz) = /15” sin(t) dt = cos(1) — cos(z) /1”” cos(t) Qb

t x t2

+o0
t
Lintégrale /1 COtSQ( )dt est convergente (Exemple 6.9).

Ce qui équivaut a :

xr
J0eR telque lm [ 2SWar g,

z—+00 Jq 12

Cos(x ) cos(z)

T

IN

=0 car

En plus on a : lim L
T—+00 X z

Donc, xll}l}_loo F(x) = cos(1) —¢.
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sin(t)

+oo
Ce qui montre que l'intégrale généralisée / dt converge.
1

Montrons maintenant qu’elle ne converge pas absolument.
Soit x € [§,+00], on a

/ |sm(t)]dt2/ sin (t)dt _ 1 dt_l/ COS(2t>dt

s t ks t 2 )z ¢t 2 )= t
2 2 2
1 T 1 [% cos(2t)
= S (m@)-mZ) -3 . 2
2(n(m) ng 2/75 " dt (6.2)

, T cos(2t) , , _
L’intégrale / dt est convergente. En effet, par intégration par partie sur [5,x] on trouve

™

t 2z 2 = t2
2

/”C cos(2t)dt sin(2z) n 1 /m sin(2t) i@t

2

sin(2x) . oo Sin(2t)
On a —;—= — 0 et, comme dans I’Exemple 6.9 on peut montrer que l’intégrale / 5—dt
Tr—r00 us t
2
converge absolument.

dt.

* cos(2t
Dans ce cas, on a bien lexistence de la limite lim (2
z—+o0 J=n t

De linégalité (6.2) on obtient en passant a la limite lorsque x tend vers 400 :

/x sin(t)

_ 20 sin(t)
et donc l'intégrale / ——2=dt ne converge pas absolument.
1

‘dt — 00,
T—-+00

b
Théoréme 6.11. Si l'intégrale généralisée / f(t)dt est absolument convergente, alors est convergente

et on a :

Aﬂwmﬂséﬂﬂmw. (63)

b
Démonstration. Comme l'intégrale généralisée / |f(t)|dt est convergente, elle vérifice le critére de
a

Cauchy, on a :
Y
ve>o,anememeemmL/'uuWﬁg&

Aﬂwmﬁgéﬁﬂmﬁ,

Or,

y
d’out la convergence de / f(t)dt.
x

D’autre part, pour tout = € [a, b,

LﬂuwﬂslﬂﬂMﬁ

et comme les intégrales de f et |f| convergent sur [a, b[, on passe a la limite quand x tend vers b, ce qui
implique l'inégalité (6.3). O



6.3 Cas des fonctions de signes quelconques 77

Théoréme 6.12 (Régle d’Abel). Soit f et g deux fonctions localement intégrables sur [a, b[, vérifiant :
1. f positive, décroissante et lirlfl f(t) =0,
t—b—

2. g a valeurs réelles ou complexes, et

dMeR,, Vxcla,b|,

/;g(t)dt‘ <M

Alors/ f)g(t)dt est convergente.

Pour démontrer ce résultat on a besoin de la proposition suivante

Proposition 6.13 (Deuxiéme formule de la moyenne [8]). Soit f et g deux fonctions intégrables
sur [a,b] a valeurs réelles. f est positive et décroissante. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

b c
/ F(Hg(t)dt = f(a) / g(t)dt. (6.4)

Démonstration. Théoréme 6.12
On suppose que g est a valeurs réelle. Comme f tend vers zéro en b~ , pour tout € > 0 il existe € [a, b]
tel que

Vazend, 0<f(t)<e

Soit x,y € [n,b[. D’aprés la seconde formule de la moyenne, il existe z € [z, y] tel que
y z
| f0gwat = @) [ gterar

dt‘ < Me.

Ce qui donne

b
Donc l'intégrale / f(t)g(t)dt converge d’aprés le critére de Cauchy 6.10.

Si g et a valeurs complexe on écrit g(t) = Re(g) + i Im(g). De méme maniére, on peut montrer que

les intégrales
/ f(t)Re(g / f(t)Im(g

vérifiées le critére de Cauchy 6.10, ce qui nous donne la convergence de / f(t)g(t)dt. O
a

sin(t)

+00
Exemple 6.11. Etude de l’intégrale / pour « réel strictement positif.
1

La fonction t — 5 est positive et décroissante vers zéro. D’autre part,

Vi1,

/j Sm(t)dt‘ = | cos(z) — cos(1)] < 2.

sin(t)

+00
Les hypothéses de la reégle d’Abel sont satisfaites. D’ou la convergence de 'intégrale / pour
1

tout a > 0.
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6.4 Formule d’intégration par partie

La formule d’intégration par parties s’étend aux intégrales généralisées sous la forme suivante :
Théoréme 6.14 (Formule d’intégration par partie) Soient f et g deuz fonctions de classe C* sur

[a, b]. On suppose que lirgl f(t)g(t) existe. Alors/ f(t)g'(t)dt converge si et seulement sz/ ' (t)g(t)dt
t—b-

converge ; autrement dit, les deux intégrales sont de méme nature.
S’il y a convergence on a :

b b
/f@ﬂWﬁﬂmﬂmw—mm@—/ﬂ®WW- (6.5)

t—b—

Démonstration. Soit x € [a,b[. On fait une intégration par partie sur [a, z|, on obtient :

/'f f@»@»—f@h@)—/“fumth

Donc si limx — b~ f(x)g(z), on a bien que / t)dt et / f'(t)g(t)dt sont de méme nature, et en

cas de convergence on a bien la formule (6.5). O

. o0 In(t)
Exemple 6.12. Ftude de la convergence de 2 ——=dt.
1

Par intégration par partie sur [1,z] pour x > 1, on obtient

/’” ln(t)dt _ ~In(z) N v @
1

t2 x 1 t2

+00
. 1 . . .. .
La fonction % admet une une limite finie en +o00, et / 53 est une intégrale de Riemann conver-
1

gente.

+oo ]
Alors / nt(Q )dt est convergente.
1

6.5 Formule de changement de variable

Proposition 6.15. Soit ¢ une application bijective de [a,b| dans [, B] de classe C1, f une fonction
b B

continue sur [a,b[. Alors l'intégrale généralisée / f(t)dt converge si et seulement si / foo(s)d'(s)ds.
a «

En plus on a
b B8
/f@ﬁ=/UoW@W®% (6.6)

Démonstration. Comme ¢ est une bijection sur [a, b alors elle est strictement monotone. On suppose
du’elle est strictement croissante, on a donc

¢(a) = o, lim ¢(t) = 5.

t—bt

On considére les fonctions F et F définies par

= [Csas. Fu)= [ 5ot
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On applique le changement de variable ¢ = ¢(s) pour t € [a, x], on obtient
z #(z) ,
0= [ swar= [ oo s)as
b

Donc, si l'intégrale / f(t)dt converge

lim F(x / f(t)dt = / fo

x—bt
D’otu la convergence de I'intégrale / (fo¢)(s)¢'(s)ds, et on a (6.6). O

«

Remarque 6.5. Si ¢ est décroissante alors elle est de |a,b] a valeurs dans |3, al, et on a :

b B
/f@ﬁz—/ow@m¢%Ma

)a

Soit le changement de variable t = % de Ct sur0,1] dans [1,+oo].
+oo

On obtient donc / cos(s)
1

~+ | =

Exemple 6.13. Etude de | ’z’ntégmle cos <

52

1
1
convergence de l’intégrale / cos (t) dt.
0

ds qui convergente (voir l’exemple 6.9 page 75), ce qui nous donne la
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6.6 Exercices

Exercice 6.1. Ftudier si les intégrales impropres suivantes existe ou non

+o0 d +0o0 2
1./ B n / x+5 dx
+oo
2. / xsin(3z)dx 5. / dim
2 0 V2x —a?
» | = 6 [ e
) o : /0 z"e Tdx
Exercice 6.2. On pose I = /2 In(sin(z))dz
0

jus

1
1. Montrer I = /2 In(cos x)dx, puis [ = %/2 ln(E sin 2x)dz.

0 0

2. Montrer que I = /2 In(sin 2z)dx
0

3. Déduire que : I = 5 1n(2)

)
A
o)

arctan x

COS

sm< >dx

+oo
Exercice 6.3 (La fonction Gamma). On considére la fonction T'(x) = / t* e tdt
0

1. Montrer que la fonction I' est définie si x > 0.

2. Montrer que : Vx € R, I'(x + 1) = 2I'(z). Calculer I'(n) pour tout n € R*.

1
3. Oalculer/ (Inz)"dz.
0

oo e 1
4. Montrer que pour tout x > 0 on a : / e Vdt=T <1 + —
0 x

5. Calculer T ( ) puis montrer que l'on a : T (n + )

1x3x-

X (2n —1)

oo, s
Indication : / e dt = 5
0

Exercice 6.4. Pour x € RT et t >0, on pose f(t,x) = e *h(t) telle que

sin(t .
wey = { S sit#0
1, sit=20

(n+1)m
On considere wuy,(x / f(t,x)dt, pour n € N.

™

n
1. Montrer que up(z) = (—1)" / gn(x, 8)ds avec gn(x,s) qu’on explicitera.

N3

2. Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément sur RT.

3. On pose U(x Zun . Justifier que U est continue et expliciter U sous la forme d’une

intégrale com)ergente
4. Montrer que U est de classe C* sur )0, +oc[ et calculer U'(x).

+o00
5. Expliciter U(x) pour x > 0 puis la valeur de U(0) = / %ntd
0
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