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Objectif de la logigue mathématique est de savoir trois
notions :

»Logique propositionnelle
»Logique des prédicat
» Calculabilité
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Introduction

e Le mot logique vient du grecque « logos » qui signifie
parole discours.

e Logique est la science qui étude les regles qui doivent
respecter tout raisonnement valide et qui permet de
distinguer un raisonnement valide, d’'un raisonnement qui
ne I'est pas

e Logique mathématique elle s'intéresse a I'organisation
et a la cohérence du discours mathematique c-a-d aux
notions de validité et de presse.
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Introduction

Il y a deux types de langages :

1. Langage naturel
2. Langage formel
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Langage naturel

e Estle langage que nous utilisons dans la vie ;
de tous les jours

e Ce langage a deux inconvénients majeurs
gu’'on utilise en mathématique ;

» la complexité des phrases qui rend les choses plus
compliqué, il faux plusieurs lignes incompréehensible
pour dire quelque chose qui peut se résumer une
simple équation

» les ambiguités du langage qui peuvent conduire a
des erreurs
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Langage naturel

Alors l'idee est d'utiliser un langage symbolique
permet de simplifier de choses en
mathématique.
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Langage formel

Lorsque I'on définit on doit définir deux choses
qui caractérisent ce langage :

> Syntaxe
»Sémantique
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angage formel
-> syntaxe

e Un alphabet : un ensemble de symboles

e Une grammaire : un ensemble de regles qui définit
guels mots appartiennent au langage formel

Mot : est une suite ordonnée de symboles, ces symboles appartenant
a I'alphabet

Q Un langage formel est un ensemble des mots
de longueur finie par un alphabet et une
grammaire
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chapitre 1

logique propositionnelle
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Le langage propositionnel

e L’alphabet :

— d’'un ensemble, fini ou dénombrable, de variables
propositionnelles notéesp,q,r, ...

- de deux constantes : vrai (notée T ) et faux (notee 1) ;

- d’'un ensemble de connecteurs logiques : et (noté ), ou
(noté 1),non (noté -), implique (noté —), équivalent
(noté <) ;

- les parentheses : ().
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Le langage propositionnel

e La grammaire
deéfinie par les deux regles suivantes :

a) Les variables propositionnelles sont des formules.
b) Tetl sontdes formules.

c) Si A et B sont des formules alors
(AAB),(AvB),(A—>B),-Aet (A<« B)

d) une expression n'’est une formule FBF que si elle écrite
conformément aux regles (a) et (b) et (c)
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Remarque

L'appartenance a I'ensemble des formules est décidable

( ie il existe un algorithme permettant de décider si un
mot quelconque est une formule)

Exemple :
(PvQ) ce sont des formules bien
(P1 —>(P2vP3)) formés selon les regles

(P1—>(P2—-P3)) ce ne sont pas des FBF selon
(PQvV) les regles :— est uni et PvQ
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Ambiguites
L’utilisation de la notation infixe s’accompagne de problemes de lecture :
Commentlire el N2 V3?20l —>@2—>¢@37?

Pour lever les ambiguités, on utilise les parentheses ou des regles de priorité
entre opérateurs :

» siopl aune plus grande précédence (priorité ) que op2 alors
el opl e2 op2 e3 est equivalent a ((el opl e2) op2 e3)

Parex :2x3+5=2x3)+5=11#2%x(3+5)=16

» siop2 a une plus grande precedence (priorité ) que opl alors
el opl e2 op2 e3 est équivalent a (el opl (e2 op2 e3))

Parex:2+3x5=2+(3x5)=17.

» Sl op est associatif a gauche alors el op e2 op e3 est équivalent a
((elop e2) op e3)

Par ex : 10/2/5 = (10/2)/5 =1 # 10/(2/5) .

Une fois ces regles fixées, a chaque formule correspond un et un seul arbre
de lecture.
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Regles de precedence

e Ordre de précédence < sur les opérateurs :

o> <> <V<A<A

et associativité a gauche pour <, V;, /1 et a droite pour —.
Exemples

prvgAarselitp v(gAr)

p—q—pselitp—(q—p)

prvg—rselit(pvqg) —r

-p Aqgselit(-p) 10

p—oqgAr—sseltp—-((gAar)—s)

Les parentheses permettent de contrecarrer ces regles, si elles ne
conviennent pas. Elles permettent aussi de rendre une formule
plus lisible, ou de ne pas devoir retenir les regles de précédence

F. BOUDJERIDA Univ de Jijel 2015- 2016



Arbre correspondant a une formule

La formule p — g A r — s est donc équivalente a

p—(qAr)—s)
et donc son arbre de lecture est :
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Profondeur d’une formule

La profondeur d’une formule ¢ est la profondeur de son
arbre de lecture associée , notee A ¢.

Elle se définit de maniere inductive comme suit :

« casdebase:sigp=p,T, £oup estune proposition
alors

Prof(¢p) =0 ;

= cas inductif : si ¢ = ¢ 1op ¢ 2 alors
Prof(¢) = 1 + max(Prof(e 1), Prof(¢ 2)) ;
si @ = (¢ 1) alors Prof(¢@) = Prof(¢ 1).
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émantique: validité, satisfiabilité

Valuation

La sémantique associé une fonction de valuation 3 telle
que
g- Vp% {O' 1} 0 —F Soit on dit valuation ou
' ’ L_v interprétation

- Grace a cela on pourra calculer la valeur de vérité de la
formule par rapport a cette interprétation.
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Remarque

si F contient n variables propositionnelles
alors Il existe exactement 2"
interprétations de F.
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Définition

e Une formule o est valide est on note = a Si
elle est vraie pour toute interprétation (on dit
aussi que c’est une tautologie).

e Elle est satisfiable s'il existe en moins une
iInterprétation pour laguelle elle est vraie

e et elle est contradictoire ou insatisfiable
sinon, c’est-a-dire quand la formule est
fausse quelle que soit l'interpretation.
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Définition

e On etend ces notions a un ensemble E fini ou
Infini de formules:

e | ’ensemble E est valide si pour toute
Interprétation | et toute formule a€ E on a

V (o)=V.
e ’ensemble E est satisfiable s’il existe une

Interprétation | telle que pour toute formule o€
Eona V (o)=V.

e | 'ensemble E est insatisfiable si pour toute
Interprétation I, il existe une formule a€ E telle
que V (o)=t.
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Remarques

e Dire que deux formules F et G sont valides est
équivalent a dire que I'ensemble {F,G} est valide.
Par contre si deux formules sont satisfiables, cela
ne veut pas dire que 'ensemble {F,G} est
satisfiable.

— |l suffit de prendre {x,— x} qui est insatisfiable car une
Interpretation | ne peut pas rendre vrai a la fois x et = x
alors que, pour chaque formule prise séparément, on
peut trouver une interprétation qui la rend vraie.
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Remarques

e De maniere duale si F et G sont insatisfiables, il
en est de méme de I'ensemble {F,G} mais le
contraire n'est pas vrai, un ensemble de formules
peut étre insatisfiable alors que chaque formule
Individuellement est satisfiable.

e Un ensemble de formules valide est a fortiori
satisfiable. Comme la valeur d’'une formule est
vraie (resp. fausse) si et seulement si la valeur de
sa negation est fausse (resp. vraie), on en déduit
une correspondance entre validité et
Insatisfiabilité.
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Théoreme

e La formule F est valide (resp. insatisfiable)
ssi la formule - F est insatisfiable (resp.

valide).

e | 'ensemble fini de formules {A,,...,A} est
valide (resp. satisfiable, resp. insatisfiable)
ssi la formule A;A...A A, est valide (resp.
satisflable, resp. insatisfiable)
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Définition(Modeéle d’une formule)

e Un modele d'une formule F est une
interprétation | des variables de cette formule
qui rend la formule vraie c’est-a-dire telle que
V,(F)=1.

Exemple Soit la formule P définie comme —(XAy) > -y

— L’interprétation {x— 1;y — 0} est un modele, par contre {x— 0;y - 1}
n’en est pas un.
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Définition (Conséquence logique E)

On dira que P est une conséquence logique
d’un ensemble de formules {A,,...,A,} et on
écrira A4,...,A, E P sitout modele de
{A,,...,A.} est aussi un modele de P.
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Remarque

- SI A est une tautologie, on peut ecrire = A.

- SI A—B est une tautologie(FA—B), on dit de
A qu’elle implique logiquement B.

- SI A&B est une tautologie(FA«<~B), alors A
et B sont dites logiguement équivalentes et
on note A=B.
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Proposition

Pour toutes formules A,,...,A, et P, on ales
propriétés suivantes:

o A,....,.A,EPsSsI AJA... NA, > P est valide

e si {A,,...,A} est insatisfiable alors pour
toute formule P,on a A,,..., A, EP

e A,,...,.A, E P ssil’ensemble de formules
{Ay-.,A,,— P} est insatisfiable.
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Théoreme

Si EA et EA—B alors =B
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Verité et substitution

e Soit B une formule ou figure la variable
propositionnelle p, et soit B’ la formule obtenue
a partir de 3 en substituant a p en toutes ses
occurrences une formule o.

e La validité et I'insatisfiabilité qui sont des
propriétés de toutes les interpréetations ne
changent pas lorsque lI'on effectue une
substitution dans une formule, un ensemble de
formules et ne change pas la notion de
conséquence logique.
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Verité et substitution

e Si une formule [ est valide (resp. insatisfiable)
alors 3’ est valide (resp. insatisfiable).

e Si un ensemble de formules E est valide (resp.
Insatisfiable) alors

E[p— o] =%"{B’ [p<— «]|B’€ E} est valide (resp.
Insatisfiable).

e SIA,....,A =B alors
A [X— df,...,A [X— a]= B[x«— q].
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Equivalences booléennes

e On utilise plusieurs connecteurs booléens mais
Il y a des équivalences entre ces connecteurs.

e On écrira P= Q si PE Q et Q= P ce qui revient
aussi a dire que les valeurs de vérite de P et Q
coincident pour toute interprétation

e Lois algébriques :I'ensemble des booléens
avec les operations de conjonction et de
disjonction forme ce que I'on appelle une
Algebre de Boole.
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Equivalences booléennes

La conjonction et la disjonction sont associatifs et
commutatifs :

o PAQ=Q AP PrQ=QvP
o PAQ)AR=PA(Q/AR)
(PrQ) YR=PV(Q VR)
1 et 0 sont des éléments neutres ou absorbants :
e PA1=P Pvli=1l PvO0O=P PAO=O

Les lois de Morgan etablissent le comportement de la
négation par rapport aux autres connecteurs :

.—|OEl —|1§O —|—|PEP
® —|(P/\Q)E—|PV—|Q
._I(PVQ)E_IP/\_IQ
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Equivalence entre connecteurs.

Certains connecteurs peuvent se définir en
fonction d’autres :

e -P =P->0

e P>Q=-PVQ

* P&Q=(P->Q)A(Q—>P)
=(PAQV(=PA=Q)
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Formes normales

e Les équivalences mises en évidence ci-dessus
montrent que la méme propriété peut s’exprimer
de plusieurs manieres differentes.

e On a par exemple déja établi dans le paragraphe
précédent que I'on pouvait se passer des
connecteurs — et <> en utilisant a la place les
connecteurs -, vV et A. On constate que dans le
cas de I'équivalence, la formule transformée est
deux fois plus grosse que la formule initiale, donc
I'élimination du connecteur peut avoir un cout
Important.
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Forme normale de negation(FNN)

Les lois de Morgan rappelées dans la section

permettent de distribuer la neégation vers les variables
propositionnelles.

e Deéfinition 1 (Littéral) On appelle littéral une formule
gui est soit une formule atomlque(varlables
propositionnelles x), soit la negation d'une formule
atomique (variables propositionnelles = x).

e Proposition 1 Toute formule propositionnelle est
équivalente a une formule propositionnelle qui ne
comporte pas de connecteur -~ sauf dans un litteral.

e Une telle formule est dite en forme normale de
négation.
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Forme normale de negation(FNN)

Exemple Soitla formule ((p —» g) —» p) —» p dans
laquelle on élimine les implications, cette formule
devient:~ (= (-pVvQg Vvp Vvnp.

e On peut ensuite repousser les négations en
commencant par I'exterieur:

’."ﬂ“}, ,-:"ﬂ“;, On obtient la formule :
! 7 (GpVva)A=p)Vp
— qui peut se simplifier en
|- p L = pVppuisenl.
~
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Forme normale conjonctive (FNC)

e Définition 2 (Clause) On appelle clause une formule
propositionnelle qui n'utilise que des littéraux et la disjonction.

e Comme la disjonction est associative et commutative, la clause
peut toujours s’écrire de la forme I,v Lv... v I, avec |, un littéral
et on peut réarranger les littéraux dans I'ordre que I'on veut (par
exemple en ordonnant les variables propositionnelles, puis pour
chaque variable en mettant d’abord les littéraux positifs puis les
négatifs). Par ailleurs, on a Pv P= P et Pv 7 P=1.

e On peut se ramener a une clause dans laquelle chaque variable
propositionnelle apparait au plus une fois sous forme positive ou
négative.

e Par convention, la clause associee a un ensemble vide de
littéraux est interprétée comme la formule fausse 0.
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Forme normale conjonctive (FNC)

Proposition 3

Soient L, et L, des ensembles de littéraux, si L, L, alors
la clause correspondant a L, est une conséquence
logique de la clause correspondant a L,.

Définition 3 (FNC)

Une formule est dite en forme normale conjonctive si elle
s’ecrit comme une conjonction de clauses.

Proposition 4

Toute formule P admet une forme normale conjonctive,
c'est-a-dire qu’il existe une formule Q équivalente a P
et qui est en forme normale conjonctive.
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Forme normale conjonctive (FNC)

Exemple 2 Soitla formuleP: (p > ) > (- p A q), on commence
par écrire la table de vérite :

e Les lignes qui nous intéressent sont la premiere et la derniere et
on doit exprimer une formule qui dit exactement que I'on n’est pas
dans un de ces deux cas.

e La formule qui dit que I'on n’est pas dans le cas de la ligne 1 est —
p v 7 q et la formule qui dit que 'on n'est pas dans le cas de la
ligne 4 estp Vv Q.

P g “PAQ P

q (P—>aq—>EpAQg)
0

O |k |O| O

N
1
0 1
1 1
1 0

O |, |O|F

1
1
0
0

La forme normale conjonctive estdonc (-pVv-9) A(pV Q).
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Forme normale disjonctive(FND)

Définition 4 (FND)
Une conjonction élémentaire est une formule uniquement composée
de littéraux et de conjonctions.

Une formule P est en forme normale disjonctive si elle s’écrit comme
une disjonction de conjonctions elémentaires.

Proposition 6 Pour toute formule propositionnelle P, il existe une
formule Q équivalente en forme normale disjonctive.

Preuve: Comme précédemment, on peut construire la table de vérité
de la formule P par rapport aux variables propositionnelles
{P1,---,Pn}- On s’intéresse a 'ensemble des n-uplets (b,,...,b,),
pour lesquels la table de verité donne la valeur 1. Pour chaque
ligne on construit une conjonction élémentaire I; A, A ... Al avec
l=p; si b=1 et |.=- p, si b,=0. Il suffit ensuite de prendre la
disjonction de ces formules pour trouver une formule equivalente
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Forme normale disjonctive(FND)

Exemple 3 En reprenant la formule P de 'exemple 2, on obtient la

forme normale disjonctive : (pA-qQ)V(mpPAQ)

Si la formule est en forme normale disjonctive alors il est facile de
trouver un modele. On suppose gue les branches de la disjonction
sont en forme “simplifiée” c’est-a-dire qu'une variable
propositionnelle apparait dans un seul littéral. Il suffit de choisir
une des branches de la disjonction. Pour chaque variable
propositionnelle x qui apparait dans un littéral | on prend dans le
modele x— 1 si I=x et x— 0 si I== x. |l peut arriver qu’il n’y ait
aucune composante en forme simplifiée: c’est le cas ou la formule
initiale est équivalente a 0 et donc il n'y a pas de modeéle.

Cependant, la mise en forme normale n’est pas forcément la
meilleure maniere de trouver un modele.

En effet, cette forme normale peut étre exponentiellement plus
grosse que la formule initiale.
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L’aspect syntaxique

e L'approche sémantique(la methode de table de
Verite) ne convient pas pour faire des
raisonnement sur des formules
propositionnelles.

e L'approche syntaxique deductive a pour but de
calculer les conséquences logiques par
I'application de regles d’'inférences.
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L’aspect syntaxique

e Pour établir la validité des formules, on introduit un systeme de
deéduction qui permet de déduire qu'une formule est une conséquence
logique d’'un ensemble de formules, et on écrit :

AN

Ensemble des formules Une formule

* L'interprétation de cette relation est que sionadériver T + P et
gue les formules dans T sont vrais alors la formule p est vraie.

T : un ensemble de formules que I'on pourra écrire H; H,, ..., H,
et sont appelés les hypotheses(les premisses)

P : la conclusion
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L’aspect syntaxique

® Les preuves en mathématique on utilise des regles
qui hous permettent etape par etape de deduire la
conclusion a partir de prémisses, ces regles sont
appelées les regles d’inferences qui sont de la

forme suivante :
h1,h2,....hn les premisses
C la conclusion

e On peut se lire sous les hypotheses h1,h2,....hn on
peut deduire C.
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La déduction naturelle

e La déduction naturelle a été developpe par
Gentzen (1934)

e Dans cette methode il y a des hypotheses et
les regles d’inférences on notera

h1,h2,....hn
C

e Le fait qu'on peut produire c a partir de
h1,h2,....hn (inféerence directe)
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Regles d’inféerences

1) Modus ponens(MP) :
A—B,A-B ou A—->B. A
B

2) Modus tollens(MT) :
A—B, -B- -A ou A—B, —-B

—A
3) Introduction de la conjonction(ia) :
A, B AAB A B

ArB

F. BOUDJERIDA Univ de Jijel 2015- 2016




Regles d’inféerences

4) Introduction de la disjonction :

(I11V) e—tfe (12V) —fee
AvB AvB
5) Elimination de la conjonction
(eln) AAnB (e2A)  AAnB
A B

6) Elimination de la disjonction
(ev) TFHAVB T,A-FC T,BrC
C
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Regles d’inféerences

Exemple : AvB -BVA ?

AvB (hyp) (iI2v) A (Ilv) B
(ev) BvA BVvA
BVA

Donc AvB FBVA
7) Introduction de I'implication
T,A-B

_

T,FA—>B
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Remarques

Si on a une deduction naturelle de B sous un
ensemble d’hypothese dont éventuellement
I'hypothese A, on peut contenir une déduction
naturelle de (A—B)

Dans la pratique, on appliquera la regle, on filtrera
le n° de A que I'on souhaite retirer des hypotheses
et on indiquera leur n° a droite de la barre on dit
alors que I'hypothese a décharge.

on tire alors que la formule A—B est correcte et
elle est un loi logique ou une théoreme.
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Regles d’inféerences

Théoreme( formule démontrable) :Qui est le dernier élément d’'une
démonstration sans hypotheses.

8) Elimination de I'implication
TEASB THEA
T-B

9) Negation Soit L la formule appelé 'absorbe (c’est une formule qui dans
toutes ses interprétations prend faux )

e Introduction de négation e Elimination de la négation
T,AFL i-)A —-A (en)
—A - 1
e Leprincipe efalso e Le principe de double négation
| —AL L
A A
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Théorie formelle

e Une théorie formelle T est définie par :
e Un alphabet

e Un ensemble des FBF

e Un ensemble d’axiomes

e Un ou plusieurs regles d’inférences
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Théorie formelle

Une preuve dans T est une séquence de formules
a,, d,,... ,a, telles que tout a; est soit un axiome
soit obtenue a partir de certaines des formules qui
précédent dans la séquence par application des
regles d’'inférences.

Axiome : une formule que I'on admet qu’elle est
vraie(on ne la démontre pas).

Une formule a admet une preuve dans T(a est la
derniere ligne d'une preuve) on dit de a qu’elle est
démontrable ou que a est un theoreme de T est on
note F a
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Exemple de théorie pour le logique
propositionnelle

On définit une theorie comme suit :

1) L’alphabet :

e ensemble de variables propositionnelles notées P,Q, ...
e les connecteurs logiques — et —>

e |es parentheses

exemples : démontrer que {— , —»} forme un systeme
complet.

Définition Un ensemble T de connecteurs est complet si,
étant donnée une formule F du calcul propositionnel, on
peut trouver une formule F’ dans laquelle n’interviennent
gue les connecteurs de T et telle que F=F’
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Exemple de théorie pour le logique
propositionnelle

2) Les formules bien formées
e Lesvp sont FBF
e Siaetf sont FBF alors
(—a) || sontdes
(a—>B) | FBF
e Les axiomes
Al : (a—>(B—0q))
A2 : (a—>(B—y)) >(a—>B)—>(a—y)
A3 : (—wa—>—B)— (p—a)
e Regles d’inférences
Comme regle d’inférence unique le Modus Ponens
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xemple de théorie pour le logique

propositionnelle

Exepl : démontrer a—a

b0 : (a— ((a—a) —»a)) - ((a— ( a—>a)) - (a—a)) (A2)
bl:a— ((a—a) —a) (A1)

b2 : (a— (a—a)) > (a—a), (MP b0, b1)
b3 :a— ( a—0q), (A1)

b4 : a—a (MP b2, b3)

Exep2 : démontrer F>H, F>(H->G) F F5G

F. BOUDJERIDA Univ de Jijel 2015- 2016



Théoreme de déduction :

ia,, a,,... ,a, - Palorsay, a,,...,a,; Fa,— B
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Proprietes de consistance et de
completude :

Dans le calcul propositionnel, il y a deux aspects :

e Aspect sémantique (theorie des modeles) :Qui
introduit les notions de satisfiabilité, de tautologie et de
conséquences logiques.

e Aspect syntaxique (theorle de démonstration): On
S mteresse a montrer qu'une formule est un theorie ou
gu’'une formule déduite a partir d’'un ensemble de
formules.

e Existe-t-il un rapport entres les théoremes et les
tautologies ?

e Existe-t-Il un rapport entres la notion de
conséqguence logigue et celle de déduction ?
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Théoreme de consistance

e Toutes formules demontrable est une
tautologie Si B alors =3

e Un systeme d'inférence est consistant si tous
les théoremes sont des conseguences
logiques des formules des axiomes (tout ce
qui est démontrable est « vrai »).

e Ou de maniere équivalence, si on peut
produire G a partir de I'ensemble de formules

F, noté F - G, alors G est une conseguence
de F (FEG)
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Théoreme de complétude

e S| =B alors +f3

e Un systeme d’inféerence est complet s’il permet de
produire toutes les consequence logiques des
axiomes, c’est-a-dire si toute conseguence des
axiomes est un théoreme (tout ce qui est vrai est
démontrable).

e Ou, de maniere équivalente, FE= G entraine
FHG

Le systeme d’inference naturel est consistant et
complet.

F. BOUDJERIDA Univ de Jijel 2015- 2016



Principe de résolution de Robinson

e Cette regle d’'inférence a été inventée par Robinson en
1965 . Elle est surtout utilisee dans les systemes de
preuve automatique (demonstrateurs de théoreme,
systemes de programmation logique ). C'est l'unique
regle du systeme , donc il n'y a pas de probleme de
choix de la bonne regle a appliquer. Par contre on peut
I'appliquer de multiples manieres.

e Cette regle travaille uniguement sur des clauses. Il faut
donc commencer par tout mettre en forme FNC
C1 AC2A ... ACn ou chague clause Ci est de la forme
L1v---vLm. Les Lj sont des litteraux de la forme V ou
=V ou V est une variable.
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Principe de résolution de Robinson

La regle elle-méme s’énonce comme suit :

e Sion adeux clauses
Cl=(pvLlvL2V..VLm),
C2=(-pVv M1lv M2v.Vv Mn)

« on peut déduire le résolvant de C1 et C2 qui est la
clauseL1lvL2VvV...vLMVM1IVM2V ..V Mn.

« En d’autre termes, si un littéral et son complement
apparaissent dans deux clauses on peut déduire
une nouvelle clause a partir de celles-ci.
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Exemple

. Application du principe de résolution
Cl=(pvqgVv-rvs)
C2=(QqV-pVvl
Résolution sur p et —p.
Rés(C1,C2)=(qvrvsvgVi),
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Exemple2

. On veut prouver

{(pvt)>q,r-(@tvs),(gAt)>u,p,-s,r}eu

On met les formules sous forme de clauses :

1. (pvt)>q="(pVvt)vagsE("pA-t)Vvg
=(-pvag)Aa(-tvq)

ce qui donne deux clauses: (~pvQg)et(-tvq)

2. r>(tvs)=rv(tvs)=rvtvs

B.gAt) > U= (gAt)VUSE(gVv)vVu=qvtvu
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Exemple2

On appligue ensuite le
principe de résolution
a partir des six clauses

obtenues :
1l.-pVvg

.otV

.arvivs

.qV-atvu

. P

. TS

OUITEWN

[.r

8.9 (rés(1,5) surp)
9.tv s (res(3,7) surr)
10.t (rés(6,9) sur s)
11. -t v u (res(4,8) sur

q)
12.u (rées(10,11) sur

y
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Exemple2

N ne peut pas appliquer le principe sur deux variables en
méme temps. Sion a

l=(pVv-gqV-rvs)

2=(QV-pVi)

peut déduire
varvsvgvt(réssurp)oupv-arvsv-pVvt(réssurq)

aispas —rvsvt!("res"surpetq)

utilisation pratique du principe de résolution se base sur le
théoreme suivant :
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Théoreme

Le résolvant C est satisfiable ssi les clauses parentes C1 et C2 le sont
(simultanément)

A partir de ce théoréme on peut créer une procédure de résolution
pour Vérifier si un ensemble S de clauses est satisfiable.

e On définit S0:=S

e On calcule une sequence S1, S2, ... avec la regle

(a) soient C1 et C2 deux clauses de Si dont le résolvant est C
(b) on définitS;, ;:=Si v{C}

(c) siau cours du processus on trouve un C =[] alors SO était
Inconsistant

(d) si S;, ;= Sipourtout choix de C1 et C2, alors SO était
satisfiable
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Théoreme

« Une dérivation de [] a partir de S s’appelle
une refutation de S.

« La technique de preuve par réfutation
consiste a prouver que A est une
conseqguence logique de S en réefutant

S0=S U{-A}l
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Exemple

SotS={p,pvqg,-pv-gVvr}.Onveut
montrer que S ET.

1. SO ={p, -
2.S1={p, -
3.S2={p, -
4. S3 ={p, -

[}

doncS Er

OV O
0 V'O
0 V0

0 V0O

0 V0
0 V0
0 V0

0 V0

Vr, ar}
VI, ar, -
VI, ar, -
VI, ar, -

0 V0
0 V0

0 V0
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