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Introduction

Ce cours s’adresse a des étudiants de Licence en mathématiques. Il a pour
objectif de donner les bases en topologie indispensables a toute formation en
mathématiques. Il ne s’agit pas d'un traité complet sur le sujet, qui n’est pas
neuf. De nombreux livres parfois tres fournis (ceux donnés dans la bibliographie
par exemple) existent déja. Nous avons cherché, compte tenu des contraintes de
volume horaire, d’acquis des étudiants en premier cycle et d’exigences pour la
suite du cursus, a dégager les points clés permettant de structurer le travail per-
sonnel de I’étudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Par exemple,
il nous a semblé important de ne pas nous limiter aux espaces métriques de
facon a ce que le langage de la topologie générale ne soit plus un nouvel obstacle
a franchir (de plus les topologies non métrisables arrivent tres vite : conver-
gence simple, topologies produit, quotient, de Zariski. . .). Nous avons laissé de
coOté, en le signalant, la notion de filtre qui a ce niveau introduirait plus de
confusion qu’autre chose mais qui apres coup ne présentera pas de difficulté
majeure pour I’étudiant ayant assimilé ce cours. De la méme facon, nous avons
évité les discussions autour de ’axiome du choix, nous limitant au niveau de
la théorie des ensembles aux opérations ensemblistes rappelées dans le premier
exercice. Ainsi le théoreme de Tychonoff est démontré dans le cas métrisable.
De méme, on ne parle pas du théoreme de Hahn-Banach qui s’intégre plus
naturellement dans un cours d’Analyse Fonctionnelle, mais il y a un ou deux
exercices sur la séparation des convexes en dimension finie.

Nous avons inclus dans ce texte une liste d’exercices. Ceux-ci de difficulté variée
répondent a une double nécessité. Il est important de jongler avec les différents
concepts introduits en cours et méme de faire certaines erreurs une fois pour
bien identifier les pieges. Les exercices permettent d’orienter les raisonnements
vers d’autres domaines des mathématiques (algebre, analyse, géométrie), cela
afin d’exhiber l'intérét et 'omniprésence des arguments topologiques.

Les choses supposées connues correspondent au programme du premier cycle.
Elles interviennent dans les démonstrations et dans les exemples qui donnent
corps aux nouvelles définitions. Il s’agit de

1) Techniques ensemblistes : opérations ensemblistes, relations, fonctions, no-
tion de dénombrabilité.

2) Analyse élémentaire sur la droite réelle R : Le corps des réels défini comme
corps archimédien contenant Q et vérifiant la propriété de la borne
supérieure, suites réelles, intervalles, fonctions continues de R dans R,
dérivation.

3) Algebre linéaire et bilinéaire : Espaces vectoriels, bases, applications linéaires,
calcul matriciel, déterminants, produit scalaire.

4) Fonctions de plusieurs variables, dérivées partielles.

5) Convexité d'un ensemble, d’une fonction.



D’autres notions intervenant dans les exercices (fonctions holomorphes, différentielle)
seront rappelées, si besoin est, en Travaux Dirigés.

Conseils pratiques aux étudiants : Ce polycopié ne dispense pas d’assister
aux amphis ni de prendre des notes complémentaires. Il est la pour éviter
un travail de copie qui empéche parfois de se concentrer sur les explications
données oralement. Ce cours présente au moins deux difficultés : 1) Pour les
étudiants venant du DEUG, c’est la premiere fois qu’ils sont sérieusement
confrontés a une démarche axiomatique. Se convaincre de I'intérét des notions
abstraites et identifier leur domaine de validité demande du travail. Une fagon
de faire est de chercher a résoudre le maximum d’exercices par soi-méme. 2) Un
vocabulaire nouveau et précis doit s’acquérir. Il est important de comprendre et
apprendre le cours au fur et a mesure. Une bonne fagon de tester I’assimilation
du cours est de le refaire mentalement a partir de la table des matieres bien
détaillée. L’index donné en fin de polycopié aidera a revenir rapidement sur
une définition ou un énoncé précis.

Nous tenons a remercier Jacques Camus dont le polycopié précédent et les
conseils nous ont aidés a calibrer ce cours, ainsi que Karim Bekka, Bas Edix-
hoven, Isabelle Gruais, Jean-Marie Lion, Laurent Moret-Bailly, Michel Pierre
et Jean-Claude Tougeron dont les suggestions et remarques ont été utiles.
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Chapitre 1

Espaces métriques,
Espaces topologiques.

Dans ce chapitre, nous présentons toutes les notions de base de la topologie.
Nous allons dégager les structures qui permettent de parler de limite et de
continuité. [’exemple fondamental déja étudié en premier cycle est le cas de R
et de R™. La théorie générale englobe bien sur cet exemple - qu’il faut garder
en téte - mais conduit parfois a des situations moins intuitives.

1.1 Espaces métriques

La facon la plus immédiate de parler de limite ou de continuité dans un en-
semble X est de mesurer de facon quantitative 1’écart entre les points [] et
d’introduire pour cela une distance.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application
d: X x X — R vérifiant B pour tout x,y,z € X :

i) (d(z,y) =0) & (z=y);

ii) d(y,z) = d(x,y) (symétrie);

iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2. Un espace métrique est un couple (X,d) ou X est un en-
semble et d est une distance sur X.

'En topologie, on préfere parler de points plutét que d’éléments d’un ensemble. Cette
nuance traduit mieux lintuition “géométrique”.

211 n’est pas nécessaire de mettre dans la définition de la distance d(z,y) € Ry. Clest
une conséquences des axiomes i), ii) et iii) comme le montre la Proposition [[.T.4.
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EXEMPLE 1.1.3. L’ensemble des réels muni de la distance d(z,y) = |z — y|
est un espace métrique. D’autres exemples sont donnés au paragraphes [.1.5
et [CIT7.

1.1.2 Propriétés de la distance

Proposition 1.1.4. Une distance d sur un ensemble X vérifie :

a) La distance est toujours positive ou nulle :
Ve,y € X, d(x,y) > 0.
b) ”"La distance entre les distances est plus petite que la distance” :

\V/%y,z € X7 |d($,y> - d(l’, Z)| < d(yv Z)

Preuve : a) En utilisant successivement i), iii) et ii) on obtient pour z,y € X
0 = d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) = 2d(z,

y)-
b) En utilisant iii) on obtient pour z,y,z € X : d(z, z) —d(z,y) < d(y, z). Par
symétrie et en utilisant ii), on a aussi : d(z,y) —d(x, z) < d(z,y) = d(y,z). On
en déduit |d(z, 2) — d(z,y)| < d(y, 2). "

1.1.3 Boules

Définition 1.1.5. Soit (X, d) un espace métrique, soit x € X et soit r €
R*. On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon r
I’ensemble

B(z,r)={y € X, d(z,y) <r}
resp.  By(z,r)={y e X, d(z,y) <r}.

Pour 0 < r < 7' les inclusions B(z,r) C Bf(x,r) C B(x,r") sont des conséquen-

ces directes de la définition. Dans les exemples ci-dessous on peut voir que ces
inclusions sont souvent strictes mais pas toujours (Voir I'exemple f) ci-dessous).

1.1.4 Parties bornées, fonctions bornées

Définition 1.1.6. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de
X est bornée s’il existe une boule fermée By(xg,r) telle que A C By(zo,7),

Ve € A, d(xg,x) <.
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Compte tenu de la remarque ci-dessus sur les inclusions des boules, il est clair
que I'on peut remplacer I’ adjectif “fermée” par “ouverte”. De plus I'inégalité
triangulaire entraine que le caractére borné de A ne dépend pas du choix de
zo (avec un zy il suffit de remplacer r par v’ = r + d(zo, ().

Définition 1.1.7. Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. St X
est un ensemble on dit qu’une fonction f : X — Y est bornée si son image
f(X) est bornée. On note Fy(X;Y) le sous-ensemble de F(X;Y) = Y* des
fonctions bornées.

1.1.5 Exemples

a) R : La distance usuelle est donnée par d(z,y) = |z — y|. Les boules sont
des intervalles. Pour z € Ret r € R%, on a B(z,r) =z —r,z + 1] et
B¢(z,r) =[x —r,z+7r].

b) C : On remplace la valeur absolue par le module d(x,y) = |z —y|. La boule
ouverte de centre z € C et de rayon r > 0, B(z,r), est le disque ouvert
de centre = et de rayon r et Bf(z,r) est le disque fermé.

c) K" avec K =R ou C : On peut alors définir plusieurs distances faisant in-
tervenir les distances entre les composantes. Pour deux éléments arbi-
traires de K", x = (x1,...,2,) et y = (y1,...,Yn), ON pOSeE :

n n f
dl(‘rvy)zz‘yl_'xl’v dg(ﬂf,y) = (Z|yl_‘x2|2)2
i=1 i=1

et doo(x,y) = ma P — Xl
(z,y) Z,E{L_?jn}w |

On vérifie aisément que d; et d, sont des distances (i.e. vérifient les pro-
priétés i),ii) et iii)) tandis que ds n’est rien d’autre que la distance eucli-
dienne (On rappelle qu’alors I'inégalité triangulaire iii) est une conséquen-
ce de I’ inégalité de Cauchy-Schwarz). Dans R? les boules de centre 0 et
de rayon 1 ont la forme suivante :

+1 +1 +1

@R

— 1

R

dy d2 doo

d) Produit fini d’espaces métriques : Si pour ¢ € {1,...,n}, (X;,J;) est un
espace métrique, on peut mettre comme précédemment les distances d;,
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dy et doo sur X =[]0, X, :

di(z,y) = Z oi(i, yi)
=1

dZ(xvy) = <Z 61'(‘7:1'7%)27) )

et  de(z,y) = max 6;(x;,y),

1e{1,...,n}

oux = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn) sont deux éléments arbitraires de
X = H?:l Xi.
e) Distance de la convergence uniforme sur F,(X,Y") : Si (Y,0) est un espace

métrique et X est un ensemble. L’ensemble F,(X;Y') peut étre muni de
la distance

Vf,g€ F(X;Y), (f,g9)=supd(f(x),g(x)).

rzeX

On peut représenter graphiquement les boules de F; ([a,b]; R) pour la
distance de la convergence uniforme.

La boule de centre f et de rayon r est ’ensemble des fonctions dont
le graphe se trouve entre les 2 courbes en pointillés (déduites de f par
translation parallelement & 'axe des ordonnées). Ici, on a d(f,g) < r.

f) Distance triviale : Sur un ensemble X quelconque on peut mettre la dis-
tance triviale donnée par

0 sixz=
vy € X, d(m,y):{ 1 sinon.y

Dans ce cas on a B(z,3) = {2} = By(z,3) = B(z,1) tandis que
By(z,1) = X est différent de {z} = B(z,1) si X a au moins 2 éléments.

h) Soit (X, d) un espace métrique et une application ¢ : R, — R, croissante
sous-additive et ne s’annulant qu’en O :

(p(u) =0) & (u=0)
Vu,v €RY, p(u) < p(utv) < p(u) + ¢(v)

croissante sous—additive
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Alors ¢ o d est une distance sur X (cf. Exercice ). Deux cas particu-

liers sont intéressants : ¢(u) = min{l,u} et p(u) = . Les distances
min{1,d(z,y)} et 11(;25)11) ont la propriété d’étre bornées par 1 sur X

et (on le verra plus loin) d’étre topologiquement équivalentes a la dis-
tance d (cf. Paragraphe [.6.7). Quand on regardera les propriétés to-
pologiques d'un espace métrique on pourra donc toujours supposer la
distance bornée.

1.1.6 Distance entre deux parties, diametre

Définition 1.1.8. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A et B deur parties
de X on appelle distance entre A et B la quantité

d(A, B) = inf{d(z,y), x € A,y € B}.

EXEMPLE 1.1.9. Si on prend A = {0} C Ret B ={-1 n € N} on a

nt+1’
d(A, B) = 0 tandis que A # B. Ainsi la distance entre les parties ne définit

pas vraiment une distance sur P(R) (ou P(X) en général). Il s’agit donc d'un
abus de notation et il faut bien interpréter d(A, B) comme l'infimum de la
distance entre les points de A et de B.

Définition 1.1.10. On appelle diamétre d’une partie A de X et on note
Diam(A) la quantité

Diam(A) = sup{d(z,y), x € A,y € A}

On vérifie immédiatement qu'une partie A de X est bornée si et seulement si
son diametre est fini.

1.1.7 Norme, espaces vectoriels normés

Un exemple important d’espace métrique sur lequel nous reviendrons plus loin
est le cas des espaces vectoriels normés. On considere un K-espace vectoriel F
avec K =R ou C.

Définition 1.1.11. On appelle norme sur E une application de E dans R,
habituellement notée || || vérifiant pour tout x,y € E et tout A € K

i) [|Azl] = [A]l (homogénéité),
i) (=[] = 0) = (z = 0),
iii) [z +y|| < ||z| + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.12. Un espace vectoriel normé est un couple (E, || ||) ou E est
un espace vectoriel sur K =R ou C et || || est une norme sur E.
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La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés
sont des espaces métriques. Il s’ensuit que toutes les propriétés des distances
données plus haut ont une traduction en terme de norme dans les espaces vec-
toriels normés (En particulier, comme pour les distances il n’est pas nécessaire
de supposer la norme positive ou nulle; ¢’est une conséquence des axiomes i),
ii) et iii)).

Proposition 1.1.13. Si (E, || ||) est un espace vectoriel normé alors la quan-
tité d(x,y) = ||y — x|| définit une distance sur E.

Preuve : Il est clair que les hypotheses i) avec A = 0 et ii) pour la norme

|| || entraine la propriété i) de la distance d. La propriété i) avec A = —1 pour
la norme entraine la propriété ii) pour la distance. L'inégalité triangulaire suit
immédiatement. [

EXEMPLE 1.1.14. On se place toujours dans le cas K =R ou C.

a) Il est clair que la valeur absolue (ou le module) | | est une norme sur K pris
comme K ou R espace vectoriel.

b) Sur K" les distances dj, ds et do, introduites au [[.1.5 c) sont associées a
des normes. Plus généralement la quantité

1
|z = (o |z5P)» pour p < +oo
p maX;e(1,. ) |[Ti| pour p = 400.

définit une norme sur K" (cf. Exercice [f).

On peut encore généraliser de la facon suivante : Pour une famille finie
de K espaces vectoriels normés, (E;, | |,)ief1,...n}, €t pour 1 < p < oo la
quantité

1
2], = ¢ Qoimalaili)r pour p < oo
P max;e(1, |z,  pour p = +oo

définit une norme sur le K espace vectoriel [, E; = &7, E;.

c) Norme de la convergence uniforme sur F,(X;K) : Soit X un ensemble on
munit F(X;K) de la norme

Ve F(X;K) N fll = sup |f(2)].

Il est clair que la distance associée est la distance de la convergence
uniforme. De plus, cette norme coincide avec la norme || || définie plus
haut si X est fini.

Plus généralement, si X est un ensemble et si (F, || ||) est un K espace
vectoriel normé, on peut définir une norme de la convergence uniforme
sur F(X; E') en posant

Vfe R(X;E) [ fllo = sup 1 ()] -
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1.2 Espaces topologiques

Quand on aborde des problemes de convergence, on s’apercoit assez vite que
la notion de distance ou de norme est trop restrictive. Par exemple si on prend
la suite de fonctions f,(z) = (%)n sur R, on a bien envie de dire qu’elle
converge vers 0 puisqu’en tout point de R ou sur toute région bornée de R
cette convergence est vérifiée. Cependant il n’y a pas de distance évidente que
I'on peut mettre pour exprimer cette convergence : L’écart, mesuré globale-
ment sur la droite réelle, entre deux termes de la suite est toujours infini. Les
mathématiciens du XIXeme et du début XXeme siecle ont dégagé la struc-
ture d’espace topologique qui contient de fagon abstraite toutes les hypotheses
nécessaires a 1’étude de la convergence et de la continuité.

1.2.1 Définition, ouverts

Définition 1.2.1. On appelle espace topologique un couple (X, O) ou X est
un ensemble et O est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant

(01) Toute réunion d’ouverts est un ouvert,
(02) Une intersection finte d’ouverts est un ouvert,
(03) X et 0 sont des ouverts.

Une autre fagon de dire est dire que la famille des ouverts est une partie de
P(X) stable par union quelconque, intersection finie et contenant X et (). On
peut voir que ’ensemble des réunions quelconques d’intervalles ouverts de R
définit une topologie sur R. Plus généralement tout espace métrique est un
espace topologique.

1.2.2 Topologie des espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique.
Définition 1.2.2. On appelle ouvert de (X, d) toute partie O de X qui est
vide ou qui vérifie

Ve e O,3r >0, B(z,r) C O.
On vérifie facilement les axiomes (O1) (02) et (O3). Ainsi une distance définit
une topologie.

Proposition 1.2.3. Une boule ouverte est un ouvert.

Preuve : Soit B(zg, ) une boule ouverte de (X, d). Soit x € B(xg,79). On a
d(xg,x) < 7o €t on pose p = w;o’m). Alors la boule B(z, p) est incluse dans
B(zg,70). En effet pour y € B(z,p) on a

ro — d(zg,x) 19+ d(z0, )

d('ran) S d(.ﬁl]g,$) + d('ruy> < d('TOwT) + 9 == 9 < Tp.
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Corollaire 1.2.4. Un ouvert de (X,d) est une union quelconque de boules
ouvertes.

Preuve : Soit O un ouvert de (X,d). Pour tout z € O, il existe r >
0 tel que B(z,r) C O (Définition [[.2.2). Ainsi le réel strictement positif
ry = sup{r >0, B(z,r) C 0} est bien défini pour tout € O et on a O =
Uzeo B(z,14). n

1.2.3 Fermés

Définition 1.2.5. Dans un espace topologique (X, O) on appelle fermé toute
partie de X dont le complémentaire est un ouvert. On note F la famille de
tous les fermés. En résumé on a

(feF)e (CxFeO).

On déduit de (01)(02) et (O3) par passage au complémentaire les propriétés :
Proposition 1.2.6. La famille F de tous les fermés vérifie

(F1) Toute intersection de fermés est un fermé.

(F2) Une réunion finie de fermés est un fermé.

(F3) 0 et X sont des fermés.

Proposition 1.2.7. Dans un espace métrique (X, d), toute boule fermée est

un fermé.

Preuve : Soit Bf(xg,ro) une boule fermée de (X, d). Il s’agit de montrer que
Cx By (o, 70) est un ouvert. Soit x & By(wo, 7). On a d(xg,x) > o et on pose
p = d(mo’ig)_m. Alors la boule B(z, p) est incluse dans Cx By(wo, 7). En effet
pour y € B(z,p) on a

d(zo, ) — d(zg,y) < |d(zo,2) — d(z0,y)| < d(z,y) < p = w

2
d’ou I'on tire
d(xg,x) + 1 d(xg,x) — 7
o < d(0,) + 10 2) T _ d(zo, ) — dl@0,7) ~ 1o 2) 2 < d(zo,y).
Cette derniere inégalité dit explicitement y € Cx B(zq, 70). [

EXEMPLE 1.2.8. Dans R les intervalles fermés [a,b], —o0 < a < b < 400
sont fermés. Attention : les intervalles [a, +oo[ et | — 00, b], a,b € R, sont des
fermés comme complémentaires des ouverts | — 0o, a[ et |b, +oo[ (revenir a la
définition des ouverts des espaces métriques). En revanche [0, 1] n’est ni ouvert
ni fermé.
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REMARQUE 1.2.9. On peut définir la topologie avec les fermés en prenant
(F1)(F2) et (F3) comme axiomes et définir ensuite les ouverts comme les
complémentaires des fermés. Les assertion (01)(02) et (O3) deviennent alors
des propriétés. De ce fait on préfere noter (X,7) un espace topologique 7
faisant référence a O ou F (voire la famille des voisinages V' définie plus bas.)

1.2.4 Exemples d’espaces topologiques

a) Les espaces métriques et les espaces vectoriels normés sont des espaces
topologiques.

b) Topologie discrete : tous les ensembles sont des ouverts (et des fermés).
C’est la topologie associée a la distance triviale. Pour vérifier quune
topologie est discrete, il suffit de vérifier que tous les singletons sont
ouverts. C’est le cas pour Z muni de la distance d(z,y) = |z — y|.

c) Topologie grossiere : C’est la topologie qui a le moins d’ouverts (de fermés)
possible : O = {0, X}, F = {X,0}. On verra que si X a au moins 2
éléments cette topologie n’est pas métrisable.

Définition 1.2.10. On dit qu’une topologic T sur un ensemble X est

métrisable si on peut trouver une distance d sur X qui donne la topologie
T.

d) On verra d’autres exemples moins élémentaires de topologies non métrisables
(Ex : la topologie de la convergence simple des fonctions n’est en général
pas métrisable (cf. Exercice Bf]), un autre exemple de topologie non
métrisable utilisée en algebre et géométrie algébrique est la topologie

de Zariski (cf. Exercice £3).

1.2.5 Voisinages

Définition 1.2.11. Soit (X,7) un espace topologique et soit x € X. On ap-
pelle voisinage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant
x. On note V(z) l’ensemble des voisinages de x :

V(z)={VePX), 300, z€0 CV}.
Proposition 1.2.12. Si (X, d) est un espace métrique et x € X, on a

V(z) ={V e P(X), 3r >0, B(x,r) C V}.

Preuve : Si V est un voisinage de x € X, il existe un ouvert O tel que
x € O C V. Par définition des ouverts des espaces métriques, il existe r > 0

tel que B(z,r) C O. Dans le sens inverse si B(z,r) C V, alors on prend
O = B(x,r). n

On peut caractériser les ouverts a l'aide des voisinages.
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Proposition 1.2.13. Soit (X,7) un espace topologique. Un sous-ensemble O
de X est un ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses points

(0e€0)e (Vre0,0 eV(x)).
Preuve :[=]Si 0 € O, on a pour tout z € O, x € O C O et donc O € V(z).

Si O est un voisinage de chacun de ses points. Pour tout = € O il existe
un ouvert w tel que x € w C O et on note

Wy = U w.
rewcCO
w ouvert
On a alors
O= U{zr}Cc Uw,CO
mGO{ } z€0
et par conséquent O = U,co w, est un ouvert d’apres (O2). [

Proposition 1.2.14. La famille V = U,ex V(x) C P(X) de tous les voisi-
nages verifie

(V1) SiV eV(z) alorsx € V.
(V2) SiVeV(z) etV C A alors Ae V().
(V3) Toute intersection finie de voisinages de x € X est un voisinage de x.

(V4) SiV e V() il existe W € V(z) tel que W C V' et W est voisinage de

chacun de ses points.

Preuve : Les assertions (V1) et (V2) sont immédiates.

(V3) : Si V; € V(x) pour i € {1,...,n}. On peut alors trouver pour tout
ie{l,...,n}, O; € O tel que z € O; C V;. Mais alors O = N, O; est un
ouvert d’apres (O2) qui contient x et qui est contenu dans N7, V;. Dons N, V;
est un voisinage de .

(V4) : Si V € V(z) alors il existe W € O tel que x € W C V. Mais d’apres la
Proposition [.2.13, W est voisinage de chacun de ses points. [

REMARQUE 1.2.15. On peut définir la topologie en partant des voisinages
avec (V1)(V2)(V3) et (V4) comme axiomes, puis définir les ouverts comme
les parties qui sont voisinages de chacun de leurs points et (01)(02) et (03)
deviennent des propriétés.

1.2.6 Bases d’ouverts, bases de voisinages

Dans les espaces métriques, si les ouverts ne sont pas toujours aisément iden-
tifiables, on décrit en revanche simplement les boules ouvertes et on sait que
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tout ouvert s’écrit comme union de boules ouvertes. Cette situation est en fait
générale. Il est souvent plus facile de décrire certains ouverts particuliers qui
engendrent I’ensemble de tous les ouverts par union quelconque et intersection
finie (les opérations permises par (O1) et (02)). D’ou la définition suivante.

Définition 1.2.16. Soit (X,7) un espace topologique. On dit qu’une famille B
d’ouverts est une base d’ouverts de (X,T) si tout ouvert O € O s’écrit comme
réunion quelconque d’intersections finies d’éléments de B.

REMARQUEFE 1.2.17. On notera qu’au niveau ensembliste une intersection finie
d’unions peut s’écrire comme union d’intersections finies (cf. Exercice [I]).

Pour les mémes raisons, on introduit la notion de base de voisinages.

Définition 1.2.18. Soit (X,7T) un espace topologique et soit x € X. On dit
que BV (z) C V(x) est une base de voisinages de x si tout voisinage V de x
contient un élément W de BV (z).

On vérifie facilement la
Proposition 1.2.19. Si (X, d) est un espace métrique alors on a

i) Tout point x € X admet une base dénombrable de voisinages

BY(z) ={B(z,-;), n€N}.

’ n+1

ii) B={B(z, ), n€N, z € X} est une base d’ouverts de (X, d).

REMARQUE 1.2.20. La propriété i) est une propriété tres importante des
espaces métriques. Elle n’est pas vraie en général. Sous certaines hypotheses
supplémentaires, il s’agit méme d’une propriété caractéristique des espaces
métriques.

Enfin les bases de voisinages sont tres utiles pour exprimer que des propriétés
sont vraies localement dans un espace topologique.

Définition 1.2.21. On dit qu’un espace topologique est localement truc si il
admet en tout point une base de voisinages truc.

Ainsi on peut dire que R et méme tout espace métrique est localement borné.
On parle de méme de localement fermé, localement connexe, localement com-
pact, localement convexe (dans les espaces vectoriels ou affines)... Ces deux
dernieres notions étant les plus utiles.

1.2.7 Sous-espaces topologiques
Pour définir un sous-espace topologique, il s’agit de préciser la topologie que

I'on met sur un sous-ensemble, par exemple en précisant quels en sont les
ouverts.
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Définition 1.2.22. Soit (X,7) un espace topologique et soit A C X. On
appelle topologie induite par T sur A la topologie T4 dont la famille d’ouverts
est

O4={ONA, O€0O}.
On dit que (A, Ty) est un sous-espace topologique de (X, T).

On appelle O N A la trace de 'ouvert O sur A. On vérifie facilement que
la famille des traces d’ouverts O, vérifie les axiomes (O1)(02) et (03). On
obtient aussi tres rapidement les propriétés.

Proposition 1.2.23. a) Les fermés de Ty sont les traces des fermés de T :

Fi={FNA, FeF}

b) Pour un point x € A, les voisinages de x pour la topologie Ty sont les
traces des voisinages pour la topologie T :

Valx) ={VNA VeV)}, x € A.

c) St BC AC X, la topologie induite par Ty sur B n’est rien d’autre que la
topologie 1 induite par T sur B :

Op={0NB, 00} ={0'NB, O € O4} (O'=0nA).
Définition 1.2.24. Si (X,d) est un espace métrique et si A C X. On dit que

le couple (A,dy) est un sous-espace métrique de (X,d) si dg = d (i.e.
AxA

pour tout x,y € A on a da(z,y) = d(z,y)).

Il est clair que la restriction ds de d a A x A définit une distance sur A. Le
lien avec la notion topologique est donnée par

Proposition 1.2.25. Un sous-espace métrique est un sous-espace topologique.

Preuve : Il suffit de vérifier que les ouverts de (A, d4) sont les traces des
ouverts de (X, d) et méme il suffit de le faire avec les bases d’ouverts que sont
les ensembles de boules ouvertes. En fait il est clair que pour x € A et r > 0,
on a By, (z,r) = Ba(z,7) N A. n

EXEMPLE 1.2.26. a) La topologie induite sur Z par celle de R est la topo-
logie discrete.

b) Si on prend X = R muni de la topologie usuelle et A = [0,2[. Alors [0, 1]
est un ouvert de A pour la topologie induite ([0, 1[=] — 1,1[NA) tandis

qu’il n’est ni ouvert ni fermé comme partie de R. De méme [1, 2] est un
fermé de A pour la topologie induite ([1,2[= [1,3] N A).
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1.3 Adhérence, intérieur, extérieur

Dans ce paragraphe on travaille avec un espace topologique (X, 7).

1.3.1 Adhérence

Définition 1.3.1. Soit A une partie de X et soit x un élément de X. On dit
que

a) x est adhérent a A si tout voisinage V de x dans X contient un point de

A.

b) x est un point d’accumulation de A si tout voisinage V de x dans X
contient un point de A différent de x.

c) x est un point isolé de A si il existe un voisinage V' de x tel que VNA = {x}.

EXEMPLE 1.3.2. Dans R on considere 'ensemble A = {—=, n € N}. Le

point % est un point isolé de A, il est adhérent & A mais n’est pas point
d’accumulation. Le point 0 n’appartient pas a A mais il est adhérent a A.
C’est un point d’accumulation de A.

Définition 1.3.3. Pour une partie A de X on appelle adhérence de A et on
note A ’ensemble de tous les points adhérents a A.

Proposition 1.3.4. L’adhérence A d’une partie A de X est le plus petit fermé
de X contenant A.

Preuve : On écrit la définition de A de facon ensembliste et on passe au
complémentaire

A={re X, VW eV(z), ANV #£0}=Cx{z e X, IVeV(x), ANV =0}.

En utilisant la Définition [.Z.T1 des voisinages, on obtient

Z:CX{xeXHOeO,AmO:(Z)}:CX( U O).
00O, ONA=0)

Ainsi A = N CxO = N F est le plus petit fermé contenant A.
00, ONA=0 FeF, ACF

m Des définitions vient tout de suite le

Corollaire 1.3.5. Une partie A de X est fermée si et seulement si A = A.
Les opérations ensemblistes finies se comportent suit avec I’adhérence.
Corollaire 1.3.6. Si A et B sont deuz parties de X on

AcA A=A, AUB=AUB e ANBCANB.
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Preuve : Les deux premieres relations sont immédiates.

Pour I'union : L’union AU B est un fermé contenant A, B et donc AU B. On
a donc la premiere inclusion AU B C AU B. Par le méme raisonnement, la
chaine d’inclusions A C AUB C AU B entraine A C AU B et par symétrie
B C AUB. On en tire 'inclusion réciproque AUB C AU B.

Pour Dintersection : Ona ANB C AC Aet AN B C B C B. L'intersection
AN B est donc incluse dans le fermé A N B, il en est donc de méme de son
adhérence. [

EXEMPLE 1.3.7. La derniere inclusion peut étre stricte comme le montre
exemple dans R, A =[0,1[ et B =]1,2]. Ona AN B = () et donc AN B = ()
tandis que AN B = {1}.

Définition 1.3.8. Une partie A de X est dite dense dans X si A= X.

EXEMPLE 1.3.9. Dans R muni de la topologie usuelle, ’ensemble des ration-
nels Q et des irrationnels R \ Q est dense dans R (cf. Exercice [[2).

Définition 1.3.10. On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparable s’il
admet une partie dénombrable et dense.

EXEMPLE 1.3.11. Dans R, I'ensemble des rationnels Q est dénombrable et
Q = R. L’espace métrique R est séparable (et on le rappelle non dénombrable).

Cette notion sera en particulier utile pour 1’étude des espaces de Hilbert au
Chapitre [1.

1.3.2 Intérieur

Définition 1.3.12. Soit A une partie de X. On dit qu’un point x de A est
intérieur a A si A est un voisinage de x dans X, A € V(x).

Définition 1.3.13. On appelle intérieur d’une partie A de X, et on note A,
I’ensemble des points intérieurs a A.
Proposition 1.3.14. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand ouvert

o
contenu dans A, A = U
0€0, OeA

Preuve : Il suffit d’écrire la définition de I'intérieur de facon ensembliste et
d’utiliser la Définition [L2.11] des voisinages

A={reA AcV) ={reA, 0e0, zeOcA = U

Corollaire 1.3.15. Une partie A de X est ouverte si et seulement st A = A.
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Corollaire 1.3.16. Pour toute partie A de X on a

o

CxA—=CxA et CxA=CyA.

Preuve : Pour une partie A de X on écrit

CxA=C U = n  Cxo= N F =C(xA.
X X O€0, OcA O€0, OeA X FeF, CxAcCF X
La deuxieme égalité s’obtient par passage au complémentaire. [

L’ensemble Cx A = Cx A est aussi appelé extérieur de A.
Corollaire 1.3.17. Pour deux parties A et B de X on a

[e)
—~ o
o

B—ANnB, AUBCAUB.

N
D)o

ACA A=A A

Preuve : Ces relations se déduisent directement du Corollaire [.3.G par pas-
sage au complémentaire, compte tenu du corollaire précédent.
Une démonstration directe est laissée en exercice. [

EXEMPLE 1.3.18. La encore, la derniere inclusion peut étre stricte. Par exemple
dans R avec A = [0,1] et B = [1,2] on a AU B =]0;1[U]1, 2] tandis que

AU B =]0,2].

1.3.3 Frontiere

Définition 1.3.19. On appelle frontiere d’une partie A de X ’ensemble Fr(A) =
ANCxA.
Proposition 1.3.20. Pour toute partie A de X on a Fr(A) = A\ A et

(;1, Fr(A),CxA) forme une partition de X.

Preuve : Pour une partie A de X on a

Fr(A) = AnCyxA=ANCyA =17\ A.

(o]

—~

Ainsi (:21, Fr(A)) forme une partition de A tandis que (4,Cx A = Cx A) est une
partition de X. [
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EXEMPLE 1.3.21. a) Dans R" muni de la distance euclidienne on a B(0, 1) =
By(0,1) et Fr(B(0,1)) est la sphere de centre 0 et de rayon 1 (cf. Exercice

[4).

b) Sur un ensemble X non vide muni de la distance triviale (topologie discrete).
On a

Bz, 1) = {2} = {z}, Bi(x,1)=X, B(w1)={z} et Fr(B(z 1) =0.

On voit en particulier que si X a au moins 2 éléments alors ’adhérence
de la boule ouverte de rayon 1 n’est pas la boule fermée de rayon 1.

REMARQUE 1.3.22. Certains auteurs notent B(x,r) la boule fermée de centre
x et de rayon r. Comme on le voit dans I'exemple a) ci-dessus cela ne pose pas
de probleme dans les espaces vectoriels normés (cf. Exercice [[4). En revanche,
cela peut préter a confusion pour des distances générales comme le montre
I'exemple b).

1.4 Limites

Dans ce paragraphe et les suivants nous travaillerons tantot dans un espace to-
pologique (X, 7") tantot dans un espace métrique (X, d). Pour les définitions et
propriétés générales on peut se placer dans un espace topologique quelconque.
En revanche certaines propriétés sont particulieres aux espaces métriques. On
précisera bien a chaque fois dans quel cadre on se place et les propriétés des
espaces métriques nécessaires.

1.4.1 Limite d’une suite

Définition 1.4.1. Soit (X,7) un espace topologique. Soit (x,)nen une suite
d’éléments de X et soitl € X. On dit que | est une limite de la suite (T,)nen
quand n tend vers l'infini si pour tout voisinage V de | dans X, il existe un
rang a partir duquel tous les termes de la suite sont dans V. Cela se résume
en

YV e V(1),aANy € N,Vn > Ny, x, € V.

La traduction dans les espaces métriques est plus quantitative (On a une dis-
tance pour mesurer comment les termes de la suite s’approchent de la limite).

Proposition 1.4.2. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que | € X est une
limite de la suite (x,)nen Si et seulement si

Ve > 0,3N. € N,Vn > N, d(z,,1) <e.
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La démonstration est assez simple et consiste a remplacer les voisinages par
les boules (les boules fermées ou ouvertes centrées en ! forment une base de
voisinages de [). Pour la premiere fois nous détaillons cette preuve. Dans la
suite, nous dirons simplement "Il suffit de remplacer les voisinages par des
boules”.

Preuve : Supposons que [ est une limite de (x,),en. Pour tout & > 0
la boule B¢(l, €) est un voisinage de [ et d’apres la Définition [[.4.]] ci-dessus il
existe V. € N tel que : Vn > N;, z,, € By(l,¢). C'est a dire

Ve > 0,dN. € N\Vn > N, d(l,z,) <e.

Supposons que pour tout € > 0 il existe N. € Ntel que:Vn > N, d(z,,[) <
e. Soit V' un voisinage de [. Alors (cf. Proposition [.2.12) il existe r > 0 tel

que B(l,ry) C V. On prend ey = 7. Par hypothese, on sait trouver Ny € N
tel que : Yn > Ny, d(z,,l) <e. On a trouvé Ny € N tel que

Vn > Ny, z, € B(l,ey) C B(l,ry) CV,

et ce pour tout voisinage V' de . [

1.4.2 Espace topologique séparé, unicité de la limite

Définition 1.4.3. On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparé si pour
tout couple de points x,y € X distincts, x # vy, il existe V € V(z) et W € V(y)
tels que VNW = 0. On dit aussi que la topologic T sépare les points de X .

Proposition 1.4.4. Un espace métrique est séparé.

Preuve : Soit (X,d) un espace métrique. Soit x,y deux points distincts de
X.Onposer =d(zx,y) >0,V =DB(z,5) et W=DB(y,5). Size VW alors
on a

2
= dag) < do ) ) < 4 5= 2
3 3 3
ce qui est impossible pour r > 0. On a donc V NW = . .

La notion d’espace séparé est importante pour le résultat suivant :

Théoréme 1.4.5. Si (X, 7)) est un espace topologique séparé toute suite (T,)nen
a au plus une limite. St une telle limite | € X existe, on dit que | est la limite
de la suite (x,)nen (ou que la suite (x,)nen converge versl) quand n tend vers
linfini et on note lim,, o x, = [.

Preuve : Par I'absurde, supposons que la suite (z,)nen ait deux limites
distinctes I # ly. Comme (X, 7)) est séparé, il existe Vi € V(Iy) et Vo € V(I3)
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tels que Vy NV, = (). D’apres la Définition [L4.1] des limites, il existe deux
entiers n; et ny tels que

(Vn>ny, z,€V)) et (Yn>ng, x, €V3).
Mais alors Tmaxn, e} € ViN Vo = 011! n

REMARQUE 1.4.6. On réserve la notation lim,,_,.. x,, = [ au cas des espaces
séparés. Dans ce cas les égalités [ = lim,, ., ©, et I’ = lim,,_, | o, =, entrainent
bien | = ['. C’est le résultat d’unicité de la limite que 1'on résume par cette
notation.

EXEMPLE 1.4.7. a) L’ exemple le plus simple de topologie non séparée est la

topologie grossiere sur un ensemble X ayant au moins 2 éléments. Tout
élément x de X n’admet qu’un seul voisinage X. Si (z,)nen est une suite
dans X, tout point  de X est une limite. Ainsi il n’y a pas unicité de la
limite.
Une topologie qui ne sépare pas les points est une topologie qui n’a pas
assez d’ouverts (de voisinages ou de fermés). Dans la suite, c’est le cas en
analyse, on ne travaillera essentiellement avec des topologies séparées. On
continuera de préciser I’hypothese ”espace séparé” pour bien identifier ot
elle intervient.

b) En algebre et en géométrie algébrique, on utilise la topologie de Zariski qui
n’est pas séparée et donc pas métrisable (cf. Exercice [3).

1.4.3 Limite et adhérence

Nous énoncons un résultat ci-dessous pour les espaces métriques qui admet
diverses généralisations (voir la remarque ci-dessous).

Proposition 1.4.8. Soit (X,d) un espace métrique. Pour toute partie A de
X et tout point x de X on a l’équivalence entre :

i) ze A
ii) Il existe une suite (x,)nen d’éléments de A dont x est limite (x = lim,,_, o0 Ty, ).

Preuve : i)= ii) : La propriété des espaces métriques que 'on utilise est
que tout point z € X admet une base dénombrable de voisinages BY(x) =
{B, = B(x, 7+7), n € N}. Soit z un élément de A. Pour tout n € N, il existe
z, € B, N A. La suite (z,),en ainsi définie est une suite de A et elle converge
vers x. En effet si V' est un voisinage de x dans X il existe ny € N tel que
B,, CV et on a alors

vn > ny, z, € B, CV,, CV.
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i) = 1) : Siz = limy, 400 T OU (Zy,)nen est une suite d’éléments de A, alors
pour tout V' € V(x) il existe ny tel que : ¥n > ny, x, € V. Pour tout voisinage
V de x dans X on a trouvé un élément x,,, appartenant a ANV. [

REMARQUE 1.4.9. L’implication ii)= ) est vraie dans tout espace topo-
logique (X,7) (il n’est méme pas nécessaire de le supposer séparé). En re-
vanche, pour la premiere implication i) = ii) on a besoin que tout point
admette une base dénombrable de voisinages, ce qui est le cas dans les es-
paces métriques. On remarque que si on a une base dénombrable de voisinages
BY(x) = {V,, n € N}, on peut toujours la supposer décroissante, V,,.1 C V,,
quitte a remplacer V;, par Ny_yV}.

Attention : Cela est général, dans un espace métrique on peut caractériser les
propriétés topologiques en utilisant des suites. Ce n’est plus le cas avec un
espace topologique général.

On peut toutefois donner un critere d’appartenance a I’adhérence d’une partie
A de X muni d’une topologie 7 en généralisant la notion de suite convergente
a celle de filtre convergent.fi

1.4.4 Limite d’une fonction

Définition 1.4.10. Soit (X,7T) et (X', T") deux espaces topologiques et soit
f € F(X;X"). Soit A une partie non vide de X et soit a € A. On dit que
l € X' est limite de f(x) quand x tend vers a en restant dans A si

VYW eV(),3V eVia), f(ANV)C V"

Si (X', T") est séparé, cette limite est unique et on note lim f(z) = 1.
r—a
z€EA

EXEMPLE 1.4.11. a) On considere la fonction f : [0,1] — R donnée par

f(x) =2* pour z < 1 et f(1) =0. On a lirr% f(z) = 1 tandis que f(z)
z<l
n’a pas de limite quand x tend vers 1 dans [0, 1].

b) On considere la fonction f : R, — R, donnée par f(x) = xzi’écriture
lim, ., f(x) = 400 revient en fait a considérer X = X' =R, =R, U
{+00}, muni de la topologie pour laquelle une base de voisinages de 400
est formée des intervalles [, +00] avec a € Ry, et a écrire lim f(z) =

Iac_éll—{fo
+00.

c¢) Pour la fonction f : [0,1] U {2} — R donnée par f(z) = 2 pour z < 1 et
f(2)=5,0na lin% f(z) =5.

z€[0,1]u{2}

30n rencontre dans la littérature deux variantes : la notion bourbakiste de base de filtre
et la notion anglo-saxonne de famille filtrée (“net” en anglais). Le lecteur intéressé pourra
consulter [2], p 83, pour une discussion de ce point.
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Proposition 1.4.12. Avec les notations de la Définition [1.7.10, la limite | est
dans Uadhérence de l'image de A : 1 € f(A).

Preuve : Il suffit de voir que la Définition [.Z.10 entraine que tout voisinage
V' de | dans X' rencontre f(A). =

Proposition 1.4.13. Si (X,d) et (X', d’) sont deuz espaces métriques, 0 #
ACX,acAet feF(X;X'), on al’équivalence entre :
i) lim f(z)=1¢€ X'

TeA

ii) Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que pour tout x € A on a l'implication
(d(z,a) < a) = (d'(f(z),1) <e).
Preuve : Remplacer les voisinages par des boules. [

Proposition 1.4.14. i (X,d) et (X',d') sont deux espaces métriques, () #
ACX,ae€Aet feF(X;X'), on al’équivalence entre :
i) Il existe |l € X' tel que lim f(z) =1€ X'
z€EA
ii) Il existe | € X' telle que pour toute suite (z,)nen d’éléments de A qui
converge vers a, la suite image (f(x,))nen converge vers .

iii) Pour toute suite x = (T, )nen d’éléments de A qui converge vers a, il existe
l, € X' tel que la suite image (f(x,))nen converge vers l,.

Preuve : i) = ii) : Soit (z,)nen une suite d’éléments de A ayant a pour
limite. Pour tout voisinage V' de [ dans X”, il existe un voisinage V' de a dans
X tel que f(VNA) C V' Par définition de lim,,_,o z, = a, il existe ny € N
tel que : Vn > ny, x, € V. On prend nys = ny et on a : Vn > nyr, f(x,) €
f(VNnA) cCcVv.

ii) = i) : Par labsurde, supposons qu’il existe V' € V(I) tel que pour tout
V € V(a) il existe z € VN A tel que f(z) € V'. On prend la base dénombrable
de voisinages BV (a) = {B,, = Bl(a, n%rl), n € N} et pour tout n € N il existe
z, € B, N A tel que f(x,) ¢ V'. Pour tout V' € V(a), il existe ny € N tel
que : VYn > ny, x, € B, C V. On a donc lim,_, ., , = a tandis que f(x,) ne
converge pas vers [.

ii) < iii) : La différence entre ii) et iii) est que dans ii) la limite [ ne dépend
pas du choix de la suite. Il suffit donc de vérifier que les [, donnés au iii) sont
tous identiques. Pour cela prenons deux suites ' = (xl),en et 22 = (22),en
convergeant vers a dans X et notons l,1 et [,2 les limites des suites images
données par hypothese. On forme alors la suite © = (z,,)nen en alternant les
termes de z' et de z? : x,, = 22 si n est pair et x, = 2} si n est impair. Cette
suite x converge vers a dans X et on peut, par hypothese, lui associer la limite
de la suite image I, = lim,, . f(z,). Comme (X', d) est séparé, cela entraine
lp2e =1 = 1. [
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REMARQUE 1.4.15. La encore (cf. Remarque [[.4.9) 'implication i)=-ii) est
vraie pour des espaces topologiques généraux (X,7) et (X,7"). En revanche
la réciproque demande 'existence d'une base dénombrable de voisinages pour
a (vrai si (X,d) est un espace métrique).

La notion de filtre convergent permet de donner une version générale de ce
résultat. Cette notion englobe la notion de limite de suite et de limite de
fonction en un point.

1.5 Continuité

1.5.1 Continuité en un point

Définition 1.5.1. Soit (X,7) et (X',7T') deux espaces topologiques et soit
a € X. On dit qu’une fonction f € F(X; X') est continue au point a si l'image
réciproque (V') de tout voisinage V' de f(a) est un voisinage de a. Cela
s’écrit

YV e V(f(a), fTH(V') € V(a);
ou bien VO' €O, f(a)e0',30€ O, acO et f(O) C O

Proposition 1.5.2. Une application f : X — X' est continue au point a € X
si et seulement si f(a) est limite de f(x) quand x tend vers a.

Preuve :Icion a A= X et la définition de la limite de f(x) quand x tend
vers A dit exactement que, pour tout voisinage V' de f(a), f~1(V’) contient
VN A=V quiest un voisinage de a et donc que f~1(V’) est un voisinage de
a. "

Proposition 1.5.3. Si (X, d) et (X', d’) sont des espaces métriques, sia € X

et si f € F(X;X') les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue au point a.

ii) Ve > 0,3a > 0,Vz € X, (d(x,a) < o) = (d'(f(x), f(a)) <e).

iii) Continuité séquentielle en a : Pour toute suite (x,)nen de X convergeant
(

vers a, la suite image (f(x,))nen converge vers f(a).

Preuve : Déja faite. Il suffit de traduire la continuité en limite de f(x) quand
x tend vers a. ]

REMARQUE 1.5.4. a) La encore I'implication
(f continue en a) = (f séquentiellement continue en a)

est toujours vraie. En revanche la réciproque demande I'existence d’une
base dénombrable de voisinages de a.
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b) La propriété iii) (qui est donc toujours vraie si f est continue en a) a
la conséquence suivante : Dans un espace topologique séparé (X, 7), si
(5 )nen est une suite récurrente donnée par x, 1 = f(z,) et xy € X avec
f e F(X;X'),sil est limite de la suite (z,)nen et si f est continue en [

alors f(1) = [. En effet, comme (X, T) est séparé, on écrit | = lirf Tpa1 =

lim f(x,) et comme f est continue en [ on a
n—-+oo

Jdim_fw) = £ Jim_, ) = 0
REMARQUE 1.5.5. On peut munir N = NU {+o00} de la topologie suivante :
pour ny € N le singleton {ny} forme une base de voisinages pour ng (topolo-
gie discrete), pour +00 on prend la base de voisinages BV (+o00) = {{n,n +
1,...,+o0}, n € N}. Avec cette topologie et en posant f(+00) = lim,,_, o0 Zp,
les suites convergentes d'un espace topologique séparé (X,7) ne sont rien
d’autre que les fonctions de N dans X continues en tout point.

1.5.2 Propriétés

Théoréme 1.5.6. (Transitivité de la continuité) Soit (X, 7T), (X', T") et
(X", T") trois espaces topologiques. Si la fonction f: X — X' est continue en
a € X et sila fonction g : X' — X" est continue en f(a) € X' alors go f est
continue en a.

Preuve : Soit V" un voisinage de g [f(a)] dans X", alors comme g est continue
en f(a), g~ (V") est un voisinage de f(a). Mais comme f est continue en a,
(go f) 1 (V") = f~1(g71 (V")) est un voisinage de a. -

Proposition 1.5.7. (Rappels sur les fonctions numériques) Soit (X,7T)
un espace topologique, soit f,g € F(X;K) avec K =R ou C et soit A € K. Si
f et g sont continues en a € X alors f 4+ g, A\f, fg sont conlinues en a et si
g(a) # 0 alors 5 est continue en a.

Preuve : On munit K? de la norme ||(z,y)| = max{|z|,|y|}. Il est clair
que si f et g sont continues en a € X alors l'application f x g : X — K?
définie par (f x g)(z) = (f(x),g(x)) et application f x A : X — K2 définie
par (f x A)(z) = (f(x),\) sont continues en a. De plus les applications + :
(r,y) — x +y et X : (x,y) — xy sont continues en tout point de K? tandis
que lapplication / : (z,y) — x/y est continue en tout point de K x K*. On
utilise la transitivité de la continuité pour conclure. [

REMARQUE 1.5.8. Ainsi toutes les fonctions polynomes sont continues en
tout point de K et toutes les fractions rationnelles définissent des fonctions
continues en tout point de leur ensemble de définition.
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1.5.3 Continuité globale

Définition 1.5.9. Soit (X,7T) et (X',T') deuz espaces topologiques. On dit
qu’une fonction f : X — X' est continue sur X si elle est continue en tout
point de X. On note C°(X; X') (ou CO(X,T; X', T") s’il est besoin de préciser
les topologies) l'ensemble de toutes les fonctions continues de X dans X'.
Théoréme 1.5.10. Pour deux espaces topologiques (X, T) et (X', T') et f €
F(X; X") on équivalence entre :

a) f est continue sur X.

b) L’image réciproque de tout ouvert de X' est un ouvert de X :
vO' € O, f7HO) e 0.
c) L’image réciproque de tout fermé de X' est un fermé de X :

VE' e F', fYF)Y e F

Preuve :a) = b):Si 0 € O, alors O est un voisinage de chacun de ses
points. Si f est continue il s’ensuit que f~1(0’) est un voisinage de chacun de
ses points. C’est un ouvert.

b)= a) : Montrons que pour tout point z € X, V' € V(f(z)) entraine
YV e V(). Si V' € V(f(z)), il existe O’ € O tel que f(x) € O’ C V'. On
aalors x € f~1(0') C f~YV’) et par hypothese f~1(0’) est un ouvert de X.
Donc f~1(V') est un voisinage de z.

b)< ¢) : On a les équivalences :

VO e O, fH0)e0) & (VO €O, Cxf(O) e F)
s (VF'eF, fYF)eF).

REMARQUEFE 1.5.11. a) La continuité de f sur X n’entraine pas f(O) € O’
pour O € O et f(F) € F' pour F € F. Par exemple la fonction x — 22
envoie l'ouvert de R | — 1,1 sur [0, 1[ qui n’est ni ouvert ni fermé dans

R ; de méme la fonction x — arctan z envoie le fermé R sur | — 7, 7[ qui
est un ouvert de R.

b) Les propriétés de transitivité et des fonctions numériques sont encore vraies
pour la continuité globale.

c) Silon considere la topologie sur un ensemble comme une structure donnée
par exemple par la famille d’ouverts. Le Théoreme [[.5.10 dit que les ap-
plications continues sont les applications qui par image réciproque envoie
la structure de X’ dans celle de X. Ainsi les applications continues sont
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les morphismes associés a la structure ”espace topologique” (le change-
ment de sens ne pose pas de probleme et est méme assez fréquent, on
parle de contravariance). La topologie algébrique s’appuie sur ce point
de vue.

1.5.4 Homéomorphismes

Définition 1.5.12. Soit (X,7) et (X', 7T") deuz espaces topologiques. On ap-
pelle homéomorphisme toute bijection f de X sur X' bicontinue, i.e. telle que
f et f=! soient continues.

Si f est un homéomorphisme, l'image réciproque et I'image (puisque f(O) =
(f~H71(0)) de tout ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé). Ainsi un
homéomorphisme établit une bijection entre O et O’ (resp. entre F et F').
Les homéomorphismes sont les isomorphismes associés a la structure ”espace
topologique”.

Définition 1.5.13. Si il existe un homéomorphisme de (X,7T) sur (X', 7") on
dit que (X, T) et (X', T") sont homéomorphes.

Proposition 1.5.14. Deuzx topologies T et T’ sur un méme ensemble X sont

égales si et seulement si l’application identité Id : X — X est un homéomorphis-
me de (X, T) sur (X,7T").

Preuve : L’image réciproque Id™! donne une bijection entre les éléments de
O’ et les éléments de O. Comme Id ™' (0') = O cela signifie que les ouverts de
7’ sont des ouverts de 7 et inversement. Les deux topologies ont les mémes
ouverts, elles sont égales. [

EXEMPLE 1.5.15. a) On prend X = [0, 1{U][2, 3] et on considere application
f:X —[0,2] donnéepar f(z) =xsiz < let f(x) =x—1siz > 2. Cette
fonction f est continue bijective mais n’est pas un homéomorphisme de
X sur f(X)=10,2] (lim,_;- f~Hz)=1%# f71(1) =2).

b) R est homéomorphe & tout intervalle ouvert |a,b[, a,b € R, a < b. Il suffit
de considérer f(z) = %2 + =% arctan(z). La méme fonction définie sur
R = RU{—00, +oo} prolongée par f(—o00) = a et f(4+o0) = b donne un
homéomorphisme de R sur [a, b].

c) Un résultat de topologie algébrique qui sort du cadre de ce cours établit que
la sphere S? n’est homéomorphe & aucune partie du plan. Ceci exprime
I'impossibilité de faire une carte plane de la terre sans ”tricher”.

1.5.5 Uniforme continuité et Lipschitz continuité

Il s’agit de notions purement métriques. Dans ce paragraphe on considere donc
des espaces métriques (X, d) et (X', d’). On commence par une remarque en
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revenant sur la continuité sur les espaces métriques. La continuité globale d’une
fonction f: X — X' s’écrit précisément

Ve X, Ve>0, Jop. >0, Vy e X, (dy,z) < age) = (d(fy), fz)) <e).

Le a dépend non seulement de € mais du point x ou l'on teste la continuité.
La continuité uniforme signifie que ’on peut prendre « indépendant de x € X.

Définition 1.5.16. On dit que f € F(X;X') est uniformément continue si
elle vérifie :

Ve >0, Jac >0, Vo,y € X, (d(z,y) < ae) = (d'(f(z), f(y)) <¢).

Définition 1.5.17. On dit que f € F(X,X') est lipschitzienne de rapport
keRy sur X si:

Vo, y, d(f(x), f(y) < kd(z,y).

On vérifie immédiatement les implications

Proposition 1.5.18.

(f Lipschitzienne) = (f uniformément continue) = (f continue) .

D’une certaine facon les applications Lipschitziennes sont les morphismes d’es-
paces métriques d’ou l'intérét des notions suivantes.

Définition 1.5.19. a) On dit que f est bilipschitzienne si c’est une bijection
telle que f et f~! sont Lipschitziennes.

b) On dit que f est une isométrie si pour tout v,y € X on a d(f(x), f(y)) =
d(x,y). (Une isométrie est toujours injective. Si de plus elle est surjective
alors elle est bilipschitzienne avec rapport 1 dans les deuz sens.)

EXEMPLE 1.5.20. a) Sur R Dlapplication z — 22 n’est pas uniformément
continue et n’est pas Lipschitzienne :

|z> — y*| = |z + y||lr —y| ol |z + y| est arbitrairement grand.

b) Sur R la fonction x — arctan(x) est Lipschitzienne de rapport 1 :

| arctan(z) — arctan(y)| lz —y| < |z — vy

:1—1—02

ou ¢ € [z,y] est donné par le théoreme des accroissements finis. D’une
facon générale une fonction continue dérivable de dérivée uniformément
bornée est Lipschitzienne.

¢) Sur un espace métrique (X, d). Pour tout xy € X la fonction d(xg,.) : x €
X — d(xp,z) € R est Lipschitzienne de rapport 1 puisque

V%y € X) |d(§€0,y) - d($0,$)| S d(.ﬁU,y)
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De plus si on met sur X x X la distance

doo (71, 72), (Y1,92))) = max{d(x1,y1), d(22,92) }

alors la distance d : X x X — R, est Lipschitzienne de rapport 2. En
effet pour tout (z1,z2) € X x X et tout (y1,y2) € X x X on a

|d($1,902) - d(y1,yz)| < |d($1,9€2) - d($1,y2)| + |d(x1,y2) - d(y173/2)|
< d(x9,y9) + d(x1, 1) < 2doo ((z1,22), (Y1,92)) -

1.5.6 Prolongement par continuité

Nous allons d’abord donner un résultat d’unicité qui est valable dans une
situation assez générale.

Proposition 1.5.21. Soit (X,7) un espace topologique et soit (X', T") un
espace topologique séparé. Soit A une partie de X munie de la topologie induite
et f une fonction continue de A dans X'. Alors il existe au plus une fonction
f € CY%A; X"), A muni de la topologie induite par T, dont la restriction a A
vaut f. De plus une condition sur f nécessaire a Uexistence de f est que pour
tout a € A\ A la limite lim f(z) existe.

r—a
€A

Preuve : Supposons qu’il existe deux fonctions fi et f» continues de A
dans X’. Alors, d’apres la Proposition [[.5.9, pour tout a € A on doit avoir
lim f;(x) = f;(a). Cela se traduit en appliquant directement la Définition [[.4.10

z€A
par

YV € V(fi(a)), IV € V(a), fi(VNA)C V.

Comme on veut f;| = f, cela donne pour a € A
A

YV e V(fi(a), 3V € V(a), F(VNA) C V.

Autrement dit, on doit avoir f;(a) = lim f(z) pour i = 1,2 et pour tout a € A.
r—a
€A
Comme (X', 7") est séparé cela entraine fi(a) = fa(a) pour tout a € A. Il 'y
a donc au plus une fonction f continue sur A qui prolonge f. En suivant le
raisonnement ci-dessus, on voit qu’il est nécessaire que f soit continue sur A
(ce qui est supposé) et que pour tout a € A\ A la limite lim f(z) existe. m
r—a
z€A

EXEMPLE 1.5.22. Si on prend une fonction continue f :]0,1[— R telle que
les limites

lim f(z)=fo et lim f(x)=fi

z—0t z—1—



Continuité. 27

existent dans R, alors il n’y a qu'une facon d’obtenir une fonction f continue
sur [0, 1] dont la restriction & ]0, 1[ est f : on pose f(0) = fo et f(1) = f1. Il se
trouve que f ainsi définie est bien continue.

Définition 1.5.23. Avec les hypothéses et notations de la Proposition [[.5.21,
si il ewiste une application f € C°(A, X') dont la restriction a A est f, on
appelle f le prolongement par continuité de f a A.

La question de l'existence du prolongement par continuité est un petit peu
plus délicate. Dans I'Exemple [15.22 cela ne pose pas vraiment de difficulté.
Si on considere la situation en dimension 2 ou A est le disque unité ouvert,
on voit qu’il faut vérifier que la fonction f, définie sur le disque unité fermé
par passage a la limite, est bien continue sur le cercle unité. Toutefois, on peut
montrer sous des hypotheses assez générales que la condition nécessaire de la
Proposition [.5.2]] est en fait suffisante. Par souci de simplicité, on se limitera
au cas ou 'espace d’arrivée est métrique (voir la remarque ci-dessous pour une
généralisation possible).

Proposition 1.5.24. Soit (X,7) un espace topologique et soit (X', d') un
espace métrique. Soit A une partie de X et f une fonction continue de A dans
X' telle que pour tout a € A\ A la limite }SIHZL f(x) existe. Alors f admet un

z€A

unique prolongement par continuité a A qui est donné par

Va € A, f(a) = lim f(x).

r—a
z€EA

Preuve : Par hypothese la fonction f est bien définie sur A. Il reste & vérifier
qu’elle est continue en tout point de A.

On remarque dans un premier temps l'inclusion f(ONA) C f f(O N A) valable
pour tout ouvert O de X. En effet, tout élément [ de f(O N A) peut par
définition de f s’écrire comme une limite [ = lim ., f(x). La Proposition

z€ONA
nous dit que [ appartient a f(O N A).

Smt a € A, montrons que f est continue au point a. Soit € > 0, on sait par
définition de f qu’il existe un voisinage V de a tel que f(V N A) C Bs(f(a),¢)
(On a pris V' = B(f(a),¢)). Par définition des voisinages, il existe un ouvert
O de X tel que
a€O et f(ONA) C Bs(f(a),e).

Comme la boule By(f(a), ) est un fermé de X’ on en déduit, pour un tel ouvert
O, Dinclusion f(O N A) C B(f(a),¢) et en utilisant la remarque initiale f(ON
A) C Bf(f( a), €). Ainsi pour tout € > O, on a trouvé un voisinage O N A de a
dans A tel que f(ONA) C By(f(a),e). Comme I'ensemble { B;(f(a),¢), € > 0}
forme une base de voisinages de f(a) dans X' cela entraine la continuité de f
en a. -
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REMARQUE 1.5.25. Dans cette démonstration, on utilise le caractere loca-
lement fermé des espaces métriques. Tout point d’un espace métrique admet
une base de voisinages fermés (les boules fermés de rayon arbitrairement petit).
Cela donne l'inclusion de f(O N A) un voisinage de f(a) & partir de celle de
f(O N A). Le résultat est donc encore vrai si on remplace '’hypothese ”(X'd’)
espace métrique” par I'hypothese ” (X', 7") espace topologique séparé locale-
ment fermé”. Il y a des topologies séparées qui ne vérifient pas cette propriété
(cf. Exercice [2).

1.5.7 Limite uniforme de fonctions continues

On a déja vu que si (X', d') est un espace métrique et X est un ensemble,
alors I'ensemble des fonctions bornées Fp(X; X') muni de la distance dy, de
la convergence uniforme est un espace métrique. Si on muni X d’une topolo-
gie, on peut alors considérer le sous-ensemble des fonctions continues bornées,
CYX; X') = F(X; X')NCX; X'). Le résultat suivant dit que CP(X; X') est
un fermé de I'espace métrique (F,(X; X'), dy) (cf Corollaire [[.3.5 et Proposi-
tion [[.4.§).

Théoreme 1.5.26. Une limite uniforme d’une suite de fonctions
continues est continue : Soit (X,7T) un espace topologique et soit (X', d’)
un espace métrique. Si (fn)nen est une suite de C(X; X') qui admet une li-
mite f € Fu(X,X') pour la distance de la convergence uniforme dy, alors

feq(X;X').

Preuve : La démonstration, assez simple, repose sur un argument en £ que

I'on peut illustrer de la fagon suivante :
/(@) fy) g
c/3 l e/3

Soit x € X, vérifions que la limite f est continue au point z. Soit € > 0.

Il existe un entier N. tel que : Vn > N, do(fn, f) < 5. On prend n = N,

et comme fy, est continue au point z € X, il existe V € V(x) tel que :

Vy € V. d (fx.(y). fr.(x)) < 5. On a alors

Vy € Vv d (f<y>7 f(l')) < d (f(y)> fNe(y))+d/ (fNe(y)7 st(x))+d, (f(ZE), st(l‘))
< 2u(fi ) +5 S5

et pour tout € > 0 on sait trouver un tel voisinage V' de z. La limite f est
continue en tout point x de X. [
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REMARQUE 1.5.27. On verra au Chapitre f§ que si (X,7) est un espace
topologique compact on a C*(X; X') = CP(X; X'). Par exemple pour X = [0, 1],
il est inutile de préciser que 'on prend des fonctions bornées, les fonctions
continues sur [0, 1] le sont toujours.

1.6 Comparaison de topologies, comparaison
de distances

1.6.1 Topologies plus ou moins fines

On sait que deux topologies 7 et 7’ sur un méme ensemble sont identiques si
elles ont les mémes ouverts. En fait, on peut mettre une relation d’ordre sur
les topologies définies sur un ensemble fixé.

Définition 1.6.1. Sur un ensemble X, on dit que la topologie T est plus fine
que la topologie T' si T a plus d’ouverts que T', i.e. O' C O.

EXEMPLE 1.6.2. a) La topologie grossiere est la moins fine de toutes les
topologies, O = {), X }. La topologie discrete est la plus fine O = P(X).

b) Si A est une partie de ’ensemble X muni de la topologie 7. La topologie
induite 74 sur A par 7 est la topologie la moins fine qui rendent 'in-
jection i : A — X continue. En effet pour que l'injection soit continue,
il faut que pour tout O € O T'image réciproque O N A = i~1(0) soit
un ouvert. Autrement dit la topologie sur A doit étre plus fine que la
topologie induite.

La Proposition [[.5.14 exprimait 1'égalité de deux topologies en terme de conti-
nuité. On peut faire la méme chose pour la comparaison en général.

Proposition 1.6.3. Sur un ensemble X, la topologie T est plus fine que la
topologie T' si et seulement si 'application identité I1d : (X,7T) — (X', T") est
continue.

Preuve : On a tout simplement 1’équivalence

(VO'e 0, 0'€0) & (VO' e O, 1d1(0') € 0).

Corollaire 1.6.4. Si 7 est plus fine que 7' et si T est plus fine que T alors
T=1T.
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1.6.2 Equivalences de distances

Il y a au moins 2 facons de comparer deux distances définies sur un meéme
ensemble X. On peut se contenter de comparer les topologies associées ou
faire une comparaison plus quantitative.

Définition 1.6.5. On dit que deux distances d et d' définies sur un ensemble
X sont topologiquement équivalentes si elles définissent la méme topologie.

Proposition 1.6.6. Soit d et d deuz distances définies sur un ensemble X .

a) La topologie de (X, d) est plus fine que celle de (X,d’) si et seulement s,
pour tout x € X, d'(x,y) tend vers 0 quand d(x,y) tend vers 0 :

Ve X, Ve >0, Ja., >0, Yy e X, (d(z,y) <a.,) = (d(z,y) <e).

b) Les distances d et d' sont topologiquement équivalentes si et seulement si,
pour tout x € X, d'(x,y) tend vers 0 quand d(x,y) et inversement d(z,y)
tend vers 0 quand d'(x,y) tend vers 0.

Preuve :a) On écrit tout simplement la continuité en tout point de 'appli-
cation identité Id : (X,d) — (X,d').
b) On utilise a) et le Corollaire [[.6.4. n

Définition 1.6.7. On dit que deux distances d et d' sur un ensemble X sont
métriquement équivalentes si il existe a > 0 et 3 > 0 tels que

Va,y € X, ad(z,y) < d(z,y) < Bd(x,y).

REMARQUE 1.6.8. a) On écrit parfois I'équivalence des distances d et d’ avec
une seule constante C' > 0 (ici C' = max{8,a™'}) :

Vo,y € X, CHd(z,y) < d(z,y) < Cd(x,y).
b) Pour les normes 1'équivalence métrique s’écrit
Vo € X, allz| < [zl < Bll=|.

Proposition 1.6.9. Soit d et d deuz distances définies sur X.

a) Les distances d et d' sont métriquement équivalentes si et seulement si
Uapplication identité 1d : (X, d) — (X, d') est bilipschitzienne.

b) Si d et d sont métriquement équivalentes alors elles sont topologiquement
équivalentes.

Preuve : a) est une réécriture de la définition et b) est une conséquence
directe de la Proposition [.5.18. [
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EXEMPLE 1.6.10. a) Sur R™les normes || ||, ||, et || ||, sont métriquement
équivalentes. On verra méme au Chapitre @] que toutes les normes sont
métriquement équivalentes en dimension finie et que plus généralement
I’équivalence topologique de normes entraine I'équivalence métrique.

b) Sur R, les distances d(z,y) = |z — y| et d'(x,y) = |z* — y*| sont topologi-
quement équivalentes mais pas métriquement équivalentes.

REMARQUE 1.6.11. L’équivalence topologique est une notion topologique.

Des distances topologiquement équivalentes conduisent aux mémes fonctions

continues et aux mémes suites convergentes. L’équivalence métrique est plus

précise et compare vraiment les distances. Ainsi des distances métriquement
équivalentes conduisent en plus au mémes fonctions uniformément continues,
aux mémes fonctions Lipschitziennes et aux mémes suites de Cauchy (cf. Cha-

pitre [).

1.7 Topologie produit

La définition qui suit peut sembler un peu abstraite et peu naturelle. En fait,
c’est exactement la bonne définition pour que toutes les propriétés de conti-
nuité relativement intuitives pour des produits finis soient encore vraies pour
des produits quelconques. De plus cette topologie a une interprétation tres
élémentaire quand on travaille avec des espaces de fonctions.

1.7.1 Définition

On considere une famille (X, 7;);c; d’espaces topologiques ot [ est un ensemble
quelconque (non nécessairement fini, non nécessairement dénombrable).
Définition 1.7.1. Pour un sous-ensemble {iy,...,i,} de I fini (n € N*) et

pour une suite d’ouverts w;, de X;, , k € {1,...,n}, on appelle cylindre ouvert
de base (wi, )ke(1,..n} le sous-ensemble de [[,c; X; donné par

o . Wi SiiE{il,...7in},
Clei(le"..’wln)_'eHI}/;’ avec }/;_{ X,L SZZGI\{ZI,,,.,/L”},
Définition 1.7.2. On appelle topologie produit sur [[,.; X;, la topologie donnée
par la base d’ouverts faite de tous les cylindres ouverts

B = {Clei(wil,...,win), neN el w, €0, pourkzl...n}.

On note [[,.; 7i cette topologie.

iel
REMARQUE 1.7.3. a) Dans la définition ci-dessus de la base B, on peut se
limiter & n = 1 puisque pour un n € N* le cylindre Cyly (w;,,...,ws,)

peut s’écrire comme 'intersection finie Cyly (w;,) N ... N Cyly, (ws, ).
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b) On peut définir une autre topologie sur ], ; X; appelée parfois topologie
des boites. Elle est donnée par la base d’ouverts

B = {Hwi, w; € OZ}.

el

c) Si [ est fini, la topologie produit et la topologie des boites coincident. Ce
n’est plus le cas si I est infini.

EXEMPLE 1.7.4. Compte tenu de la remarque c¢) ci-dessus la topologie pro-
duit sur R™, C™ est la topologie des boites ouvertes. Elle est associée a la norme
|z||,, = max;—1_, |z;| (cf. la Proposition [[.7.13 ci-dessous pour un résultat plus
général). Mais comme les normes || ||, et || ||, sont métriquement équivalentes
a || ||, elles correspondent aussi a la topologie produit. On verra que toutes les
normes sur un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C sont équivalentes.
Ainsi n'importe quelle norme sur R™ et C™ donne la topologie produit. Il en
est de méme sur M, (R) ~ R et M, (C) ~ C".

Proposition 1.7.5. Si pour touti € I, (A;, Ta,) est un sous-espace topologique
de (X;,7;), alors la topologie induite par [[,.; T; sur [[;c; Ai C [Lic; Xi est la
topologie produit [[,.; Ta, .

Preuve : Il suffit d’identifier les bases d’ouverts et pour cela de remarquer

iel

Et on sait que les ouverts de 7, sont les les traces w; N A; des ouverts de 7;. m

1.7.2 Topologie produit et continuité

On commence par une caractérisation topologique qui montre que la topologie
des cylindres ouverts n’est pas prise au hasard. Soit (X, 7;);e; une famille
d’espaces topologiques. Pour iy € I, on note p;, : [[,c; Xi — Xj, la projection
sur X;, donnée par p;, (z) = x;, pour x = (2;);e;.

Proposition 1.7.6. La topologie produit [ [,.; T; est la topologie la moins fine
qui rend toutes les projections p; : Hiel X; — X; continues.

Preuve : On note que pour tout j € I et tout ouvert w; € O; de Xj, pj_l(wj)
est un cylindre ouvert et donc un ouvert de [[,.; 7;. Ainsi toutes les projections
p; sont continues si [],.; X; est muni de la topologie produit ], 7;.
Vérifions que toutes les topologies vérifiant cette propriété sont plus fines. Soit
T une topologie sur [],.; X; telle que toutes les projections sont continues.
Alors pour tout ouvert w;, de Xj,, I'image réciproque pi_ol(wz-o) est un ouvert de
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T . Cette image réciproque est le cylindre ouvert Cyly. (wj,). Mais les cylindres
Cyly, (w;) pour j € I forment une base d’ouverts de la topologie produit. Ainsi
tous les ouverts de la topologie produit sont des ouverts de 7. La topologie 7°
est plus fine que la topologie [, ., 7:. n

On peut caractériser simplement la continuité d’une fonction a valeurs dans
un produit.

Proposition 1.7.7. Soit (X,7) un espace topologique et un produit X' =
[Lic; Xi muni de la topologie produit T = [],.; X;. Pour i € I, on note pj
la projection X' — X[. Pour qu’une application [ : X — X' = [[,.; X soit
continue il faut et il suffit que toutes les composantes p, o f : X — X] soient
continues.

X / X' = Hie] X
/
%\ b;
l !

Preuve : C’est une conséquence de la proposition précédente et de la
transitivité de la continuité.

Soit une application f : X — X’ dont toutes les composantes sont conti-
nues. Soit x € X et soit V' un voisinage de f(z) dans X’. Par définition
de la topologie produit (et des voisinages) il existe un cylindre ouvert O' =
Cyly (), .-, w;,) tel que f(z) € 0" C V. Ona O =Mi_(p},) " (w],). On en
déduit

1O =1 (A W) @) = A 0 7w

et la continuité des composantes p; o f impose que f~HO") est un ouvert de
X contenant x. Ainsi f~1(V’) D f~1(O’) est un voisinage de . n

EXEMPLE 1.7.8. Dans M, (K) le produit des matrices définit une appli-
cation continue de M, (K) x M,(K) — M,(K), K = R ou C. En effet
pour (A4, B) € M,(K) x M,(K) les composantes du produit AB s’écrivent
> i aixby;. 11 S’agit de sommes et de produits de fonctions continues puisque
les composantes a;, et b;, dépendent contintiment de (A, B). Toutes les com-
posantes sont continues , donc application (A, B) — AB est continue.

Compte tenu de la Remarque [[L5.3, on déduit de la proposition précédente la
caractérisation de la convergence d’une suite dans un produit.

Corollaire 1.7.9. Une suite (x"),en dans espace topologique produit (X, T),
X =1L, Xi et T =11,c; T, a pour limite x € X si et seulement si toutes ses
composantes (' )nen ont pour limite x; € X; pour la topologie T;.

Preuve : On applique la Proposition ci-dessus en remplacant X par N
et [Le; Xi par [[,c; Xi. n
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Le résultat suivant donne une relation entre la continuité d’une fonction définie
sur un produit et la continuité des applications partielles.

Définition 1.7.10. Soit X = [[,.; X; un produit d’ensembles et X' un en-
semble et soit f € F(X;X"). Poura = (a;)er et J C I, on note f,, Uapplication
partielle définie par

Ja, HieI\JXi_)X/ x; sti & J
T = (%)ieI\J — fa, () = fly)  avec y; = { a% st1 € J.

Proposition 1.7.11. On munit X = [[,.; X; de la topologie produit et soit
(X', T") un espace topologique. Si Uapplication f : X = [[..;Xi — X' est
continue au point a = (a;);er € X alors pour tout J C I lapplication partielle

fa, est continue au point (a;)icpJ-

Preuve : Pouri € I,onposeY; = X;sii¢& JetY;={a;}siieJ. Alors
I’application

Hz_GI(\J')' HE@EI_( ) N o T Sl’ng
T = \T;)icn\J Y = Yi)ier avec y; = a;siicJ
est continue et on a f,, = f o ®. [

REMARQUE 1.7.12. La réciproque est fausse. L’exemple type est le cas de la
fonction f : R? — R définie par

flz,y) =

LY

PR si (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

Les application partielles f(0,.) et f(.,0) sont les fonctions nulles et sont donc
continues. En revanche pour y = ar, « € R" et z # 0, on a f(r,az) = 2
qui ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. La fonction f n’est pas continue

en 0.

— _ay
z y 2= me

0.5

T

Représentation dans le 1°" cadran (z > 0, y > 0) du graphe de la fonction f.
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1.7.3 Produit d’espaces métriques

On sait définir la topologie produit sur un produit d’espaces métriques. On
peut se demander si cette topologie est métrisable. Cela dépend du cardinal
de ’ensemble d’indices. Nous séparons ci-dessous les deux cas ou cela est vrai
(la distance change).

Proposition 1.7.13. La topologie produit d’un produit fini d’espaces métriques
est métrisable.

Preuve : Si (Xj,0k)ke(1,..n} est un produit fini d’espaces métriques, alors la
topologie produit, 7, sur X = [[,_, Xj est celle donnée par la distance

[ARRS]

doo(xvy) = k:er{riax }&c(xka yk)a T = (xk)ke{l,...,n}a Y= (yk)ké{l,...,n} € X.

En effet, pour tout [ € {1,...,n}, la projection p; : (X,d) — X est lipschit-
zienne de rapport 1, puisque 0;(x;,y;) < doo(z,y), donc continue. Ainsi toutes
les composantes de l'application Id : (X, dy) — (X,7) sont continues et la
Proposition [[.7.7 nous dit alors que cette application est continue.

Il reste a vérifier que Id : (X,7) — (X, dy) est continue, ou encore que la
topologie (X, dy) est moins fine que la topologie produit. Il suffit de s’assurer
que toute boule ouverte de (X, dy) est un ouvert de 7. Cela est immédiat
puisque une boule ouverte pour la distance d., est un cylindre ouvert. [

REMARQUE 1.7.14. De facon plus rapide, on peut dire que la topologie pro-
duit est dans le cas fini la topologie des boites qui est associée a la distance
ds. La démonstration en deux étapes se généralise au cas dénombrable.

Proposition 1.7.15. La topologie produit d’un produit dénombrable d’espaces
métriques est métrisable.

Preuve : Pour une famille dénombrable d’espaces métriques, (Xp, 0x); oy, 0N
met sur le produit X = [], Xk la distance

“r On(®k, k)
d = § g~k BRI IR) = = X.
(z,y) ‘- 11 5k<xk7yk)’ T = (r)ken, ¥ = (Ur)ken €

On vérifie avec la méme démarche que précédemment que cette distance donne
la topologie produit (la derniere partie est un peu plus délicate). Les détails
sont laissés au lecteur (cf. Exercice 29). "

REMARQUFE 1.7.16. En utilisant le Corollaire [[.7.9, on voit qu’il n’est pas
possible de prendre la distance doo(z,y) = Supgey Ok (Tk, yk). En effet si on
consideére dans RY la suite d’éléments (e"),,cny donnée par e = d,; elle converge
vers la suite nulle pour la topologie produit. En effet pour tout & € N, la suite
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composante (e} ),en converge vers (et méme stationne a) 0. Comme pour tout
n € N, on a d(0,e") = 1, la topologie produit ne peut étre associée a cette
distance.

1.7.4 Topologie produit et convergence simple

Si X est un ensemble et (Y, 7) est un espace topologique, 'ensemble F(X;Y)
des applications de X dans Y n’est rien d’autre que Y*. On peut donc
se demander ce qu’est la topologie produit sur F(X;Y). Les composantes
f € F(X;Y) =YX sont tout simplement les valeurs f(x), z € Y. Avec le Co-
rollaire [[.7.9 la convergence d’une suite pour cette topologie n’est rien d’autre
que la convergence simple des fonctions : Une suite de fonctions (f,,)neny de X
dans Y converge simplement vers f € F(X;Y) si pour tout x € Y, la suite
(fn(x))nen admet f(x) pour limite dans (Y, 7).

On peut comprendre cette interprétation de la topologie produit sur Y* en
considérant une base de voisinages d’'un élément (une fonction) f de YX faite
de cylindres ouverts. Par exemple pour ¥ = R, on a la base de voisinages
autour de f € R

BY(f)={V(f;e,n,x1,...,2,), € >0, n e N*, xy,..., 2, € X}
avec  V(fie,n,a1,...,x,) = {9 € Y™, |g(z;) — flz;)| <e, Vie{l,...,n}}.

Si (Y,d) est un espace métrique on peut considérer sur F,(X;Y) C Y les
deux topologies : convergence uniforme, convergence simple. La premiere est
une topologie métrique tandis que la deuxieme est induite par la topologie
produit et n’est pas métrisable en général (cf. Paragraphe [[.7.3 et Exercice BG).
Il est clair que la convergence uniforme entraine la convergence simple et cela
s’exprime de fagon plus générale en disant que la topologie de la convergence
uniforme est plus fine que la topologie produit (Les projections sont continues
de (Fp(X;Y),dw), cf. Proposition [[.7.6). Elle est en général strictement plus
fine.

EXEMPLE 1.7.17. L’exemple donné dans la Remarque [[.7.16 est un cas de
suite dans RY convergeant simplement vers 0 mais pas uniformément. Avec le
méme genre d’idée on peut considérer des “bosses glissantes” :

— Dans R® : On se donne une fonction f; : R — R qui est nulle en dehors d'une
partie bornée de R, alors la suite donnée par f,(z) = fo(z — n) converge
simplement vers 0 mais pas uniformément si fy # 0.

— Dans R : On considere la suite (f,)nen de F ([0, 1];R) donnée par
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— !
0 n+l n+l 1 x
Graphe de la fonction f,, n € N.
Enfin sur [0, 1], on peut considérer un dernier exemple qui montre que ’hy-

pothese d’uniforme convergence dans le Théoreme [.5.26 joue son role.

1

T I
0 n+1 1 X

Graphe d’une fonction g,, n € N.

La suite de fonctions continues (g, ),en converge simplement vers la fonction
g qui vaut 1 en 0 et 0 sur ]0, 1] et qui n’est pas continue.

1.8 Topologie quotient

Pour un ensemble X muni d'une relation d’équivalence R, 1’espace quotient
X/R est 'ensemble des classes d’équivalences de R et il y a une projection na-
turelle 7z : X — X/R qui a un élément = € X associe sa classe d’équivalence

zeX /R. Etant donné une topologie 7 sur X, quelle topologie naturelle 7
peut-on mettre sur X /R ? On souhaite en particulier que la projection 7g soit
continue et donc que pour un ouvert O’ de cette topologie 7T7_21 (Or) soit un
ouvert de 7. Cela suffit pour définir une topologie puisque I'image réciproque
agit bien sur les opérations ensemblistes.

Définition 1.8.1. Soi (X,7) un espace topologique et R une relation d’équi-
valence sur X. On appelle topologie quotient sur X/R celle donnée par la fa-
mille d’ouverts

OR == {OR € ,P(X/R),ﬂ';al (OR) € (9} .

On dit que (X/R,TRr) est un quotient topologique de (X, T).

EXEMPLE 1.8.2. Avec les topologies usuelles, le cercle St est le quotient
topologique de la droite réelle par la relation (zRy) < (r —y € 27Z). (Pour
d’autres exemples voir Exercice {i()).

Par construction on a la
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Proposition 1.8.3. La topologie quotient Tr est la topologie la plus fine qui
rend la projection g : X — X/R continue.

Comme pour le produit (en inversant le sens), on a une caractérisation de la
continuité des fonctions continues sur( un espace quotient.

Proposition 1.8.4. Avec les notations ci-dessus, une application g : (X/R,TRr)
— (X', T") est continue si et seulement si go g est continue de (X,7T) dans
(X', 7).

X—g> X’
TR
goTR
X/

Preuve : : C’est la transitivité de la continuité.

: Supposons g o mr continue. Pour un ouvert O’ € (', I'image réciproque
TR g7 (0] = [gomg] " (O) est un ouvert de (X,7). Par définition des
ouverts de (X/R,Tr), g~ *(O') est un ouvert et ce pour tout O’ € O’. Donc g
est continue. n

A une application f : X — X', on peut associer la relation d’équivalence
sur X, (#Rsy) © (f(x) = f(y)). On note alors X/f l'espace quotient, 7y la
projection associée et 7; la topologie quotient. On rappelle la décomposition

canonique f = fompou f : X/f — X' est donnée par f(g) = f(z). La
proposition précédente donne tout de suite le

Corollaire 1.8.5. L’application f : (X, T) — (X', T") est continue si et seule-
ment si /f (X/f, 1) — (X', T") est continue.

X—f> X’
Wfl .
X) f

EXEMPLE 1.8.6. Dans le cadre de I’'Exemple [.82, ce corollaire nous dit que
I'espace des fonctions continues 2m-périodiques de R dans X’ s’identifie avec
celui des fonctions continues du cercle S' dans X'.

Le résultats suivant montre qu’il faut des hypotheses liant la topologie de
I’ensemble de départ 7 et la relation d’équivalence R pour avoir de bonnes
propriétés sur la topologie quotient.

Proposition 1.8.7. Pour que la topologie quotient T soit séparée, il est
nécessaire que les classes d’équivalences soient fermées dans (X, 7).
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Preuve : Si la topologie 7T est séparée, alors tous les singletons, {E}, de
X/R sont des fermés (cf. Exercice ). Comme la projection mg : (X,7) —

(X/R, Tr) est continue, une classe d’équivalence r = 7" ({ x }) est nécessairement

fermée. n

De la méme facon, il ne suffit pas que la topologie de départ soit métrique pour
que la topologie quotient soit métrisable (cf. Exercice [1)).
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Chapitre 2

Connexité

D’un point de vue intuitif, un espace topologique connexe est un espace topolo-
gique fait d’un seul morceau. On commence par la présentation d'une situation
modele sur laquelle nous reviendrons : Supposons connu le théoreme des va-
leurs intermédiaires pour les fonctions continues de R dans R (ce sera dans ce
cours une conséquence d’un résultat plus général). On se demande quelles sont
les parties a la fois ouvertes et fermées de R, ou de maniere équivalente, quelles
sont les parties ouvertes A de R telles que (A, CgA) forme une partition d’ou-
verts de R. Soit A un tel sous-ensemble de R. Alors la fonction caractéristique
14 :R — {0,1} C R est continue puisque pour tout ouvert O de {0, 1} I'image
réciproque f~1(0) = 0, R,A ou CgA est un ouvert de R. Le théoréme des
valeurs intermédiaires impose alors que 1, est constante sur R, c’est a dire

A=Rou A =10.

2.1 Définition, exemple fondamental

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1. On dit qu’un espace topologique (X, T) est connexe si les
seules parties de X a la fois ouvertes et fermées sont X et ().

Il revient au meéme de dire que X n’admet pas de partition non triviale d’ou-
verts (ou de fermés).

Définition 2.1.2. On dit qu’une partie A de X est connexe si (A, Ty) est
conneze(Ty topologie induite).

Proposition 2.1.3. Une partie A de X est conneze si et seulement si [’exis-
tence de deuz ouverts disjoints Oy et Oy de (X,T) tels que A C O U Oy
entraine A C Oy ou A C Os.

41
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Preuve : L’existence de O; et Oy, ouverts disjoints de (X, 7) tels que A C
O1UO,, revient a dire que (A, 74) admet la partition d’ouverts (O;NA, O2NA)
(définition de la topologie induite). La partie A est connexe si et seulement si
A:OlﬂAouOlﬂA:@. |

2.1.2 Exemple fondamental : les connexes de R.

Théoreme 2.1.4. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve : a) Les parties connexes de R sont nécessairement des intervalles :
Soit. A une partie connexe de R. Soit z,y € A et soit z € R tels que = < z < v.
Siz ¢ A alors O =] — 00, z[ et Oy =]z, 4+00[ sont deux ouverts disjoints de R
tels que A C O; UOs. On a alors A C Oy ce qui contredit y € A ou A C O, ce
qui contredit z € A. Par conséquent z € A. On en déduit

Ve,y € A, {z € Rymin{z,y} < z <max{x,y}} C A.

La partie connexe A est un intervalle.

b) Les intervalles de R sont connexes : Supposons que pour un intervalle I de R
il existe deux ouverts disjoints O; et O, de R tels que I C O U O,. Supposons
I N Oy # () montrons qu'alors I C Oy et I N Oy = (. Soit x € I N Oy, on
considere w, = I N O1N] — oo, z[. C’est un ouvert de I.

Par I'absurde supposons w, non vide. Il admet alors une borne supérieure
(R satisfait la propriété de la borne supérieure) que l'on note a. Cette borne
supérieure a est inférieure ou égale a = et majore les éléments de w,. Comme
w, C I, x €I et comme [ est un intervalle, on a nécessairement a € I.

Mais alors a € I N O,. En effet, dans le cas contraire les relations a € O1 N1 et
a < x avec x € Oy entralnent a € w,. Comme w, est un ouvert de I, il existe
un € > 0 tel que Ja —¢,a + [N C w,. L'intervalle I contient a et x > a + €.
Par conséquent a + £/2 appartient a w, et cela contredit la définition de a.
Maintenant, si a € O,, comme O, est un ouvert, il existe ¢ > 0 tel que
la—¢’, a+€'[C Oy. Comme Oy et Oy sont disjoints, on obtient Ja—¢’, a+e'[Nw, =
() ce qui est contraire & la définition de a.

En conclusion w, doit étre vide.

De la méme maniere en travaillant avec la borne inférieure, on montre que
O1 N IN|z, +o0[ doit étre vide. On a donc O1 NI =( et I C O,. o

EXEMPLE 2.1.5. L’ensemble Q est inclus dans l'union des ouverts disjoints
O, =] — 00, V2| et Oy =]\/2, +00[ sans étre inclus dans I'un des deux. L’en-
semble des rationnels Q n’est pas connexe.

Avec le méme découpage on voit aussi que [0, 1] U [2, 3] n’est pas connexe.

En utilisant le résultat ci-dessus, il suffit de dire que ce ne sont pas des inter-
valles.
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2.2 Fonctions continues et connexité

Le résultat ci-dessous est a la fois simple et lourd de conséquences.

Théoreme 2.2.1. L’image d’un connexe par une application continue est
conneze.

Preuve : Soit (X,7) et (X', 7") deux espaces topologiques, (X, 7) connexe
et soit f € CO(X, X’). Supposons que f(X) ne soit pas connexe. Alors il existe
deux ouverts non vides disjoints O] et O} tels que f(X) C O} U O} sans
que f(X) soit contenu dans I’ un d’eux. Comme f est continue, cela entraine
que (f~1(0}), f~1(O4)) est un partition non triviale de X, ce qui contredit la
connexité de X. ]

Corollaire 2.2.2. (Théoréme des valeurs intermédiaires)

St f € COX;R) avec (X,T) espace topologique connexe, alors f(X) est un
intervalle.

Le résultat suivant donne une caractérisation de la connexité qui rejoint la
discussion de l'introduction.

Proposition 2.2.3. Un espace topologique (X,T) est connezxe si et seulement
si toute fonction continue de X dans {0,1} est constante.

Preuve : L’ensemble {0, 1} pris comme partie de R a pour topologie la to-
pologie discrete.

Si (X,7T) est connexe et si f : X — {0,1} est continue alors le couple
(f71({0}), f~1({1})) est une partition d’ouverts de X. Donc ou bien f~! ({0}) =
X et f=0oubien f71({1})=Xet f=1.

Supposons que toute application continue f : X — {0,1} est constante.
Si (A,Cx A) est une partition d’ouverts alors la fonction caractéristicque 1, est
continue sur X . Par hypothese, elle est donc constante et A = X ou A =0. X
est connexe. -

2.3 Union, adhérence et produit

2.3.1 ”Union”

Théoréme 2.3.1. Toute famille (A;),.; de parties connexes d’un espace to-
pologique (X, T) ayant deux 4 deuzr une intersection non vide a une réunion
conneze.

Preuve : Soit (A;);c; une famille de parties connexes telle que pour tout
i,j €1, A;NA; # (). Supposons qu'il existe deux ouverts disjoints Oy et Oy
tels que A = Ujer A; € O1 U Os. Pour un i € I fixé, A;, est connexe et
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inclus dans A C Oy U Os,. Cela entraine A;, C Oy ou A;, C O,. Si A;, C Oy,
I'hypothese A; N A;, # 0 entraine A; N O; # 0 tandis que la connexité de A;
donne A; C Oy, ce pour tout ¢ € I. On en déduit A C Oy, I'autre possibilité
A;, C Oy donnant A C O,. En conclusion, A est connexe. n

REMARQUE 2.3.2. On peut affaiblir I’hypothese sur les intersections en sup-
posant simplement que pour un ig € I on a A;, N A; # () pour tout i € I.
Ou bien a partir du résultat pour 'union de 2 parties connexes montrer la
connexité d’une union finie par récurrence avec une hypothese encore plus
faible.

aible A,

‘ Ay A,

A

R

Dans la figure ci-dessus I'union des quatre intervalles Ay, Ay, Az et A4 est un
intervalle sans qu’aucun des A; n’intersecte tous les autres.

Une application du résultat précédent est que pour tout point x d'un espace
topologique (X, 7), I'union de toutes les parties connexes de X contenant z
est connexe. C’est le plus grand connexe contenant .

Définition 2.3.3. Soit (X,7T) un espace topologique quelconque. Pour tout
point x de X, on appelle composante connexe de x et on note C(x) le plus
grand connexe contenant x :

Cle) = egcx ¢

C connexe

Avec cette notation il est clair que deux points = et y appartiennent & un méme
connexe si et seulement si C'(z) = C(y).

Proposition 2.3.4. La relation "appartenir a un méme connezxe” qui se tra-
duit par C(x) = C(y) est un relation d’équivalence dont les classes d’équivalence
sont les composantes connexes de X. Ainsi les composantes connexes de X
forment une partition de X.

REMARQUE 2.3.5. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes de
X sont les morceaux d'un seul tenant de X. Par exemple les composantes
connexes de X = [0,1] U [2,3] sont [0, 1] et [2, 3].

2.3.2 Adhérence

Théoréme 2.3.6. Si une partie A d’un espace topologique (X, T) est conneze
alors son adhérence A est conneze.
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Preuve : Soit f € C°(A4;{0,1}). Comme A est connexe et f est continue sur
AonaAcC f7({0}) ou AC f~'({1}) d’apres la Proposition R.2.3. Comme
f71({0}) ou f7' ({1}) sont fermés, on doit avoir A = f~' ({0}) ou f~' ({1})

et f est constante.

Corollaire 2.3.7. Les composantes connexes d’un espace topologique quel-
conque (X, T) sont des fermés.

2.3.3 Produit

Théoreme 2.3.8. Un produit d’espaces connezes est conneze.

Preuve : Soit (X;,7;)ic; une famille d’espaces topologiques connexes. On
va montrer que le produit J],., X; muni de la topologie produit est connexe
en deux étapes. On traite dans un premier temps le cas ou [ est fini. Le cas
général s’en déduit ensuite par un argument de densité.

a) Cas ou [ est fini : Il suffit de le faire pour I = {1,2}. Soit f une application
continue de (X; x X, dans {0,1}. Pour tout xo € X, I'application partielle
f(.,z2) + X1 — {0,1} est continue donc constante puisque X est connexe. Il en
est de méme pour 'application partielle f(xq,.) : Xo — {0,1} et ce pour tout
x1 € X;. Il s’ensuit que f est constante sur X; x X5. Ainsi X; x X, est connexe.

b) Cas ou [ est infini : Il suffit de montrer qu'il n'y a qu’une seule compo-
sante connexe. Soit v € X = [[,.; X; fixé. Pour une partie J finie de I, I'en-
semble X;(z) = {ye X, Vie I\ J, y; = x;} est homéomorphe au produit
fini J],., X; et est donc connexe. Par conséquent le sous-ensemble Xy(z) =
Uycr, Jfini Xs(z) est une union d’ensembles connexes contenant z. C’est un
connexe contenant = et on a X¢(x) C C(z) et méme Xy(x) C C(z). Or
I'ensemble X;(z) est dense dans X = [[..; X;. En effet, soit y € X et soit
V € V(y). Par définition de la topologie produit, il existe un cylindre ouvert
O = Cyly, (wj,j € J), avec J C I fini, tel que y C O C V. On considere le
point z de X donné par z; = y; sii € Jet z; = x; sii € I\ J. Alors on a claire-
ment z € ONXy(z) C VN Xy(x). L'ensemble Xy(x) rencontre n'importe quel
voisinage de n’importe quel point de X, il est dense dans X. FEn conclusion,
C(z) = X et X =]],.; X; est connexe. "

el

Corollaire 2.3.9. Les pavés de R™ sont connexes.
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2.4 Connexité par arcs

Dans ce paragraphe, nous introduisons une notion un peu plus forte que la
connexité qui est en fait plus facile a vérifier dans des situations pratiques.

Définition 2.4.1. Si (X, 7T) est un espace topologique, on appelle chemin ou
arc joignant x € X ay € X toute application continue de v : [0,1] — X telle
que ¥(0) =z et y(1) = y.

Définition 2.4.2. On dit qu’une partie A d’un espace topologique (X,T) est
connexe par arcs si deux points quelconques de A peuvent étre reliés par un
chemin.

Théoreme 2.4.3. Un espace topologique connexe par arcs est conneze.

Preuve : Soit (x,7) un espace topologique connexe par arcs et soit x € X
fixé. On peut écrire

X=U{y}= U v ([0,1]).
yeX v e ([0, 1]; X)
v(0) ==z

Or pour tout v € C° ([0, 1]; X) I'image v ([0, 1]) de I'intervalle [0, 1] est connexe.
Comme dans 'union ci-dessus tous les chemins considérés contiennent le point
x, 'union qui vaut X est connexe. [

EXEMPLE 2.4.4. a) Dans R" toutes les parties convexes sont connexes.

b) Il y a des ensembles connexes qui ne sont pas connexes par arcs. Par
exemple, dans R?, I'ensemble {(a:, sin (%)), x> 0} est connexe par arcs
donc connexe. Son adhérence qui est

{(z,sin (1/x)), >0} U ({0} x [—1,1])

est connexe mais n’est pas connexe par arcs.

Yy
1 -1

REMARQUE 2.4.5. On peut définir une relation d’équivalence ” appartenir au
méme connexe par arcs’ et définir des composantes connexes par arcs. Elles
sont plus petites que les composantes connexes et ne sont pas nécessairement
fermées comme le montre 'exemple b) ci-dessus (cf. Exercice B().
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Compacité

Le terme de compacité évoque une idée de petitesse. Ainsi dans un espace
topologique compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans
qu’ils s’accumulent quelque part. On verra aussi que les parties compactes de
R™ sont les parties fermées bornées. En fait de petitesse, les compacts sont
définis par une propriété de finitude topologique. L’importance de la notion de
compacité vient du fait qu’elle permet de ramener des probléemes de complexité
apparemment infinie a I’étude d’un nombre fini de cas.

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. (Borel-Lebesgue) On dit qu’un espace topologique (X, T)
est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire
un sous-recouvrement fini :

(X: UOZ) = (3Jc1, J fini, X = uol-).
el ieJ

Par passage au complémentaire on a une définition équivalente avec les fermés
que nous donnons ici comme propriété.

Proposition 3.1.2. Un espace topologique (X,T) est compact s’il est séparé
et si de toute famille de fermés d’intersection vide on peut extraire une sous-
famille finie d’intersection vide :

(ﬁ Fi:(2)> = (EIJcI, J fini, _QJE:(Z)).

iel

Le résultat suivant est une conséquence utile dans le cas ou les fermés sont
emboités.

47
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Proposition 3.1.3. Si (X, 7) est un espace compact, toute suite décroissante
de fermés non vides, (Fy,)nen, Fni1 C Fp, F, # 0, a une intersection non vide.

Preuve : Par contraposée, si Npen Fp, = 0, il existe nq,...,ny € N tels que
F.,Nn...NFE,, =0.Dans ce cas Fuax{n,,..ny} = Fn, N ... N Fyy =0, ce qui
contredit ’hypothese. [

REMARQUE 3.1.4. En fait il n’est pas nécessaire de supposer la famille de
fermés dénombrable. Des que ’ensemble [ est muni d’une relation d’ordre total
(toute partie finie admet un maximum et un minimum), la famille (F});c; étant
décroissante par rapport a l'ordre sur I et l'inclusion dans F, le résultat est
vrai.

Définition 3.1.5. Une partie A d’un espace topologique séparé (X, T) est dite
compacte si (A, Tx) avec la topologie induite est compact.

La propriété de Borel-Lebesgue dans (A, 74) s’écrit alors avec les ouverts de
(X, T),

(Ac AU[Oi) = <E|JCI, J fini, AC U Oi>,
1€

icJ

et la définition avec les fermés de (X, 7)

(Am(m F) :(Z)) = <3Jcl, I fini, Am(m F) =@>.
i€l ieJ

EXEMPLE 3.1.6. a) L’ensemble vide () est compact.
b) Tout ensemble fini avec n’importe quelle topologie est compact.

c) La droite réelle R n’est pas compacte R = U,en|n, n + 2.

3.2 Compacité des espaces métriques

Dans un espace métrique, on doit pouvoir caractériser la compacité, qui est
une propriété topologique, avec des suites. C’est ce que dit le théoreme de
Bolzano-Weierstrass que nous détaillons un peu en vue de préciser la situation
dans un espace topologique général (cf. Remarque B.2.4).

Théoréme 3.2.1. Pour une partie A d’un espace métrique (X,d), les trois
assertions sont équivalentes :

i) A est compacte.

ii) Propriété de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie de A admet un
point d’accumulation dans A.

iii) De toute suite (r,)nen d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite
convergeant dans A.
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REMARQUE 3.2.2. Notons que 'on peut exprimer la propriété ii) d'une autre
maniere en disant que toute suite de A admet une valeur d’adhérence dans A.
Une valeur d’adhérence d’une suite (z,)nen est un point x tel que pour tout
voisinage V' € V(z) la suite prennent une infinité de fois sa valeur dans V.
Cela correspond aux deux possibilités : a) L’ensemble {x,, n € N} est fini et
dans ce cas il y a nécessairement une valeur qui est prise une infinité de fois;
b) L’ensemble {x,, n € N} est infini et on est sous I'hypothese de ii).

Nous aurons besoin d'un résultat intermédiaire pour les espaces métriques qui
est souvent utile.

Lemme 3.2.3. (Lemme de la maille) Si une partie A d’un espace métrique
vérifie 111) et si Ujer O; est un recouvrement d’ouverts de A, alors il existe une
constante p > 0 tel que pour tout x € A la boule B(x,p) est incluse dans un
des O; :

Ve e X, Ji, € I, B(z,p) C O,,.

Preuve : Elle se fait par I’absurde. Supposons que pour tout n € N, il existe

z, € A tel que B(z,, %H) n’est incluse dans aucun des O;. Par 'hypothese

iii), on peut extraire une sous-suite (z,, )ren convergeant dans A. Posons [ =
limgen ). Comme [ appartient a A, il existe ¢ € I tel que [ € O; et comme
O; est ouvert, il existe € > 0 tel que B(l,e) C O;. Par définition de la limite
on peut trouver k. tel que d(l,z,,) < § pour k > k. et on peut donc supposer

1 € : 1
k. assez grand pour que T < . Mais dans ce cas, on a B(xy,_, nk5+1) -

B(l,e) C Oy, ce qui contredit la définition de la suite (z,)nen. En conclusion,

il existe ny € N tel que pour tout x € A la boule B(z, n01+1) est incluse dans
1

un des O; et on prend p = — [

Preuve du Théoréme B.2.7] : i)=- ii) : Il suffit de démontrer qu'une partie
dénombrable de A admet un point d’accumulation dans A. En numérotant ses
éléments cela revient a considérer une suite de A, (x,,)nen, telle que z,, # x,, si
n # m. La suite d’ensembles donnée par X,, = {xy, k > n} vérifie X,,;; C X,

, —A _ —A . . [—A
et en prenant ’adhérence dans A, X,,,; C X, . Ainsi (Xn ) est une
neN

suite décroissante de fermés non vides du compact A. L’intersection M,y X,
est non vide et on note x un de ses éléments. Ce point x appartient a A et est
un point d’accumulation de la suite (x,),en @ Pour tout voisinage V' de x on
peut trouver un terme x, de la suite différent de x qui appartient a V. Si x
est un terme de la suite, x = z,,,, 'appartenance de x a X,,,; dit qu’il existe
Ty € Xp,41 NV tandis que © € X, 1. Si & n’est pas un terme de la suite on
peut prendre n; = 0.

ii)= iii) : Compte tenu de la Remarque B.2.9, la suite (x,),en admet une
valeur d’adhérence | € A. Pour tout & € N, on peut trouver n, € N tel

1 . .
que d(l,z,,) < 7. La sous-suite (z,,),cy converge alors vers [ puisque
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{B(l, 717), k € N} forme une base de voisinages de [.

iii)= 1) : Si Uses O; est un recouvrement d’ouverts de A. D’apres le Lemme de
la maille (B.2.3), on peut trouver p > 0 tel que

Ve e A, Ji, € I, B(z,p) C O,,.

On construit la suite (2, )nencn par récurrence :

—rx90E A
— Si U_, B(xy, p) ne recouvre pas A, on prend x,, dans A\ Up_; B(zg, p).
Dans le cas contraire, on s’arréte et M = {0,...,n}.

L’ensemble d’indices M est nécessairement fini. En effet dans le cas contraire
on a construit une suite (z,)nen telle que d(zn,z,) > p pour m # n. En
extrayant une sous-suite (z,, )reny convergeant vers [ € A on obtient pour k
assez grand

p P2
P S d($nk+1’xnk) S d(xnk+17l) + d(InINZ) S g + g = 3,
ce qui est impossible pour p > 0.
Donc I'ensemble M est fini et on a A C Ujen B(zj, p) C Ujem O, - n

REMARQUE 3.2.4. a) Pouri)=ii), onn’a pas besoin de la structure métrique.
La propriété de Bolzano-Weierstrass est vraie pour tout espace topolo-
gique compact. En revanche ii)=iii) nécessite 'existence d’une base de
voisinages dénombrable : Pour que le point d’accumulation soit effective-
ment la limite d'une sous-suite, on a besoin de cette propriété des espaces
métriques. Enfin I'implication iii)=) repose sur le Lemme de la maille
(B-2.3) qui se formule explicitement avec une distance.

b) Une conséquence du Théoreme est que le Lemme de la maille s’applique a
tout espace métrique compact.

c) Ce théoreme a une généralisation compléte pour des espaces topologiques
quelconques reposant encore sur la notion de filtre.

Corollaire 3.2.5. Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve : Soit (X, d) un espace métrique compact. Pour tout n € N, 'union
Uzex Bz, %H) est un recouvrement d’ouverts de X. On peut donc en extraire

un sous recouvrement fini Up" B(2pn, —+). L’ensemble
{kn, k€{0,...,N,}, n €N}
est alors un ensemble dense dénombrable dans X. n

Nous terminons ce paragraphe par ’exemple sans lequel toutes ces notions
n’auraient pas vraiment d’intérét.
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Théoréme 3.2.6. (Heine-Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé borné de
R, [a,b], a,b € R, est compact.

Preuve : On utilise la propriété iii) du Théoreme B.2.1. Soit (z,)neny une
suite de [a, b], on va extraire une sous-suite convergente par une méthode de
dichotomie. On construit la suite de couple ((ax, bx)),ey Par récurrence :
—ap=aetby=">

— On pose ¢ = % Si il existe un nombre infini d’indices n tels que z,, €
lag, ck] on prend agy; = ap et byyy = cx. Sinon on prend agyq = ¢ et
b1 = br.

On a formé ainsi deux suites adjacentes (ax)ren €t (bx)ren telles que pour
tout k € N il existe z,, € [ag,bg]. Une conséquence de la propriété de la borne
supérieure est que deux suites adjacentes convergent et ont méme limite. Cette
limite est aussi limite de la sous-suite (x,, )ken- n

3.3 Propriétés des compacts

3.3.1 Compacts et fermés

Proposition 3.3.1. Dans un espace topologique séparé, une partie compacte
est fermée.

Preuve : Soit K une partie compacte de (X, 7 ) séparé. Montrons que 0y K
est ouvert. Soit z € CxK. Comme (X,7) est séparé, pour tout y € K il
existe V,,, € V(z) et w,,y € O tels que y € wyy et Voy Nw,y = 0. Comme K
est compact, on peut extraire du recouvrement d’ouverts Uyex Wy, un sous-
recouvrement fini K C UL, wy,,. On prend alors V =N, V., et onaV €
V(r) et V C CxK. =

Proposition 3.3.2. Si (X, 7) est un espace topologique compact et F' est un
fermé de X alors F' est compact.

Preuve : Si (F;),.; est une famille de fermés telle que F' N (Nie; F;) = 0
alors la famille (F' N F});c; est une famille de fermés d’intersection vide de X.
Comme (X, 7) est compact il existe une partie finie J de I telle que

)= m(FmE):Fm(m F)
ied ied

Corollaire 3.3.3. Dans un espace topologique compact, les compacts sont les
fermés.
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Corollaire 3.3.4. Les compacts de R sont les fermés bornés.

Preuve : Dans R, un ensemble fermé borné et une partie fermée de 'intervalle
[—L, L] pour L assez grand. C’est un fermé d’un compact donc un compact.

Réciproquement, un compact de R est nécessairement fermé. De plus il est
borné : sinon on pourrait prendre une suite (z,)nen telle que |z,| > n qui
n’aurait pas de point d’accumulation dans R. [

Nous terminons par une notion parfois utile quand on veut utiliser des argu-
ments de compacité pour des ensembles qui ne sont pas fermés.

Définition 3.3.5. On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé (X, T)
est relativement compacte si sont adhérence est compacte.

3.3.2 Union, intersection, produit

Proposition 3.3.6. Dans un espace topologique séparé, une union finie de
compacts est compacte.

Preuve : Si U;c; O; est un recouvrement d’ouverts de I'union de compacts
Up_; Ki, c’en est un des compacts Kj,..., K, pris séparément. Pour k &
{1,...,n}, on peut trouver une partie finie J; de I telle que K} C U;c, O;.
On prend J = Jy U...UJ, et Ujes O; est un sous-recouvrement fini. n

Proposition 3.3.7. Dans un espace topologique, une intersection quelconque
de parties compactes est compacte.

Preuve : L’intersection N;c; K; est une intersection de fermés du compact
K, (ip € I fixé). C’est un fermé donc un compact. ]

Théoréme 3.3.8. (Tychonoff) Un produit d’espaces topologiques compacts
est compact.

“Preuve” : On admettra ce résultat dans le cas général. On le démontre ici
simplement dans deux cas.

a) Produit fini d’espaces compacts : Il suffit de le faire pour le produit de
deux espaces compacts X1 x X,. Soit U;e; O; un recouvrement d’ouverts de
X1 x X,. Pour tout z = (z1,22) € X; x Xy, il existe i, € [ et (wl,w?) €
O; x Oy tels que (z1,73) = © € W x W2 C O;,. Pour zo € X, fixé, I'union
Uz ex, w(lxlm) x {5} est un recouvrement d’ouverts de X; x {2} ~ X; qui par

hypothese est compact. 1l existe donc N(z3) € N et N(x3) points 2!, ...,z "
de X; tels que X x {z3} C UkN:(?) w(lm,fm) X {z3}. Maintenant pour z, €
N(z2) 2

X, lintersection w(zs) = N w est un ouvert de X,y contenant ws.

(mlf7x2)
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Comme X, est compact, on peut extraire du recouvrement U,,ex, w(z2) un
sous recouvrement fini X, = UY, w(z}). On a alors

N ; N [N(zh) .
X1 x Xy =X X lL:le(m2) = lL:J1 kL:JI Wik oty X w(xs)
N N(zb) N N(z2)

b) Cas métrisable, produit dénombrable d’espaces métriques : Soit (X,,, d,)nen
une suite d’espaces métriques. On sait que la topologie produit sur [T, . X»
est associée a la distance

(T )
d = E 27— = (Tn)neN, ¥ = (Yn)n | | Xn.
(I’y) neN 1+ dn(xnyyn)’ ’ (m ) €Ny <y ) en < neN

On peut dons appliquer le critere iii) du Théoréme B.2.1. Soit (2¥)ren une
suite de [], .y Xn (suite de suites ¥ € X,,). On va construire une sous-suite
convergente par procédé diagonal (cf. la figure ci-dessous). La suite (25)cn est
une suite du métrique compact (X, dp). On peut donc extraire une sous-suite
(I’SO(Z))ZGN convergeant vers une limite ¢g € Xy. On construit la suite de fonc-
tions (ky)nen, kn : N — N, par récurrence. La fonction k, étant fixée telle que

(x?”(l))leN converge vers [; € X;, pour 0 < j < n, la compacité de X,,;1 permet

: e (1 . k(1 . -
d’extraire de (mn’l(l)) leN Une sous-suite (;Un’fll( )) len qui converge vers une limite

Cn+1 € Xn—|—1~
On considére maintenant la suite (""),ey de [], .y X,. Pour j € N, la suite

Rl k5()

composante (m j j

) est une suite extraite de <m ) et converge donc
1>j leEN

vers ¢; € X;. Autrement dit la sous-suite (:vkl(l)) de (2*)ren converge sim-

leN
plement vers ¢ = (cp)nen € [ [,y Xn, ¢’est a dire pour la topologie produit sur
[Len Xn- n
A A A A __k

o L] L] o L] L] L] o L] L] o o L] o L] L]

o o L] o L] o L] o o L] o o L] o L] o

o o L] o o o L] o o L] o o L] o L] o

n|
o o L] o o o L] o o o o o L] o L] o

b = 1) =4 k2 =9 hy3) = 14
[lustration du procédé diagonal. Les termes des suites extraites sont pointés
en noir. Les crochets verticaux indiquent I’extraction finale.

Corollaire 3.3.9. Les pavés [[\_,[ai, bi], ai,b; € R, de (R™,|| ||.), sont com-
pacts.
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Preuve : Les pavés sont tout simplement des produits d’intervalles fermés
bornés et la norme || || donne la topologie produit. "

REMARQUE 3.3.10. On verra au Chapitre @] et d’ailleurs en utilisant ce
résultat que toutes les normes sur R™ sont équivalentes. Ainsi il n’est pas
utile sauf pour faire un calcul explicite de préciser la norme sur R".

Corollaire 3.3.11. Les compacts de R™ sont les ensembles fermés bornés.
Preuve : Méme démonstration que pour R en utilisant les pavés. [

REMARQUE 3.3.12. On en déduit que les parties relativement compactes de
R™ sont les parties bornées.

3.4 Fonctions continues et compacts

3.4.1 Image d’un compact

Théoréme 3.4.1. Soit (X,7) et (X', T") deux espaces topologiques séparés.
L’image d’un compact par une application continue de X dans X' est compacte.

Preuve : Soit f € C°(X;X’) et soit K un compact de X. Si U O} est un
recouvrement d’ouverts de f(K), alors Uie; f~ (O}) est un recouvrement d’ou-
verts de K. Comme K est compact on peut en extraire un sous-recouvrement
fini , K € Ujey f71(0!), J C I fini. On a alors f(K) C Uje; Ol Ainsi f(K)
est compact. ]

Corollaire 3.4.2. Toute fonction continue sur un espace compact a valeurs
dans R est bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Preuve : Si (X,7) est un espace topologique compact et f € C°(X;R), alors
I'image f(X) est un compact de R. L’image f(X) est bornée. La fonction f
est donc bornée et on peut définir sup,y f(z) et inf ex f(z) (propriété de R).
L'image f(X) est fermée et on a donc sup,cy f(x) € f(X) et infyex f(z) €
f(X). Autrement dit les bornes supérieure et inférieure sont atteintes. Ce sont
des maximum et minimum. ]

Il est bien stur faux de dire que l'image réciproque d'un compact par une
application continue est un compact. Par exemple I'image réciproque de [0, 1]
par la projection sur I'axe des abscisses dans R? est [0,1] x R qui n’est pas
compact. En revanche, c’est toujours un fermé. Le fait que 'image réciproque
d’un compact soit un compact est une propriété que ’on rencontre et qui est
parfois bien utile. Il y a un mot pour identifier cette propriété.
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Définition 3.4.3. On dit qu’une application continue f: X — X', ou (X, 7T)
et (X', T") deuz espaces topologiques séparés, est propre si pour toult compact
K’ de X' I'image réciproque f~1(K') est un compact de X.

EXEMPLE 3.4.4. Si on note A = {(x,7),z € R} la diagonale dans R?, la
restriction de la projection sur ’axe des abscisses a A est propre.

3.4.2 Compact et uniforme continuité

Théoréme 3.4.5. (Heine) Si (X,d) et (X', d") sont deux espaces métriques
avec (X,d) compact, toute application continue f: X — X' est uniformément
continue.

Preuve : Si f : X — X' est continue, alors U,cx: f} (Bd/(z, %)) est un
recouvrement d’ouverts de X. Par le Lemme de la maille .2.3) il existe p > 0
tel que pour tout € X, il existe 2, € X tel que By(x,2p) C f~! (Bd/(zx, g))
Pour tout z,y € X tels que d(z,y) < p < 2p, on a

d (f(x), f(y) <d (f(2), f(z)) +d (f(z), f(y) < g + g —c

3.5 Espaces localement compacts

On rappelle la définition d’un espace localement compact (cf. Chapitre [ Sec-
tion [[.2.6).

Définition 3.5.1. On dit qu’un espace topologique séparé (X, T) est localement
compact si tout point admet une base de voisinages compacts.

EXEMPLE 3.5.2. Comme les pavés de R™ sont compacts et que l'on peut
former avec des pavés une base de voisinages en tout point de R™ (boules
fermées pour la distance d..), R™ est localement compact. Il en est de méme
de tout espace vectoriel de dimension finie sur R et méme de tout fermé d’un
espace vectoriel de dimension finie.

REMARQUE 3.5.3. a) On verra au Chapitre f] qu'un espace vectoriel normé
de dimension infinie n’est pas localement compact.

b) L’importance de la notion d’espace localement compact vient du fait qu’elle
permet de généraliser a des espaces topologiques non métrisable des ar-
guments reposant sur des proprits essentiellement mtriques comme la
complétude (Cf Chapitre f et Exercice [[48) ou la spartation des ferms

(Exercice [54)

c) Tout espace topologique localement compact peut étre vu comme une partie
d’un espace compact. (cf. Exercice R3).
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Chapitre 4

Espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus en détails les espaces vectoriels
normés sur K = R ou C. On verra qu’il y a une différence fondamentale entre
les espaces vectoriels normés de dimension finie et ceux de dimension infinie,
ces derniers intervenant la plupart du temps comme espaces de fonctions. Les
résultats de ce chapitre portant sur la dimension infinie peuvent étre vu comme
les premiers rudiments d’analyse fonctionnelle. Dans tout ce chapitre, on tra-
vaillera sur des espaces vectoriels réels ou complexes, i.e. ayant pour corps de
base le corps K = R ou C.

4.1 Généralités

4.1.1 Définitions

Dans un premier temps rappelons les définitions de norme et d’espace vectoriel
normé sur K.

Définition 4.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une
application de E dans R habituellement notée || || vérifiant pour tout x,y € E
et tout A € K

i) Azl = A o] (homogénéite),
i) ([« =0)= (z=0),
iii) ||z +y| < |lz|| + |yl (inégalité triangulaire).

Définition 4.1.2. Un espace vectoriel normé est un couple (E,|| ||) ot E est
un espace vectoriel sur K =R ou C et || || est une norme sur E.

Proposition 4.1.3. Si (E,|| ||) est un espace vectoriel normé alors d(x,y) =
\ly — x|| définit une distance sur E. De plus la topologie ainsi définie est com-

o7
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patible avec la structure d’espace vectoriel, i.e. les applications

EFExFE—FE et KxFE—FE
(x,y) > z+y (A z) — Az

sont continues.

Preuve : La continuité des deux applications ci-dessus vient des inégalités :

1" +¢) = (@ +y)ll < ll2" — 2] + Iy — vl
et N2 = Ax| < [N = ALl + [A[[l2" = x|

En remarquant ||z|| = d(0,z), on a aussi immédiatement la

Proposition 4.1.4. La norme || || est une application 1-Lipschitzienne de
(B,]] ) dans R, -

Ve,y € B, llyll = llzll| < lly —=|.

On rappelle également ’équivalence (métrique) pour les normes.

Définition 4.1.5. Deuz normes || || et || || sur un K-espace vectoriel E sont
équivalentes si il existe une constante C > 0 telle que

Ve e B, O | < [l=] < Cl=] .

4.1.2 Exemples

a) Sur K" les normes

1
n P
lll, = (Z W”) lsp<oo, et o, = max |zl

i=1
sont toutes équivalentes (cf. Exercice [f).

b) De méme si (£;, | |;)ief1,...ny est une famille finie de K-espaces vectoriels

S PP 1
normés alors les quantités définies par |zf|, = (3_7, [ziff)?, pour 1 <
p < ooet ||z]| = max{|z;|;, i € {1,...,n}} sont des normes sur [[\_, E; =
? , B, toutes équivalentes.

c) La quantité |||, = supepq) |f(t)| définit une norme sur F ([0, 1]; K) et
sur C° ([0, 1]; K) (de plus la borne supérieure est un maximum pour les
fonctions continues). C’est la norme de la convergence uniforme sur [0, 1].
Plus généralement si (X,7) est un espace topologique compact et si
(E, || ||z) est un espace vectoriel normé alors la quantité définie sur

COX: E) par [|flly, = supsex | /(@) = maxoex ()] est la norme
de la convergence uniforme sur X pour les fonctions a valeurs dans FE.
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1
d) Les quantités max;eqi . Hf(i)Hoo et (Zle !’f(i)‘}io>p, 1 < p < oo, sont
des normes toutes équivalentes sur C* ([0, 1]; K).

e) La quantité ||f]], = fo |f(t)] dt est une norme sur C°([0,1];K) qui n’est
pas équivalente a la norme de la convergence uniforme || || . En effet,
considérons la suite de fonctions (f,),, oy définie par f,(z) =1—(n+ 1)z

pourxgmetfn() 0pour:13>n+1.

1

. :
0 P 1 7

On a ||f,|l = 1 tandis que ||f,|; = n%rl de telle sorte que le rapport

[
Il Moo

f) Pour 1 < p < oo on considere I'espace de suites

ZP(N§K) = {x = (xn)nENa Z |xn|p < OO}

neN

n’est pas uniformément minoré.

et pour p = oo on prend [*(N;K) = F(N;K). La quantité [[z], =

(> en |xn|p)% est une norme sur [?(N; K) pour p < oo et pour p = 0o on
prend la norme de la convergence uniforme || || . Pour p < ¢ les espaces
P(N;K) et 19(N; K) sont distincts mais on a (?(N;K) C [9(N;K) et les
normes || ||, et || [|, sur 7(N; K) ne sont pas équivalentes.

4.1.3 Applications linéaires continues

Proposition 4.1.6. Soit (E, || ||z) et (F, || || ) deuz K-espaces vectoriels normés.
Une application linéaire f : E — F est continue si et seulement si il existe
une constante M > 0 telle que

Ve e B, |[f(2)]lp < Mzllg-

Preuve : Si f est une application linéaire continue de E dans F', il existe
p > 0 tel que la boule fermée de E, By (0, p), soit incluse dans f~* (B r(0,1)).
Pour z € E \ {0}, le vecteur mx appartient a By g(0, p) d’ou

s Ve = |7 (o)

<1

F
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Il suffit de prendre M = %.
Si on a la constante M alors on a

v,y € B, [f(y) = f@)llp = 1f(y =)l < My = zllg

et I’application linéaire f est Lipschitzienne. [

Corollaire 4.1.7. Toute application linéaire continue f : EE — F est Lipschit-
zienne.

Une autre conséquence est qu’il n’y a pas de distinction entre équivalence
topologique et métrique pour les normes.

Corollaire 4.1.8. Deuz normes sur un K-espace vectoriel EJ sont topologique-
ment équivalentes si et seulement si elle sont métriquement équivalentes.

Preuve : Deux normes sont topologiquement équivalentes si I’application Id
est bicontinue. Mais comme Id est linéaire cela entraine qu’elle est bilipschit-
zienne et donc que les normes sont métriquement équivalentes. [

EXEMPLE 4.1.9. Exemple d’application linéaire non continue : Si on
munit C°([0,1];R) de la norme | f||, = fol |f(t)] dt alors la forme linéaire
f — f(0) n’est pas continue. En effet en prenant la méme suite de fonctions
(fn)nen que dans I'exemple d) on a f,(0) = 1 tandis que || f,,||; = n+r1
Définition 4.1.10. Les normes || ||z et || || €tant fizées, on note L(E; F')
l’espace des applications linéaires continues de E dans F. On appelle dual
topologique de E et on note E' = L(E;K) Uespace des formes linéaires conti-
nues sur F.

Proposition 4.1.11. La quantité || f|| = sup,, @iy sup|g =1 L/ (@)

]l
est une norme sur L (E; F).

Preuve : L’égalité || f|| = 0 entraine f(x) = 0 pour z # 0 (et de plus f(0) =0
car f est linéaire). L’homogénéité et 'inégalité triangulaire s’obtiennent faci-
lement :

Ml = sup [[Af(@)llp = Al sup [If (@)l = [A[]IF]

‘55”13:1 HZ’”Ezl
et [f+gll= sup [[f(z)+g@)lp< sup [[f(@)p+ sup |g(z)lp
llzll g=1 lzll p=1 =l g =1

< LA+ Tlgll-

On a des propriétés similaires pour les applications bilinéaires et méme multi-
linéaires (laissé en exercice).
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Proposition 4.1.12. Si (Ey, || ||z), (Eo | lg) et (Fy|| ||z) sont trois K-
espaces vectoriels normés, une application bilinéaire ® : Ey X Ey — F est
continue si et seulement si il existe une constante M > 0 telle que

Vo,y € By X By, Hq)(f[ay)HF <M H$HE1 HQHE2

Preuve : La démonstration est la méme que pour le cas linéaire. [

On termine avec une estimation de la norme de la composée de deux applica-
tions linéaire continues.

Proposition 4.1.13. Si (E, || ||z), (F, || [|z) et (G, ]| ||o) sont trois K-espaces
vectoriels normés alors pour f € L(E;F) et g € L(F;G) la composée g o f
appartient a LIE;G) et on a ||lgo fl| < lgl[ [ f]-

Preuve : Il est clair que la composée g o f est linéaire et continue. De plus
pour x € IV on a

lg o F(@)lle = llg [f(@)lle < llgll1F@)le < gl Izl g

d’ou la majoration de la norme de g o f. [

REMARQUE 4.1.14. Ce résultat dit en particulier que 'application :(f, g) —
g o f est bilinéaire continue de L(E; F') x L(F';G) dans L(E;G).

4.1.4 Algebre normée

Définition 4.1.15. Si (A, +, .\, 0) est une algebre sur K, on appelle norme
d’algebre toute norme || || sur le K-espace vectoriel (A, +,.\) qui vérifie

VA, B e A, [[Ac Bl < [|A[[B]-

On dit alors que (A, || ||) est une algébre normée.

De la Proposition . 1.13, on déduit immédiatement

Proposition 4.1.16. Si (E, || ||z) est un K-espace vectoriel normé alors L(E) =
L(E; E) muni de la norme || f|| = supygy =1 |/ (2)|| 5 est une K-algébre normée.
EXEMPLE 4.1.17. Dans M,,(K) toutes les normes ne sont pas des normes
d’algebre. En effet |[(a;;)||, = max;jeq,..,

mais ne vérifie pas I'inégalité des normes d’algebre pour n > 1 : La matrice A
qui a des 1 partout a pour norme ||A|| =1 et on a

4%, = Indll =n>1= Al . Al

En revanche les quantités

n n
ma. Z a;;| et ma. Z ;i
X | Z]’ je{l,..%n} £ | l]‘

Jj=1

définissent des normes d’algebre sur M,,(K) (cf. Exercice [[00).
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4.2 Compacité et conséquences
dans les espaces vectoriels normeés

C’est sur ce point qu’il y a une différence essentielle entre la dimension finie et
la dimension infinie. Le résultat positif en dimension finie peut toutefois étre
utilisé pour obtenir des résultats en dimension infinie.

4.2.1 Dimension finie, dim F =n < o0

On commence par un petit lemme.

Lemme 4.2.1. Si (ey,...,e,) est une base de E et si on lui associe la norme
2]l oo = 1200 wi€ill, = maxieqr,...ny 23], alors la boule unité fermée By (0, 1)
est compacte.

Preuve : L’isomorphisme d’espaces vectoriels : (z1,...,z,) € K" — Y7 xe; €
E est un homéomorphisme (et méme une isométrie bijective) de (K", || ||,) sur
(E, | llw)- On a vu que la boule unité fermée de K" est compacte, il en est de
méme de son image B¢(O,1) C E. n

Théoreme 4.2.2. Dans un espace vectoriel de dimension finie E, dim E =
n < oo :

a) Toutes les normes sont équivalentes.

b) Pour toute norme, les compacts sont les fermés bornés

c) Si(F,|| ||z) est un autre K-espace vectoriel normé (dimension quelconque),
toute application linéaire de E dans F' est continue.

Preuve : 1) On prend (ey,...,e,) une base de E et on lui associe la norme
| ||, comme dans le Lemme {.2.1]. Si || || désigne une autre norme sur £, on a
pour x = xie1 + -+ xne, € E

n n
lzll <l el < (Z ||6i||> 2]l = C'll2]lo -
i=1 =1

De plus cette derniere inégalité dit également que Id est continue de (E, || || )
dans (£, ||). Par conséquent la norme || || : (E,| ||.,) — Ry est continue.
Comme la sphere de rayon 1, S (0,1) = {z € E, ||z|| = 1} est un compact
de (E,| |l.) (partie fermée du compact Bf(0, 1)) et comme la fonction continue
| || v est strictement positive, il existe § > 0 tel que

Vo € S(0,1), ||z] > 9.
Pour x € E non nul on a HWH > § et on en déduit

Ve e B, bz, < o] < Cllzly, -
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2) Comme toutes les normes sont (métriquement) équivalentes, les propriétés
de compacité et de fermé borné ne dépendent pas de la norme. Or les compacts
de (E,| |l,,) sont les fermés bornés de (£, || ||..)-

c) Si f est une application linéaire de F dans F, on a

IF @Il = Hf (Z> < (Z ||f<ei>||> Il

et on conclut avec I’équivalence des normes. [

REMARQUE 4.2.3. La premiere assertion a la conséquence pratique suivante.
Quand on veut faire un raisonnement topologique, utiliser la continuité, pas-
ser a la limite, ...dans un K-espace vectoriel de dimension finie, il n’est pas
nécessaire de préciser la norme. On le fait quand vraiment on veut calculer ou
majorer tres précisément une certaine quantité.

Corollaire 4.2.4. Si E est un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
toutes les formes linéaires sont continues. Autrement dit le dual topologique E’
s’identifie avec le dual algébrique E*.

REMARQUE 4.2.5. L’exemple [.T.9 montre que cela n’est plus vrai en dimen-
sion quelconque.

Corollaire 4.2.6. En dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé.

Preuve : Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et soit F
un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace F' peut étre vu comme le noyau
de la projection 7 : E — E//F sur 'espace vectoriel quotient. Cette projection
est linéaire donc continue puisque E est de dimension finie (la norme sur E/F
étant quelconque). Mais dans ce cas F = ker(m) = 77! ({0}) est un fermé. m

4.2.2 Dimension infinie

Soit (E;|| ||g) un K-espace vectoriel normé de dimension quelconque. Nous
commencons par donner une généralisation du Corollaire f.2.§ qui repose sur
la compacité en dimension finie.

Proposition 4.2.7. Tous sous-espace vectoriel de dimension finie F est un

fermé de (Ev || HE)

Preuve : L’espace vectoriel normé (F, || || ;) est de dimension finie. Ses fermés
bornés sont donc compacts. Si (2, ),en est une suite de F' qui converge dans F,
lim,, oo 2, = g € E, elle est bornée dans (£, || || ;) et donc dans (F, || ||z). On
peut donc extraire une sous-suite (x,, Jren qui converge dans F', limy_,oo T, =
lp € F. Et comme E est séparé, on lp = lim,_,o z, = limy_oo 2y, = lp € F
et ce pour tout suite de F' ayant une limite [z dans E. F' est fermé. [
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Le résultat suivant dit que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé
n’est jamais compacte en dimension infinie.

Théoréme 4.2.8. (Riesz) Si (E,| ||5) est un K-espace vectoriel normé, on
a équivalence entre :

a) Bs(0,1) est compacte.

b) E est de dimension finie.

Preuve :a)<b) : Déja fait.

a)=-b) : On note B = By(0,1). La famille (B(z, %))meB donne un recouvrement
fini d’ouverts de B. Si B est compacte, il existe n € N, x1,...,z, € B tels
que B C U, B(z;,3). On note F' = Vect (z;, 1 <i < n) Pespace vectoriel
engendré par ces x;. C’est un sous-espace de dimension finie donc un fermé de
E. De plus l'inclusion précédente donne

1 1 1 1
BCcF+-BCF+—-|F+=-B)=F+-B
T3 T3 ( T3 ) T3
et par récurrence B C F + Q%B pour tout n € N. Autrement dit si x € B on
peut trouver z,, € F tel que d(z,z,) = ||z — 2,|| < 5. On a donc d(z, F) =0
ce qui entraine z € F et, puisque F est fermé, x € F (cf. Exercice [If). Dans
ce cas F tout entier est inclus dans F' qui est de dimension finie. [

On a vu que les applications linéaires ne sont pas nécessairement continues.
D’ou l'intéréet des résultats suivants qui répondent par l'affirmative dans cer-
tains cas.

Définition 4.2.9. Dans un espace vectoriel normé (E, || ||z) on dit qu'une
somme directe E = '@ G est topologique si les projections llpq : EE — F et
g p: E— G données par Upa(zp + 2¢) = x5 et Ug p(rr + v6) = ¢ sont
continues. On dit aussi que G (resp. F') est un supplémentaire topologique de
F (resp. G).

Compte tenu de la relation Il = Id —Ilg p, il suffit qu'une des deux projec-
tions soit continue. De plus cela entraine que F' = Kerllg p et G = KerIlpg
sont des sous-espaces fermés. C’est une condition nécessaire mais pas suffisante.
Il y a méme des sous-espaces fermés qui n’ont aucun supplémentaire topolo-
gique (par exemple, I'espace des suites qui tendent vers 0 dans (*°(N;R)). On
a équivalence quand 'un des deux sous-espaces est de dimension finie

Proposition 4.2.10. 5i E = F & G avec F fermé et G de dimension finie,
alors la somme directe est topologique.

Preuve : Il s’agit de vérifier que la projection Il est continue. Par I’absurde,
supposons que pour tout n € N, il existe 2™ € E tel que ||| 1 et

|z%||z > navec 2™ = sh+af, 2 € F et 2 € G. On pose alors " = Tt 7
E

~ |l

o3
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et g" = Hz,;HExg On a
1 2"
lg™ |l = la" —afllp < g A l= —— + 1< 2.
[ || T ol 2%

La suite (¢")nen est une suite bornée de G qui est de dimension finie (c’est
un fermé et ses fermés bornés sont compacts). On peut donc extraire une
sous-suite qui converge dans G, limy_, g™ = g € G. On a alors

1
lim f™ = lim (nia: — g”’“) = —g.
ko0 h=oo \ [|2" || g

Comme F' est fermé par hypothese, on doit avoir —g € F. Mais dans ce cas
g€ FNG={0} et limy_. f™ =0, ce qui contredit |||, = 1. n

Proposition 4.2.11. Une forme linéaire sur un espace vectoriel normé (E, || | z)
est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Preuve : Soit ¢ une forme linéaire sur £.
Si ¢ est continue alors Keryp = ¢! ({0}) est un sous-espace vectoriel
fermé de F.

Si Ker ¢ est un sous espace vectoriel fermé, on a deux cas :
a) Keryp = E et alors ¢ = 0 est continue sur E.

b) Il existe u € E tel que p(u) # 0. On a alors £ = Ker¢ & Ku (en effet
si x € I, le vecteur xz — %u € Kery). On est dans la situation de la
Proposition f.2.17 et la projection IT = Ik, ker, est continue tandis que
I'application linéaire 6 : Ku — K donnée par §(Au) = X est continue
(Ku est de dimension 1). En conséquence la forme linéaire ¢ est égale a

©(u)f o I1. Elle est continue.

4.3 Espace vectoriel normé quotient

Si les sous-espaces vectoriels fermés n’ont pas nécessairement de supplémentaire
dans ’espace ambiant, les espaces quotients ont toutefois de bonnes propriétés.
On rappelle que si F' est un sous-espace vectoriel de E, I'espace vectoriel quo-
tient E/F est donné par la relation d’équivalence (z ~ y) < (r —y € F). Les

classes d’équivalence ne sont rien d’autres que les sous-espaces affines © = z+F
et en notant 7 : ' — E/F la projection associée a cette relation d’équivalence,
onan(z)=x+F € E/F pour x € E. On sait que pour que la topologie quo-
tient soit séparée les classes d’équivalence x + F' doivent étre fermées dans F
(cf. Proposition [[.8.7). L’hypothese que F' est fermé est donc toute naturelle.
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Proposition 4.3.1. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de (E, || ||), alors

la quantité
= inf ||z — f||

E/F  feF

définit une norme sur E/F. De plus la topologie associée a cette norme est la
topologie quotient.

Preuve : Pour x € E, la quantité infsep [z — f|| n’est rien d’autre que
la distance d(z, F'). Elle ne dépend pas du choix de = dans sa classe car si

©'€r=x+Fona

d(z',F)=inf |2’ — f|| = inf | — (x — 2"+ f)|| = d(z,x — 2"+ F) = d(z, F).
feF fer

Il s’agit bien d'une application de E/F dans R,.

Vérifions que HEH o d(x, F') est bien une norme.
B/F

i) Pour z € E et A € K*, on a

e =dow ) inf [|Ax = £ = [A] inf

1
\r — —
=

1 ~
— \d 7—F:)\HH .
(57 ) =],

[

Pour A = 0, on rappelle que 02 =0.
ii) La distance d(z, F) est nulle si et seulement si z appartient & F = F (cf.
Exercice ), autrement dit si et seulement si 7 = 0.

iii) Pour l'inégalité triangulaire, on prend deux vecteurs x; et 25 de E et on
sait, par définition de || ||z p, trouver pour € > 0 arbitraire deux vecteurs
f1 € F et fy € F tels que

+ €.
E/F

L

i = fill < |

On a alors avec l'inégalité triangulaire pour || ||

X1+ T2

— inf — < _
inf [lzy + 22 = fIl < Jlor + 22 = (fi + f2)l

T

< H:I:‘l—f1H+H£IZ'2_f2“‘ E/F—i_H{;QHE/F_'_Qa

On termine en faisant tendre € vers 0.
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La quantité || ||, définit bien une norme sur E/F.

Comme F est fermé, on sait que Uapplication x € F — d(z,F) € Ry est
continue. Par conséquent, I'image réciproque d’'une boule ouverte de F/F par
la projection 7 : E — E/F est un ouvert de F. Il s’ensuit que la topologie
associée a la norme || ||/ est moins fine que la topologie quotient. Inverse-

ment, si V est un voisinage de z pour la topologie quotient de E/F, alors
7~ 1(V) est un voisinage de x invariant par les translations paralléles a F.
Pour une boule ouverte dans E, B(z, p), incluse dans 7=*(V), I'invariance par
translation entraine que tout le cylindre

ng(erB(fE,p)) ={y ek, dly—ux,F)<p}

est inclus dans 7—!(V'). En projetant cela donne

{yer/F,

i-3<ev

de telle sorte que V' est un aussi voisinage de T pour la topologie de la norme
Il 5 sr- La topologie quotient est moins fine que la topologie associée a la
norme | ||, Les deux topologies coincident. n
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Chapitre 5

Espaces métriques complets

Jusqu’a présent on pouvait parler de la convergence dune suite seulement
quand on connaissait a priori la limite. La complétude qui est une notion
métrique permet de prédire I’existence d’'une limite a partir de propriétés de la
suite. Dans tout ce chapitre on se placera dans le cadre d’un espace métrique
(X,d).

5.1 Suites de Cauchy, espaces métriques com-
plets, exemple fondamental

5.1.1 Suites de Cauchy

Définition 5.1.1. On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace métrique (X, d) est
de Cauchy si elle vérifie

Ve >0, AN. € N, Vm,n > N;, d(x,,z,) <e.
Proposition 5.1.2. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve : Il existe Ny tel que : Vm,n > Ny, d(x,,, z,) < 1. En particulier on
a pour n > Ny, d(z,,zn,) < 1 et en posant M = maxg<n, d(Tg, Tn,) :

Vn € Nyd(zp, zn,) < max{M,1}.

L’argument suivant est tres commode.

Proposition 5.1.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite conver-
gente converge.

69
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Preuve : Soit (z,,)nen une suite de Cauchy de (X, d) telle que limy_,oo ., =
l € X. Pour e >0 il existe N, € Net k. € N tels que

(vm,n > N, d(zm, ) < %) ot <Vk‘ > ke, d(tp,,1) < %) .

On prend N! = max{N.,ny_} et on a pour n > N!
d(xn, 1) < d(zy, T, ) + d(n,_, 1) <e.

Ainsi lim,,_.o 2, = (. n

5.1.2 Espace métrique complet

On commence par un résultat assez simple
Proposition 5.1.4. Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve : Soit (x,)nen une suite de (X, d) telle que lim,, o, z, =1 € X. Pour
e > 0 il existe N. € N tel que d(z,,1) < § pour n > N,. On a alors

Vm,n > Ne, d(xm,, x,) < d(@m, 1) +d(l,z,) <e
et la suite est de Cauchy. [

Un espace métrique complet est un espace métrique ou la réciproque est vraie.

Définition 5.1.5. On dit que l'espace métrique (X,d) est complet si toute
suite de Cauchy converge.

5.1.3 Exemple fondamental

Théoreme 5.1.6. R est complet.

Preuve : Soit (x,)n,en une suite de Cauchy de R. Elle est bornée : Vn €
N, |z,] < M. On peut donc extraire une sous-suite qui converge dans R
(puisque [—M, M| est compact). Mais alors la Proposition donne la
convergence de toute la suite.

REMARQUE 5.1.7. On peut faire une démonstration sans utiliser I’argument
de compacité et en revenant a la propriété de la borne supérieure de R. Il suffit
pour cela de montrer que les suites y, = inf,>, T, et z, = sup,-, T, sont des
suites adjacentes.

EXEMPLE 5.1.8. Q n’est pas complet. On peut approcher un irrationnel r €

R\ Q par une suite de rationnels x,, = Z—" La suite (x,)nen est de Cauchy dans

n

R et donc dans Q. Elle ne converge pas dans Q puisque r ¢ Q.
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5.1.4 Un autre exemple

Théoréme 5.1.9. Si X est un ensemble et (X', d') est un espace métrique
complet, alors Fu(X; X') muni de la distance dy, de la convergence uniforme
est complet.

Preuve : Soit (f,)nen une suite de Cauchy de (Fp(X; X'), dwo) :

Ve >0, AN. € N, Vm,n > N., supd'(f.(z), fm(z)) < e.

reX

En particulier pour € X, la suite (f,(z))nen est de Cauchy dans (X', d’) qui
est complet et admet donc une limite dans X’ que I'on note f(x).

On a ainsi défini une fonction f : X — X'. Vérifions qu’elle est bornée sur X.
Il existe N7 € N tel que doo(fn,, fn) < 1 pour tout entier n > Ni. On a alors
pour yo € X’ (on note également y, la fonction constante X — X' associée)

Va € X? n Z N17 d,(yOa fn(m)) S d/(y07 fN1($)) + 1 S doo(y07 le) + 1

et en prenant la limite n — oo (pour x € X fixé) on obtient

Vi € )(7 d,(yo, f(fE)) < doo(y07 fN1) +1

et fe Fp(X; X').

Vérifions enfin que la suite (f,,)nen converge vers f dans F,(X; X') pour la
distance de la convergence uniforme d.,. Pour ¢ > 0 et € X, on a I'inégalité
d'(fu(z), fm(x)) < e pour m,n > N.. On prend la limite m — oo a z € X fixé
et on obtient

Ve e X, Vn> N, d(f.(2), f(x)) <&,

ce qui s’écrit aussi, puisque N, ne dépend pas de z, dy (fn, f) < e. Ainsi on a
limy, o0 doo (fn, f) = 0 et la suite (f,)nen converge dans (Fp(X; X'),dy). =

REMARQUE 5.1.10. La démonstration ci-dessus procede d’une méthode assez
générale pour établir la complétude d'un espace métrique : 1) Identifier une
limite possible pour la suite de Cauchy (souvent en utilisant un résultat de
complétude connu et en faisant intervenir une topologie mieux connue); 2)
Vérifier que I’éventuelle limite est bien dans I’ensemble 3) Vérifier que la suite
converge bien vers cette limite pour la distance de départ. Pour 2) et 3) il
faut bien faire attention aux dépendances par rapport a € (et x € X pour des
espaces de fonctions) et travailler avec des inégalités larges (plus facile pour
passer a la limite).
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5.2 Propriétés des espaces complets

5.2.1 Fermés de complets

Proposition 5.2.1. Dans un espace métrique complet (X,d), les sous-espaces
complets sont les fermés.

Preuve : Soit F' une partie d’un espace métrique complet (X, d).
Supposons F' fermé. Si (z,),en est une suite de Cauchy de (F, d), c’est une
suite de Cauchy de (X, d). Elle admet donc une limite dans X. Mais comme
F' est fermé cette limite appartient a F'.

Supposons (F,d) complet. Si une suite (z,)ney de F' admet une limite
l € X, alors elle est de Cauchy dans (X, d) et donc dans (F, d). Comme (F,d)
est complet elle converge dans F' et comme (X,d) est séparé cela entraine
le F. F est fermé.

Corollaire 5.2.2. Si (X,7) est un espace topologique et (X', d') est un espace
métrique complet, lespace CY(X; X') des fonctions continues bornées de X
dans X' muni de la distance d, de la convergence uniforme est complet.

Preuve : D’apres le Théoreme [L5.26, c’est une partie fermée de 'espace
métrique complet (F,(X; X'),dw). 11 est donc complet. n

Corollaire 5.2.3. Soit (X, d) un espace métrique. Une intersection quelconque
de sous-espaces complets est complete.

Preuve : L’intersection N;c; F; est une intersection de fermés donc un fermé
de l'espace complet (F;,,d). C’est un complet. [

5.2.2 Union de complets et complétude des compacts

Pour ces deux cas, la complétude s’obtient en montrant la convergence d’une
sous-suite d’une suite de Cauchy.

Proposition 5.2.4. Soit (X, d) un espace métrique. Une union finie de sous-
espaces complets de (X, d) est compléte.

Preuve : Soit (A;)icq1,...ny une famille finie de parties completes de (X, d).
Si (2n)nen est une suite de Cauchy de (X, d), il existe iy € {1,..., N} et une
sous-suite (x,, Jken telle que x,, € A;, pour tout k € N. Dans ce cas la sous-
suite (xp, )ken est une suite de Cauchy de (A;,, d) qui est complet. On a trouvé
une sous-suite convergente et on conclut avec la Proposition b.1.3. |
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Proposition 5.2.5. Tout espace métrique compact est complet.

Preuve : Soit (z,),eny une suite de Cauchy d’un espace métrique compact
(X,d). On peut en extraire une sous-suite qui converge dans (X,d) et on
conclut avec la Proposition p.1.3. [

5.2.3 Produit d’espaces complets

Proposition 5.2.6. Un produit fini ou dénombrable d’espaces métriques com-
plets est complet.

Preuve : Le cas fini a déja été traité dans le Théoreme p.1.9 puisque pour les
produits finis convergence simple (topologie produit) et convergence uniforme
coincident. Il reste & traiter le cas dénombrable. Soit (X, d,),en une suite
d’espaces métriques complets. On note d la distance sur [] _y X, donnée par

ZQ n xnayn)
1+ dp(T0, yn)

neN

pour laquelle la topologie associée est la topologie produit. Soit (2*)ren une
suite de Cauchy de (H en Xn d) Pour n € N fixé et k,l € N assez grands, on

ady(ah,2l) < < _2da"a)  Aingi la suite (2%)pey est de Cauchy dans (X, dy,)

27Ld(1-k LBl
et donc converge dans X,,. Ainsi la suite (z¥)reyn converge pour la topologie de
la convergence simple dans [], . Xn, mais cette topologie n’est rien d’autre
que la topologie associée a d. [

EXEMPLE 5.2.7. Ainsi R, C", M,(R), M, (C), tous les espaces vectoriels
normés de dimension finie et leurs parties fermées sont des espaces métriques
complets. Si on met la distance d sur RY comme ci-dessus, c’est un espace
métrique complet mais cette distance n’est pas associée a une norme (cf. Exer-

cice [[16)

5.3 Espaces de Banach

On travaille avec le corps K = R ou C.

Définition 5.3.1. On appelle espace de Banach un K-espace vectoriel normé
complet.

On a vu au paragraphe précédent la

Proposition 5.3.2. Les K-espaces vectoriels de dimension finie sont des es-
paces de Banach.
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Proposition 5.3.3. Si (X, 7) est un espace topologique et (E, || || ) est un es-
pace de Banach alors Fy, (X; X') et CX(X; X') munis de la norme de la conver-
gence uniforme || fl|.. = sup,ex || f(2)|| 5 sont des espaces de Banach.

Preuve : Déja fait avec le Corollaire .2.9). 11 suffit de prendre (X', d') =
(B M) .

EXEMPLE 5.3.4. L'espace C° ([—1,1]; R) muni de || || est un espace de Ba-
nach. En revanche C° ([—1,1]; R) muni de la norme || ||, n’est pas complet. On
prend la suite (f,,)nen donnée par f,(z) =1 pour x <0, f,(x) =1—(n+1)x
pour0§x§%Hetf(x):Opourn%rlgxgl

)

1
T

i n—+ i X

On a alors

1

1 1
U= gl = [ 1) = o) 0 < 5y gy <

pour m,n > ¢~ '. La suite (f,)nen est de Cauchy mais ne peut pas converger
dans C° ([—1,1];R) pour la norme || ||,. Une fonction qui vaut 1 sur [—1,0[ et
0 sur ]0, 1] n’est pas continue.

La complétude d'un espace vectoriel normé est tres utile pour étudier la conver-
gence des séries.

Définition 5.3.5. Dans un K-espace vectoriel normé (E, || ||z) on dit qu'une
série Y, .y Tn est absolument convergente (ou normalement convergente) si
> nen 1Zall g < +o0.

Dans la définition ci-dessus on ne dit pas que la série converge mais que la
série des normes converge. La convergence de la série est éventuellement une
conséquence du

Théoreme 5.3.6. Un K-espace vectoriel normé (E, || ||5) est un espace de
Banach si et seulement si toute série absolument convergente converge dans

E,
(Z 2]l 5 < oo) = (an € E) .
neN neN

Preuve : Supposons (E, || ||z) complet. Soit (z,)nen une suite de E
telle que ) [|7nllp < oo. Alors les sommes Sy = _y @, vérifient pour
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M>N
M M
1Si = Snllp = | Y wal| < Y llzally
n=N+1 E n=N+1

Ainsi, la suite (Sy)yey de Cauchy dans (&, || ||) et donc converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit (Z,)nen
une suite de Cauchy de (E, || ||z). On peut extraire une sous-suite (z,, )ren
telle que : Vk € N, ‘:cnk+1 — xnkH < 27% (il suffit de prendre ny = Ny—«). On
pose alors uy = x,, , — o, pour k € N et la série ZkeN uy, est absolument
convergente donc converge dans (E, || || ;) par hypothese. Or on a @y, ,, —Zn,

Z?:o u; et on en déduit que la sous-suite (2, )ren converge dans (E, || ||5).
Avec la Proposition on obtient limy, .o Tn = Tpny + D ey Uk- n

5.4 Applications de la complétude

5.4.1 Un exemple avec les séries

On munit M,,(K), K = R ou C, d’une norme d’algebre (par exemple || Al =

max_[|AX]|,.).
Xl =1

Proposition 5.4.1. Si f(z) = > 2" est une série entiére de rayon de
convergence R > 0, alors la série f(A) = A" converge dés que ||A]| <

neN
R.
Preuve : Puisque || || est une norme d’algebre, on a pour n € N, ||¢,A™|| =
len] |A™| < enl |A]l". Pour ||A|| < R, on a Y, el [JAI" < 400 et la série
f(A) =3, cncnA™ est absolument convergente donc convergente. "

EXEMPLE 5.4.2. Pour A € M, (K) on peut définir e, e cos(tA),.. et
pour ||A|| <1 (|| || norme d’algebre), (Id+A)~! et In(Id 4 A).

5.4.2 Prolongement

Théoréme 5.4.3. (Théoréme de prolongement) Soit (X,d), (X', d’) deux
espaces métriques, avec (X' d") complet et soit Y C X. Si une application
f Y — X' est uniformément continue et si Y est dense dans X, alors f
admet un unique prolongement par continuité f X - X,

Preuve : D’apres la Proposition [L5.24, il s’agit de montrer que pour tout
z € X la limite lim existe dans X'. Comme (X, d) est un espace métrique on

y—x
yeY

peut utiliser les suites (¥, )nen de Y telles que lim y, = x € X. Une telle suite
n—oo
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est nécessairement de Cauchy dans (X, d) et donc dans(Y,d). Comme f est
uniformément continue, la suite image (f(y,))nen est de Cauchy dans (X', d)
qui est complet. Par conséquent cette suite image (f(yy,))nen converge dans
(X', d') et ce pour toute suite (y,)nen de Y convergeant vers z. La Proposition
[.2.14 assure l'indépendance de la limite par rapport au choix de la suite et
nous dit que la limite ZIIIE’I}E f(y) existe.

yeY

Comme on sait que les applications linéaires continues sont nécessairement
Lipschitziennes et donc uniformément continues, la version du théoreme ci-
dessus dans les espaces vectoriels normés est

Corollaire 5.4.4. Si (E, || ||5) est un espace vectoriel normé, (F,|| ||z) est un
espace de Banach et si D est un sous-espace vectoriel dense de E, toute appli-
cation linéaire continue (D, || ||5) — (F, || ||z) se prolonge en une application
linéaire continue de (E, | ||) dans (F,| ||z).

EXEMPLE 5.4.5. L’intégrale définie de C°([0,1];R) dans R, f f(t) dt est
continue quand on munit C°([0, 1];R) de la norme || ||,. Comme CO([ 1;R) est
dense dans (L'([0, 1];R), || ||;) qui est complet (cf. Cours d’Intégration). elle se
prolonge de maniére unique en une application linéaire continue a L'([0, 1]; R).

5.4.3 Point fixe des applications contractantes

Théoréme 5.4.6. (Picard) Soit (X,d) un espace métrique complet. Si l’ap-
plication f : X — X est une application contractante

Vr,y € X, d(f(y), f(z)) Sadly,x), a<l,

alors elle admet un unique point fize x € X, f(x) = x. De plus toute suite
récurrente donnée par x,.1 = f(x,) et xg € X converge géométriquement vers
x

Vn e N, d(zp, ) < d(xo, z)a".

Preuve : 1) Unicité : Supposons que x1, zo € = soient deux points fixes de f.
On a alors

d(x1,12) = d(f(22), f(z1)) < ad(xa, 21).
L’inégalité (1 — a)d(z1,x2) < 0 avec a < 1 entraine zo = xy.
2) Existence : On va construire x par une méthode d’approximation successive.
On considere une suite récurrente donnée par z,,.1 = f(x,) avec xy € X. Pour
m,n € N on a en supposant n > m

n—1
d(xp, Tp,) Z d(xps1, Tr) Z d fk (x1), (xo)} i
k=m
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La propriété de contraction avec o < 1 donne

d [fF(@1), fF(w0)] < ad [f* (21), [ (20)] < @d(ay,20)

puis
n—1 m

a
d(Tn, Tn) < Z ad(zy, 30) < ﬁd(fﬂl,xo)-

k=m

Pour € > 0, on prend N, > ln((l_cﬁf(g(m’“)) et on a pour m,n > &, d(xpy,, x,) <

e. La suite (x,)nen est de Cauchy dans (X, d). Elle admet une limite z € X
qui doit vérifier puisque f est continue f(x) = x.

3) Convergence géométrique : Pour une suite récurrente donnée par z,,3 =
f(z,) et zgp € X on a

Vn e N, d(z,,x) =d[f"(x), f"(z)] < a"d(z0, )

et la convergence vers x est géométrique de raison a. [

5.5 Complété

Théoreme 5.5.1. 5i (X, d) est un espace métrique, il existe un espace métrique
(X,d) complet dont (X,d) est un sous-espace dense. Cet espace est unique a
isométrie prés. On Uappelle le complété de (X, d).

Preuve : 1) Unicité : Supposons que (X, d) soit un sous-espace dense de
deux espaces métriques (f( 1, Jl) (Xg, Jg) dont les distances d; et dy prolongent
d. Le plongement iy : (X,d) — (X5, dy) est une isométrie. En particulier elle
est uniformément continue tandis que X est dense dans (f( 1, 021) et tandis que
(X'Q, JQ) est complet. Elle se prolonge donc de fagon unique en une isométrie de
ip : (X1,dy) — (X2, d2). De méme l'isométrie i1 : (X, d) — (X1, d;) aun unique
prolongement isométrique ¢; de )2'2 dans X 1. Enfin comme 7; 015 y =Idy, ona
par unicité du prolongement continu i101y = 1Id %, L/isométrie 1y est surjective
donc une bijection isométrique de X, sur X;. Les espaces (Xl, Jl) et (f(g, Jg)
sont identiques.

2) Existence : On considere Cx l'ensemble des suites de Cauchy de (X, d). Si
T = (Zp)nen €t ¥ = (Yn)nen sont deux suites de Cauchy de X alors I’écart

|d(Zn, Yn) — AT, Ym)| < |d( @0, Yn) — (@, Yn)| + (T, Ym) — (T, Y|
< d(Yn, Ym) + d(p, Tin)
est plus petit que € > 0 pour m,n > N, avec N, assez grand puisque x et y

sont deux suites de Cauchy. Ainsi la suite (d(z,,Yn))nen est de Cauchy dans
R et donc converge. On pose alors

Va,y € Cx, 6(x,y) = lim d(x,, y,).

n—~oo
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Par passage a la limite, on a pour tout z,y, z € Cx
0(y,z) = 6(z,y) et d(x,2) <d(z,y)+d(y, 2).

Afin de définir une distance a partir de §, on met sur Cx la relation d’équivalence

(2Ry) & (8(z,y) = 0) & <lim AT, yn) = o) ,

n—oo

et on prend pour X lensemble quotient Cy / R et pour d la fonction

d:  Xx

La quantité d(x,y) ne dépend pas du choix de x dans la classe d’équivalence

7 et du choix de y dans sa classe y grace & linégalité triangulaire. Il reste &
vérifier que (X, d) est un espace métrique complet dans lequel X est inclus et
dense.

a) d est une distance sur X. La symétrie et I'inégalité triangulaire sont héritées

de § et I’équivalence (J(E,@) = 0> & (5 = @) vient du passage au
quotient.

b) X C X : Pour a € X on considére la suite constante z[a] = (z, = a)nen qui

—~

est un élément de Cx et on identifie a et x]a]. De plus le plongement de

—~

(X,d) dans (X,d) est isométrique puisque d(z[a], z[b]) = d(z[a], z[b]) =
d(a,b).

c) Soit (2"),en une suite de Cauchy de (X, d). En prenant des représentants
cela revient a considérer une suite (z"),en de Cx telle que

Ve >0, IN. € N, Vm,n > N, (2™, z") < e.

i) Pour n € N fixé 2" = (2])ren est une suite de Cauchy de X et il existe
k, € N tel que : VEk, k' > k,,d(z},2}) < %H Procédé diagonal :
On considere la suite z = (2} )pen de X.

ii) = € Cx : Pour m,n, k € N, on écrit
A, 0m) = d (07, ) < (T, a7) + (o, ) + (o, )

et en prenant k > max{k,, k. },

1 n 1
n+1 m+1

d(zp, Ty) < + d(z}, ).
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Pour € > 0 il existe N, tel que d(2",2™) < £ pour m,n > N.. Pour
de tels m et n on a alors par définition de 6, d(2}, 2}') < § pour k
assez grand. Ainsi, on obtient

o ) < 1 + 1 +€
TnyTm) > a
n+l1 m+1 2

et on peut trouver N! € N tel que d(x,, x,,) < € pour m,n > N_..

iii) T = lim,, o 2™ : I suffit de montrer lim, .., d(z", ) = 0. Pour
n,j € Nona

d(x;-‘,xj) < d(x?,xn) +d(zy,z;) =d (a:?, xZn) + d(zp, ;).

Soit € > 0. Avec les notations précédentes, on a pour n > N/ et
j > max{k,, N/}
1
dz? x;) < —— +¢.
( A )< n+1
En prenant la limite quand j — oo on obtient

1
! n . n _
Vn > N., §(a", x) —Jlljggd(xj,xj) < T +e.

Et en prenant n > N/ avec N assez grand cela donne §(z", x) < 2¢.

d) X est dense dans (X,d) : Si = est un élément quelconque de X, on prend
un représentant © = (z,)neny dans Cx et on considere la suite de suites
constantes (x[z,]|)nen (la classe de la suite constante x]a] € Cx s’identi-
fiant avec 1'élément a de X'). On a alors

d(z[xy,],x) = klim d(zp,zr) < e
pour tout £ > 0 et n > N.. On a donc lim,, o ¥, = lim, xlr,) = T
dans (X, d).

REMARQUE 5.5.2. On a vu que C°([0,1];R) muni de la norme |f|, =
fol f(t) dt n’est pas complet (cf. Exemple ) Le Théoreme ci-dessus dit de
facon abstraite qu’il existe un complété. Un objectif de la Théorie de la Mesure
et de I'Intégration est d’identifier ce complété comme un espace de ”fonctions”.
Le résultat (cf. cours d’Intégration) est que ce complété est L'([0, 1], dz), I'es-
pace des fonctions intégrables quotienté par la relation d’équivalence ”égalité
presque partout”.
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Chapitre 6

Propriétés des espaces de
fonctions continues

Si (X,7) est un espace topologique compact, on peut munir C°(X;K) de la
norme de la convergence uniforme || f|| . = sup,cx |f(x)| (ol le sup est en fait
un max). Dans ce chapitre, nous présentons deux résultats topologiques, de
densité (Théoreme de Stone-Weierstrass) et de compacité (Théoreme d’Ascoli),
sur des familles de fonctions continues. Il s’agit de résultats classiques qui ont
de nombreuses conséquences et applications.

6.1 Théoréeme de Stone-Weierstrass

Soit (X,7) un espace topologique compact. On sait que (C°(X;K) muni des
opérations +, .\, x et de la topologie de la convergence uniforme associée a
la norme || || ) est une algebre de Banach. Une question se pose au sujet de
la densité de ses sous-algebres : Sont-elles denses ? Par exemple : Peut-on ap-
procher uniformément toute fonction continue : [0, 1] — R par des fonctions
polynomes (les fonctions polynomes forment une sous-algebre de C([0, 1]; K)) ?
Peut-on approcher toute fonction continue périodique par des polynomes tri-
gonométriques. . .Le Théoreme de Stone-Weierstrass apporte une réponse assez
générale a cette question.

6.1.1 Enoncé et conséquences
Le résultat de base porte sur les fonctions continues a valeurs réelle puisque la
démonstration utilise de fagon cruciale la relation d’ordre sur R. La généralisation

au cas complexe donnée en corollaire s’obtient en décomposant en partie réelle
et imaginaire.

81
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Théoréme 6.1.1. (Stone- Weierstrass) Soit A une sous-algébre de C° (X; R)
vérifiant

1) A sépare les points, i.e : Pour tout couple de points distincts (z,y) € X x X,
x # vy, il existe une fonction f € A telle que f(x) # f(y).

2) Pour tout x € X, il existe une fonction f € A telle que f(x) # 0.
Alors A est dense dans (C°(X;R), || ||.) - Al = Co(X;R).

Corollaire 6.1.2. Si K est une partie compacte de R™, R[X,..., X,] est
dense dans (C°(K;R), || 1|..)-

Preuve : L’algebre des polynomes sur R a n variables définit bien une
sous-algebre de C°(K;R) en associant & tout polynome P € R[X1,..., X,] la
fonction polynéme P(z) = P(xy,...,x,) qui dépend continiment de = € K.

Vérifions les hypotheses du Théoreme B.1.1]

1) Pour z,y € K distincts, il existe ¢ € {1,...,n} tel que z; # y;. On prend
P=X;etonaX;(x) =1z #1y = X;(y).

2) Pourz € K,onal(z)=1#0avec 1 € R[Xy,...,X,] n

Corollaire 6.1.3. Si A est une sous-algébre de C (X; C) vérifiant
1) A sépare les points.
2) Pour tout x € X, il existe une fonction f € A telle que f(z) # 0.

3) A est globalement invariant par congugaison complexe : Pour une fonction
f € A, la fonction complexe-conjuguée f est aussi élément de A.

Alors A est dense dans (C°(X;C); | [l..)-

Preuve : L’idée est tout simplement de se ramener au cas réel en s’appuyant
sur la condition 3). On note A, = ANC%X;R). Pour tout f € A, la partie
réelle Re f = %( f + f) et la partie imaginaire Zm f = %( f — f) appartiennent
a A, (puisque f € A). De plus comme A vérifie les hypotheses 1) et 2), on
s’assure que A, vérifie 1) et 2) en considérant Re f ou Zm f. Le Théoreme de

Stone-Weierstrass réel, nous dit que dans ce cas A_r” oo Co(X;R).

Soit g € C%(X;C), on écrit g = Reg +iZm g et on approche en norme de la
convergence uniforme Reg € C°(X;R) et Zmg € C°(X;R) par des éléments
de A,

Reg= lim f,g et Zmg= lim f,.

On a alors la convergence uniforme lim,, oo (fnr+1fnr) = g avec for+ifnr €
A. On adone 4"~ = ¢o(x; C). .

Corollaire 6.1.4. Si K est un compact de C*, alors C[ X1, ..., Xn, X1,..., X)
est dense dans C°(X;C).
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Preuve : Comme pour le Corollaire p.1.9, C[X,,..., X, X1,..., X,] définit
bien une sous-algebre de C°(X; C) si on associe a P € C[ X7, .. Xn, X1, X0
la fonction continue sur K, P(x,Z) = P(z1,...,%n, T1, .- ., n) Les hypotheses
1) et 2) se vérifient de la méme maniere.

Pour I'hypothese 3), il est clair quesi f(z) = P(z,7) € C[X1,..., Xp, X1,..., Xy
alors sa fonction complexe conjuguée f(z) = ( ) = P(%,x) appartient aussi
aC[Xl,.. Xn7X17"-7Xn]' |

REMARQUE 6.1.5. 11 est absolument nécessaire de prendre des polynomes des
deux variables x et T. Non seulement, on en a besoin dans la démonstration
mais de plus on voit facilement que la densité est fausse pour l'algebre des
fonctions polynomes de la seule variable z € C". Ainsi, si on prend pour K = D
le disque unité fermé du plan complexe C, on sait que les limites uniformes
de polynémes sur D sont des fonctions continues sur D et holomorphes a
intérieur de D, ce qui est loin de représenter toutes les fonctions continues
sur D.

Corollaire 6.1.6. On note S* le cercle unité dans C. Alors l’algébre des po-
lynémes trigonométrique Vect (€™, n € Z) est dense dans C°(S*;C).

Preuve : On note D = {z € C,|z[ <1} le disque unité dont S’ est la
frontiere. Pour f € C°(S*;C) on introduit la fonction f définie sur D par

f(z) = |z| f (ﬁ) pour z € D\ {0} et £(0) = 0. Il est clair que f € C°(D, C) et

on peut I"approcher uniformément sur D par une suite de polynomes de (z, Z)
d’apres le Corollaire .f = limy—oo Prn(2,%Z). On a alors la convergence
uniforme sur S* C D, f(0) = f(0) = limy,—.oo By (¢?,e7%). (On peut faire
une autre démonstration en s’appuyant directement sur le Corollaire p.1.3.) m

REMARQUE 6.1.7. Le résultat ci-dessus dit tout simplement que toute fonc-
tion continue périodique sur R a valeurs dans C (ou R) peut s’approcher de
facon uniforme par une suite de polynomes trigonométriques. En effet les fonc-
tions continues sur le cercle unité ne sont rien d’autre que les fonctions conti-
nues sur R périodiques de période 27 (cf. Exemple [.8.6).

6.1.2 Démonstration du théoréme

Nous allons démontrer le Théoreme de Stone-Weierstrass dans le cas réel.
Nous nous restreignons donc ici au cas des fonctions a valeurs réelles. La
démonstration se fait essentiellement en trois étapes. Nous commengons par le
cas d’une fonction continue bien particuliere sur le compact [—1,1].

Lemme 6.1.8. Sur [—1,1], on peut approcher uniformément la fonction | |
par une suite de polynomes P, € R[X] tels que P,(0) = 0 pour n € N.
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Preuve : Pour n € N on pose € = (1 et on a

6(n+1)

52

Vo e [-1,1], 0< (a® 4+ £2)7 — |z| = <e.

(22 + )12+ |z| —

On pose ensuite u = -2 L de telle sorte que Va2 + &2 = \/1 +e2+ —-1) =
V14214 u avec |u 5. On sait que la fonction u — +/1 + u admet
1+

un développement en série entiere ), au® qui a pour rayon de convergence
1. En particulier on a convergence uniforme dans le disque de rayon Il

existe donc N. € N tel que Q. (u) = S_ne, oqu® vérifie

1
1+e2°

1
1+4¢e2’

‘vl—i—u—QNE(u)’Se, pour |u| <

On a alors

2
Vo € [—1,1],'\/w2+52 V1+e2Qy. (1+

)‘<v + e2¢ < 2¢.

En particulier pour z = 0, on en déduit v/1 + &2 |QNS (
En rappelant que 'on a choisi ¢ =

1+€2)‘ <2 +¢ =3

1
sy On prend

1+4+¢ 14 €2

-5 o (752) - (5]

C’est un polynéme en x vérifiant P,(0) = 0 et

1
V. —-1,1 < 2 3= —.
v € (-1, lla] - P(@)] < &4 25+ 3 = ——

Proposition 6.1.9. Toute sous-algebre fermée_Z de CO(X;R) est réticulée,
i.e. - Pour deux éléments quelconques f et g de A, les fonctions max {f,qg} et
min{ f, g} appartiennent a A.

Preuve : En remarquant que par hypothése A est une algebre et que max { f, g} =

s (If +gl+1f =g et min{f, g} = 5 (If +g| = [f — g]), il suffit de vérifier que
pour f € A la fonction |f] appartlent aussi & A. De plus, quitte & prendre 7= f”
on peut supposer || f||,, < 1.

Dans ce cas (|| f]|., < 1), le Lemme p.1.§ nous donne pour tout n € N un
polynéme P,(t) = Ziil ait®, ag = 0, tel que

sup [|f| (x) = Pu(f) (@) = sup || f(2)| = P [f(@)]| < sup [[t] = Pu(t)] < Jlrl
zeX zeX te[—1,1] n
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d,, fois

ot B,(f) = arf +aof X f+---+aq,f x...x festun élément de I'algebre A.
Ainsi la fonction |f| = lim,, .o, P,[f] s’écrit comme une limite uniforme d’une
suite d’éléments de A. Comme A est par hypothese fermée, on en conclut que
|f| appartient & A. n

Le dernier résultat relie adhérence pour la topologie de la convergence uniforme
et adhérence pour une variante de la topologie de la convergence simple (par
bipoints), bien str avec une hypothese supplémentaire qui consiste a se limiter
aux parties réticulées. On utilise ici de facon cruciale la compacité de (X, 7).

Proposition 6.1.10. Si R est une partie réticulée de C°(X;R), on a l’équivalence

(9e7'"=) & (Vay € X, (90). 90) € {T@. TGN, TERY ).

Preuve : La convergence uniforme implique la convergence simple.
C’est ici que la compacité sert. Soit g vérifiant la propriété de droite. Pour
(z,y) € X x X, il existe f,, € R telle que

|g($) - fwy<x>| <e et |g(y) - fmy(y)| < €.

Posons w,, = {2z € X,9(2) —e < fuy(2) < g(2) +¢}. Comme f,, — g est conti-
nue w,, est un ouvert (qui contient = et y). Pour x fixé, I'union Uyex wy, est
un recouvrement fini de X et on peut en extraire un sous-recouvrement fini
Uil Wey,- Mais alors la fonction f, = min;eqi,.. n) fay, appartient a R puisque
R est réticulée. On a de plus

Vze X, fo(2) = fay, (2) < g(2) +¢
et fo(®) = fuy, (2) > g(z) — ¢,

oui, € {1,...,n} désigne un indice ou le minimum définissant f,(z) est atteint.
On pose w, = {z € X, f,(2) = g(2) — €}. C’est un ouvert qui contient x. Du
recouvrement U,cx w,, on peut extraire un sous-recouvrement fini Uiy Wy, -
On prend alors I'élément de R, f = maXieq1,...m} f2,, €t on a

Ve X, g(z) e < fu () = f(2) < gl2) + &,

On a trouvé f € R telle que || f — gl <e. ]

Fin de la démonstration du Théoréme B.1.1 : Si A est une algebre,
R = A est une algebre fermée donc réticulée. On a

(g € E:Z) = (Vx,y € X’ (g(x),g(y)) € {(f(x)7f(y)>7 f € Z}PQ) :

Soit g € C°(X;R). On considere d’abord le cas de deux points z,y € X
distincts, x # y. On sait qu'il existe ¢ € A telle que ¢(x) # ¢(y), p(z) # 0 et
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©(y) # 0 (on utilise ici les hypotheses 1) et 2) et il est facile de construire le
méme @ pour ces deux conditions par combinaison linéaire). On prend f € A
sous la forme f = ap + Bp? et on résout

@) = ap(x)+ Be(x)?
fly) = ap(y) + Bely)?

g9()
9(y).

Le déterminant de ce systeme vaut (2)p(y)*—¢(2)%¢(y) = p(2)o(y) ((z) — (y))
qui est non nul. Le systéme admet une solution unique (o, 3) € R? et on peut

trouver f € A telle que f(z) = g(x) et f(y) = g(y). Enfin dans le cas y = =
on prend tout simplement f = %gp e A

2

Pour tout (z,y) € X x X, on sait trouver f € A C A telle que (g(z),9(y)) =
(f(z), f(y)). On en conclut que g € A et ce pour tout g € C°(X;R). n

6.2 Théoreme d’Ascoli

Pour (X, d) espace métrique compact et (X', d') espace métrique, ’ensemble
C%°(X; X') des fonctions continues muni de la distance d., de la convergence
uniforme est un espace métrique. Et si (X',d") = (E,|| ||) est un K-espace
vectoriel, c’est un espace vectoriel normé de dimension infinie (sauf cas tres
particulier ou X est fini ou X’ = {0}).

La question que l'on se pose est l'identification des parties compactes de
(C°(X; X');dw). Avec le Théoréme de Riesz dans le cas ou (X', d') =
(E,|| ||), on sait que les fermés bornés ne conviennent pas. Ainsi il ne suffit pas
de majorer uniformément les fonctions.

6.2.1 Condition nécessaire a la compacité

Soit (X, d) un espace métrique compact et (X', d") un espace métrique. On
considére une partie compacte K de C°(X; X”).

Pour tout z € X, 'application C®(X; X’") o f — f(x) € X’ est continue. On
en déduit que 'ensemble { f(z), f € K} est compact (image d'un compact par
une application continue).

Définition 6.2.1. Soit (X,d) est un espace métrique compact et (X', d') un
espace métrique. On dit qu'une partic E de C°(X;X') est ponctuellement
(relativemenzf) compacte si pour tout x € X, l'ensemble {f(x), f € E} est
(relativement) compact dans (X', d').

1On rappelle quune partie est relativement compacte si son adhérence est compacte (cf.

Définition .3.5).
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De plus, comme K est un compact de 1'espace métrique (C°(X; X'),d,), pour
e > 0 arbitrairement petit, on peut trouver N, boules de rayon /3, B(f;,¢/3),
i € {1,...,N.}, telles que K C UYe, B(fi,e/3) (conséquence de la compacité
et du Lemme de la maille B.2.3). De plus, chaque f; est uniformément continue
sur le compact X (Théoreme de Heine B.4.9) :

Ja; >0, Vo,y € X, (d(z,y) < ;) = (d (fi(z), fi(y)) <e/3)
d’ou l'on tire pour tout f € B(f;,&/3)

Ve,y € X, d(z,y) < a,
d' (f(z), f(y)) < d (f(z), f(z:)) +d (fi(x), fi(y)) + d (fi(y), f(y)) <e.

En prenant o = minjey,.. v,y @i, on obtient une uniforme continuité

Vr,y € X, (d(z,y) <a) = (Vf € K, d(f(z),f(y) <e),

qui est uniforme par rapport a f € K (le @ ne dépend plus de f). Cela nous
conduit a la définition suivante.

Définition 6.2.2. Pour deuz espaces métriques (X, d) et (X', d'), on dit qu’une
partie E de C°(X; X') est équicontinue sur X, (ou encore également uni-
formément continue sur X ) si

Ve >0, 3a >0, Vo,y € X, (d(z,y) <a)= (VfeE, d(f(x),f(y) <e).

Le raisonnement précédent nous donne une condition nécessaire a la compacité
dans C°(X, X').

Proposition 6.2.3. Soit (X, d) un espace métrique compact et (X', d') un es-
pace métrique. Les parties compactes K de (C°(X; X"), ds) sont nécessairement
équicontinues et ponctuellement compactes.

Il est clair que la propriété d’équicontinuité est transmise a toute partie du
compact K. On a donc aussi la variante suivante pour les parties relativement
compactes.

Corollaire 6.2.4. Soit (X,d) est un espace métrique compact et (X', d") un
espace métrique. Les parties relativement compactes E de (C°(X; X'),dy) sont
nécessairement équicontinues et ponctuellement relativement compactes.

6.2.2 Condition nécessaire et suffisante

On va voir que les propriétés d’équicontinuité et de (relative) compacité ponc-
tuelle sont suffisantes. La relative compacité est plus commode dans le sens
ou les parties d'une partie équicontinue sont équicontinues et ou la relative
compacité se transmet au sous-ensembles.
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Théoreme 6.2.5. Soit (X,d) est un espace métrique compact et (X', d') est
un espace métrique. Une partie E de C°(X; X') est relativement compacte pour
la topologie de la convergence uniforme si et seulement si elle est équicontinue
et ponctuellement relativement compacte.

REMARQUE 6.2.6. Une fagon d’énoncer ce théoreme est de dire qu’'une famille
de fonctions continues est relativement compacte si (et seulement) on sait
controler uniformément leurs valeurs et leurs oscillations.

Preuve : Soit F une partie équicontinue, ponctuellement relativement com-
pacte de C°(X; X’). On veut montrer que son adhérence E est un compact
de I'espace métrique (C°(X; X'), dy ). Autrement dit, on veut montrer que de
toute suite (f"),oy de E, on peut extraire une sous-suite qui converge uni-
formément sur X vers f € C°(X; X').

Soit (f")nen une suite de fonctions continues de X dans X'. Comme (X, d)
est un espace métrique compact, il est séparable (cf. Corollaire B.2.5). Soit
D = {xy, k € N} un ensemble dénombrable dense. Pour chaque k € N la
suite (f™(zk))nen reste dans un compact Ky de (X', d'). Ainsi la suite des res-

trictions ( fm > peut étre vue comme une suite du compact métrisable
D/ neN

[I;en Kk On peut donc en extraire une sous-suite (f™ ),y qui converge ponc-
tuellement sur D (cf. Théoreme de Tychonoff B.3.§ dans le cas métrisable).
Etudions maintenant la convergence cette sous-suite en un point arbitraire
x € X. Par hypothese I'adhérence dans (X', d’) de {f(x), f € E} est com-
pacte donc complete (cf. Proposition 5.2.5). Pour que la sous-suite (f™(z))en
ait une limite f(z) € X', il suffit donc de vérifier que cette sous-suite est de
Cauchy. Soit ¢ > 0. Comme la partie £ est équicontinue on sait que pour
a > 0 assez petit on a

Ve,y € X, d(z,y) <a, VIeN, d (f"(y), [M(x)) <e/3.

Puisque D est dense dans X, on prend x; € D tel que d(z,z;) < a. Comme
la suite (f™(zx)),cy converge dans X', elle est de Cauchy et on peut trouver
L., tel que

Vl, l/ Z L&k, d/ (fnl (SL’k), fnl/ (SL’k)) S E.

On majore d' (f™(x), f™ (x)) par

d (f™(x), f* (zx) +d' (f" (ze), S () +d (f (), [ (1))

<e/3 <e/3 <e/3
et on obtient
Vil > L., d (f"(x), ff(x)) <e.

Ainsi la sous-suite (f™(z));eny converge dans (X', d') pour tout z € X. On note
f(z) sa limite.
Il reste a vérifier que la convergence de (f™),.y vers f a lieu uniformément
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par rapport a x € X. Pour ¢ > 0 fixé, en utilisant les notations ci-dessus,
on sait quil existe un entier N tel que X C UN_ B(zy,a) (Uren B(zg, a)
forme un recouvrement de X qui est supposé compact). On prend alors L. =

maxye(o,...N} Lek €6 on a

VI,I'! > L., Ve € X, d' (f"(z), [*(x)) <e.
On passe a la limite I’ — oo et on obtient
V> Le,doo (f™, f) <.
La sous-suite (f™);en converge uniformément vers f € C°(X; X'). "

Corollaire 6.2.7. Si de plus (X,d) est connexe par arc et si (X', d’) est un
K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C) alors il suffit que E €
CO(X; X') soit équicontinue et que pour un xq € X l'ensemble {f(x¢), f € E}
soit borné pour que E soit relativement compacte dans (C*(X; X'), || 1|..)-

Preuve : Dans un K-espace vectoriel de dimension finie les parties relative-
ment compactes sont les parties bornées. Il s’agit donc de vérifier que pour tout
r € X, I'ensemble {f(x), f € E} est borné. Comme X est supposé connexe
par arc il existe pour tout z € X un chemin v € C°([0, 1]; X) reliant zo & z.
Cette application v : [0,1] — X est en particulier uniformément continue et
pour tout a > 0 il existe N € N* tel que

vt e 0,1, (|t < %) = [0 < a).

Avec I'équicontinuité de E, on sait trouver o > 0 tel que
Ve,y € X, (d(z,y) <a)= (VfeE, d(f(z),f(y) <1).

On a alors en fixant une origine A € X’

REMARQUE 6.2.8. Dans le Corollaire B.2.7 ci-dessus on peut se contenter de
supposer (X, d) connexe (Exercice).

Pour fixer les idées sur les applications possibles du Théoreme d’Ascoli nous
donnons le
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Corollaire 6.2.9. Si on munit C* ([0,1;R) de la norme ||fllcx = |fll +
|f'|l. alors les bornés de (C* ([0,1];R), || ||o1) sont relativement compacts dans
([0, 1];R).

Preuve : Soit £ un borné de C' ([0,1];R), E C By ¢1(0, M). Comme la norme
|/l est majorée par la norme | f|| 1, il est clair qu'un borné de C* ([0, 1]; R)
est ponctuellement relativement compact. L’équicontinuité vient de 1'inégalité
des accroissement finis

VfevVa,ye[0,1], |fy) = f@) < My —z|.

REMARQUE 6.2.10. On peut étendre ce résultat a plusieurs dimensions et en
considérant les bornés de C¥+! dans C*. D’une facon générale avec les espaces
fonctionnels, un controle uniforme d’une régularité un peu plus élevée conduit
a des propriétés de compacité.



Chapitre 7

Espaces de Hilbert

Les espaces hilbertiens généralisent de fagon algébrique et topologique a la
dimension infinie la notion d’espace euclidien (ou hermitien dans le cas com-
plexe). Il s’agit donc d’espaces de Banach dont la norme est associée a un
produit scalaire. On peut ainsi utiliser (avec quelques précautions) l'intuition
géométrique de 'espace euclidien pour travailler sur ces espaces.

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme corps de base K = R ou C.

7.1 Généralités

Nous allons définir en premier lieu ’extension purement algébrique de la notion
d’espace euclidien ou hermitien a la dimension infinie, puis nous donnerons la
bonne généralisation qui inclut une hypothese topologique.

7.1.1 Espaces préhilbertiens

Définition 7.1.1. Sur un R- (resp. C-) espace vectoriel H, on appelle produit
scalaire toute forme i) bilinéaire (resp. sesquilinéaire) ii) symétrique (resp. her-
mitienne) i) définie i) positive. On le note usuellement (, ) et les hypothéses
ci-dessus s’écrivent précisément :

i) Pour tout x,x1,%2,y,v1,y2 € H et tout scalaire A € K

linéarité a droite  (x, A\ph +y2) = ANz, y1) + (2, y2).
(anti)linéarité a gauche — (A + T2,y) = Mw1,y) + (T2, 7).

ii) Vz,y € H, (y,2) = (z,y).
iii) Yz € H,((z,2) =0) & (x = 0).

91
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iv) Ve € H, (z,z) > 0.

REMARQUE 7.1.2. Les conditions i)...iv) ont été écrites ci-dessus pour le
cas K = C avec antilinéarité par rapport a gauche. Certains auteurs mettent
I’antilinéarité a droite. C’est simplement une question de convention. Dans le
cas K = R, on a A = X de telle sorte que la sesquilinéarité se réduit a la
bilinéarité et de méme le caractere hermitien ii) se ramene a la symétrie.

Définition 7.1.3. On appelle espace préhilbertien un K-espace vectoriel H
muni d’un produit scalaire ( , ).

Proposition 7.1.4. (Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien H,
on a
Yo,y € H, |(z,y)] < |lzll |yl ,

1/2 /2

en posant ||z|| = (z,2)"* et ||yl = (v, y)

Preuve : Soit z,y € H. Pour A € K, on a

0< (x4 y, 2+ A\y) = (z,2) + 2Re (M, 1)) + [ (4, 1)

On prend A = t(z,y) et cela donne
(@ y)” (. y) +2|(@ 9t + (z,2) 20, VteR.

Le discriminant du polynome en t doit donc étre négatif ou nul, ce qui donne
(@, )" = (2,2)(y,9) |(x,9)|" < 0 ou encore

(2, 9)|” < (2,2)(y.y)-

Corollaire 7.1.5. Sur un espace préhilbertien (H,( , )), la quantité |z| =
(z, 2)Y? définit une norme, pour laquelle le produit scalaire est continu : |(z,y)| <

[l

Preuve :Pour A€ Ketz,y € H on a

=l = O A) 2 = A (2, 2)Y2 = A o]

— (lzll =0) & ((z,2) = 0) & (z =0).

—Jlz+yll" = (+y,z+y) = (x,2) + (y,y) + 2Re(z, y). En utilisant Cauchy-
Schwarz, Re(z, y) < |(z, )| < [|z] |ly]l, on obtient |z + yll* < Nl +Ilyl* +
2 {lyll = (=l + [yl

Ainsi || || est bien une norme sur H. La continuité du produit scalaire est encore

une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. [

Proposition 7.1.6. (Identité du parallélogramme) Dans un espace de
Hilbert (H,(, )), on a

2 2 2 2
Yo,y € H, |z +ylI” +[lz — ylI” = 2 (ll=[I” + [ly]I°) -
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Yy r+y

0 T

REMARQUE 7.1.7. Interprétation géométrique de I'identité ci-dessus pour le
parallélogramme de sommets (0, z, z+y, y) : la somme des carrés des diagonales
est égale a la somme des carrés des cotés. Une autre version appelée identité
de la médiane dit que la somme des carrés des médianes des deux triangles
(0,z,y) et (0,z,x + y) est égales a la médiane (moyenne) des carrés

2 2

r+y
2

r—y

Y L g 2

1
2

Définition 7.1.8. On dit qu’une famille de vecteurs (x;);e; de H est orthogonale
(resp. orthonormée) si

\V/’L,j S ],Z #], ((L’,;,.I’j) =0
resp.  Vi,j €1, (z;,x;) =0,

Proposition 7.1.9. Si (xy,...,zN) est une famille finie orthogonale on a

ler + - el = llaa|* 4+ -+ flawll®.

Preuve : On développe le carré scalaire

N

2 2 2 2

oy + -+ anl? =3 il +2Re( > <xi,xj)) =l + ]
=1

1<i<j<N

7.1.2 Espaces hilbertiens, Théoreme de la projection

Définition 7.1.10. Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un espace préhilbertien
complet.

Comme les parties completes d’un espace complet sont les parties fermées, on
a immédiatement la

Proposition 7.1.11. Un sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert (H, ( , )),
muni du produit scalaire restreint a F', est un espace de Hilbert si et seulement
si il est fermé dans H.

Ainsi les sous-espaces de Hilbert sont les sous-espaces vectoriels fermés.
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REMARQUE 7.1.12. En dimension finie, tout espace préhilbertien est un es-
pace de Hilbert et tout sous-espace vectoriel est fermé. Cela n’est plus vrai en
dimension infinie.

Le théoreme qui suit bien que tres intuitif en dimension finie repose essentiel-
lement sur la propriété de complétude. C’est le résultat fondamental associé a
la structure hilbertienne. A partir de la on démontre tout le reste.

Théoréme 7.1.13. (de la projection) Si C est un convexe fermé d’un es-
pace de Hilbert H, on a les résultats suivants :

a) Pour tout x € H, il existe un unique xc € C' tel que

— 2ol = inf |jz — y].
lz = zoll = inf [lz gl

On appelle x¢ projection de x sur C' et on note r¢ = Po(x).

b) Le point xc = Po(x) est caractérisé par

Vye C, Re(x —xc,y —xc) <0

Angle obtus

c) Si C est un sous-espace vectoriel fermé de H, la caractérisation s’écrit
Vye C,(x—xc,y) =0 (x — x¢ orthogonal a C).
d) La projection Po est une contraction H — C

Yo,y € H,[|Pe(y) — Pe(x)|| < |z —yll.

Preuve : a)Unicité : Si 2}, = 22 sont des minima pour la fonction ||z — .|| €
, . 1. zl +x2 . <

R définie sur C', alors comme C' est convexe le milieu =“7=< appartient a C' et

on a

2
<0.

Tl + 1%

ot = a2 =2 (o = bl + o = 22]) = 4o - %5

On a nécessairement 22, = x¢.

Existence : Soit x € H, la fonction C' 3 y — ||z — y|| € R est minorée par 0
donc admet une borne inférieure > 0. Soit (y,)nen une suite de C' minimisante,
i.e. telle que

Jim Jlz —yn| = Inf [|lz —yl|.
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Pour m,n € N| I'identité du parallélogramme [[.T.6 donne

2 2
[ym = yull” = [[(7 = ym) — (2 — yn)]

2 2 yn_l'ym
= 2 (flr = gl + e =y )—4Hx——

2

Yn + YUm

5 eC.

< 2(|x = yul? + |z — yn|?) = 4 inf ||z — y|)?
< 2(le = gall” + llz = ymll”) = 4 inf o — y] car

Donc pour € > 0, on peut trouver N, € N tel que ||y, — ym|| < € pour m,n >
N.. La suite (yn)nen est de Cauchy et, comme C est un fermé de H qui est
complet, elle admet une limite dans C'. On note x¢ = lim,,_, o, ¥, et on a

zc €C et |lz—xc| = lim ||z —y,| = inf ||z —y].
n—00 yel
b) Pour y € C, on considere la fonction [0,1] 5 t — y € C donnée par
yi = (1 — t)xo + ty. La quantité ||z — y]|* est un polynome en t,
|z —w|)? = |z — zc||” + 2t Re (z — 20, 20 — ) + 2 ||zc —yl|>.  (7.1.1)
= Si z¢ minimise {||z —y||, y € C}, alors on doit avoir
vt e [0,1), llz —yll® = l|lz — zc||”

dllz—y:|*

et en particulier la dérivée en ¢ = 0, =—;

, doit étre positive ou nulle.
t=0

Cela se traduit par
Re (z —zc,y — xzc) <0,

& Si Dinégalité ci-dessus est vérifiée alors I'expression (7.1.1)) de ||z — y||* =
|z — y1||” donne
lz —zc|” < o —yl*.

c) Si C est un sous-espace vectoriel alors o £y et z¢ £ iy (cas K = C)
appartiennent a C' quand y € C'. Le critére du b) donne alors

Vye C, +Re(x —z0,y) <0 et +Re(z—zc,iy) <O0.

Cela s’écrit tout simplement : (z — xz¢,y) =0, Yy € C.
d) Pour z,y € H onnote x¢c = Po(x), yo = Po(y), Ar = z—zc et Ay = y—yc.
En écrivant x = x¢c + Ax et y = yo + Ay on obtient

ly — z||* = lye — zc|* + | Ay — Az|]” + 2Re (yo — 2c, Ay — Az).
Or le dernier terme vaut
2Re (yo — z¢, Ay — Az) = 2Re (yo — z¢,y — ye) — 2Re (yo — z¢, © — 2¢) .

C’est une somme de deux nombres positifs ou nuls. [
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Pour terminer nous insistons encore sur le fait que la structure d’espace de Hil-
bert comme celle d’espace de Banach, combine des structures algébriques et to-
pologiques. Par exemple, on a vu qu’'un sous-espace de Hilbert est nécessairement
fermé. Ainsi si on considere une famille de vecteurs (x;);c; d'un espace de Hil-
bert H, le sous-espace de Hilbert engendré, i.e. le plus petit sous-espace de
Hilbert contenant tous les z;, doit contenir I’espace vectoriel engendré et étre
fermé. C’est en fait 'adhérence de I'espace vectoriel engendré. On rappelle que
Vect(z;, i € I) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs z;

Vect(z;, 1 € 1) = { Z Oézwz‘},
vel
finie

tandis que le sous-espace de Hilbert engendré peut contenir des séries (sommes
ou combinaisons linéaires infinies) convergentes. Cela nous amene a distinguer
ces deux notions par les notations.

Définition 7.1.14. Si (z;);cr est une famille de vecteur d’un espace de Hilbert
H, on note Vect(x;, i € I) l’espace vectoriel engendré et Hilb (x;, i € I) le
sous-espace de Hilbert engendré.

7.2 Applications du Théoreme de la projec-
tion

Dorénavant, on travaille avec un espace de Hilbert H sur K dont le produit
scalaire est noté ( , ).

7.2.1 Sous-espace orthogonal

Définition 7.2.1. Si A est une partie de H, on appelle orthogonal de A et on
note At l’ensemble

At ={zx € H, Vac A, (a,x)=0}.

Proposition 7.2.2. Pour toute partie A de H, A+ est un sous-espace vectoriel
fermé.

Preuve : Pour a € A, on a a* = Ker[(a,.)]. Or la forme linéaire H > z —
(a,7) € K est continue. Donc al est un sous-espace vectoriel fermé. On en
déduit que At = Nuea a’ est un sous-espace vectoriel fermé de H. [

Proposition 7.2.3. Pour deuz parties A et B de H on a
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1) (ACB)= (BL C AL).
2) AL = (A)" = (Vect A)" = (Hilb A)*.
Preuve : 1) Pour A C B, on a tout simplement

Bt=natc nat=A
a€B acA

2) Comme Hilb A = Vect A, il suffit de montrer les deux premieres égalités.

~ A" c At : Cela vient du 1) et de A C A.
At C ZL :Six e At et a € A, on peut écrire a = lim,ey a, avec a, € A.
On a alors (a,z) = lim,_,(as, x) = 0. Cela pour tout a € A et pour tout
red

— (Vect A" € AL : Cela vient du 1) et de A C (Vect A).
AL C (Vect A)* : Soit € AL et soit y = SN | N\ja; un élément de Vect A,
ona (y,x) = Zf\il Ai(a;, ) = 0. Comme cela est vrai pour tout y € Vect A
on en déduit x € (Vect A)".

]

Proposition 7.2.4. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, on a les

propriétés suivantes :

a) H=F® F* et Pr est la projection sur F parallélement o F+ (projection
orthogonale sur F).

b) Si F # {0} alors || Pr|| = 1.

c) (FY)" =F.

Preuve : a) Le Théoreme de la projection ([[.I1.13) permet de définir la
projection Pr sur le convexe fermé F'. Pour tout z € H, Pp(x) est caractérisé
par

vyeFa (y,a:—PF(:v)) :07

c’est & dire x — Pr(z) € F*. En écrivant = Pp(z)+ (z— Pp(x)) on vérifie que

H:F—I—FL.DeplussixEFﬂFL,alorsona(a%, x)zOe‘cdoncx:0.0n
€l er

a bien H = F' @ F*. Enfin I'unique décomposition x = Pr(z) + (z — Pp(x))
er eFt

nous assure que Pp(x) est bien la projection sur F' parallelement & F*.

b) Si F' # {0}, on prend = € F non nul et la norme de I'application linéaire Pp

L < |IP
est supérieure i | ﬁx(”z )i

(cf. Théoreme de la projection ([.1.13) d)) sa norme doit étre inférieur ou égale
a 1. On a donc || Pg|| = 1.

¢) La définition de l'orthogonal donne tout de suite ' C (FL)l. Pour

. . 1 ,
I'inclusion inverse on prend x € (F l) et on écrit

= 1. De plus comme on sait que Pr est une contraction

|z — Pp(2)|* = (x — Pp(z), = L) - <x — Pr(z), Pp(x)) = 0.

cFrL e(Ft) cFL er
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On en déduit x = Pr(x) € F. n
Corollaire 7.2.5. Pour une partie A de H, on a (At)*+ = Hilb A.

Preuve : On a vu dans la Proposition [7.2.3, I'égalité AL = (Hilb A)". Comme
Hilb A est un sous-espace vectoriel fermé on a

(AH)™ = ((Hilb A)*)™ = Hilb A.

Corollaire 7.2.6. Un sous-espace vectoriel de H est dense si et seulement si
son orthogonal est {0}.

Preuve : L’adhérence d’un sous-espace vectoriel V' de H n’est autre que
V =Hilb V. Ainsi V est dense si et seulement si HilbV = H c’est a dire si et
seulement si V+ = (Hilb V)" = {0}. "

7.2.2 Théoreme de représentation de Riesz

Pour tout f € H, la forme linéaire H > © — (f,z) € K est continue. Le
résultat suivant donne la réciproque.

Théoréme 7.2.7. (de représentation Riesz) Pour toute forme linéaire
continue | sur H, il existe un unique f € H tel que

Ve e H, l(x) = (f,z).

Preuve : Soit [ une forme linéaire continue sur H. On note F' = Ker (. C’est
un sous-espace fermé puisque [ est continue.

Existence : On distingue 2 cas : 1) Si F- = {0} alorson a F' = (F*)! = H,
[ =0etonprend f =0.2)Si F* # {0} alors on prend u € F* de norme 1.

On al(u) #0 et pour x € H on a x — M2),, € Kerl = F. Le produit scalaire

U(u)
(u,z — @u) est donc nul, ce qui donne

I(u)
Ve e H l(z) = l(z)(u,u) = l(u)(u,z) = (f,x)

en prenant f = I(u)u.
Unicité : Soit f; et fo deux vecteurs de H qui vérifient : Vo € H, (f1,z) =
[(x) = (f2,x). On obtient en prenant z = f; — f,

(fi—fo, i—fo)=Ufi—fo)—Ufi—f)=0
d’ou l'on tire f; = fo. -

REMARQUE 7.2.8. Ce théoreme nous dit entre autre que le dual topologique
H' d'un espace de Hilbert H s’identifie & H. Attention : 'identification dépend
du choix du produit scalaire.



Applications du Théoréme de la projection. 99
7.2.3 Bases hilbertiennes

Définition 7.2.9. Dans un espace de Hilbert H, on appelle base hilbertienne
un systéeme orthonormé (e;);e; tel que Hilb(e;, i € I) = H.

REMARQUE 7.2.10. Attention : Une base hilbertienne n’est pas une base au
sens algébrique. Pour récupérer tout I’espace on ne se contente pas de faire des
combinaisons linéaires finies. On passe a la limite aussi.

Nous allons étudier I'existence d’une base hilbertienne uniquement dans le cas
précis ou H est séparable (cf. Définition [.3.10) et nous commengons par un
lemme portant sur la séparabilité.

Lemme 7.2.11. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement si il
existe une famille dénombrable (z,,), oy telle que H = Hilb (z,,n € N).

Preuve : Si H est séparable une suite (z,)n,eny dense dans H vérifie
H = Hilb (z,,n € N)

Supposons Hilb (x,,, n € N) = H c’est a dire Vect (z,,, n € N) dense dans
H. On définit par récurrence la sous-suite (z,, ),y €t les sous-espaces vectoriels
Vi, = Vect (zg, 21, . .., 2y, ) tels que dim Vi, = k+1 et z,,, € V}.\ Vi_1. Pour tout
k € N, le sous-ensemble +*, Qgz; est dénombrable (Qx [] est dénombrable)
et dense dans V. On prend alors D = Ugen (+,%, Qrz;). 11 est dénombrable
comme union dénombrable d’ensembles dénombrables et il reste a vérifier qu’il
est dense. Soit x € H et soit ¢ > 0. Comme Vect (z,,,n € N) = Ugen Vi est
dense dans H il existe g. appartenant a un certain Vj_ telle que || f — g:|| < /2.
Maintenant comme +?:’“g Qz; est dense dans Vj_, on peut trouver h. € —l—?:kf] Qux;
tel que [|ge — he|| < €/2. On a trouvé h. € D tel que ||f — h.|| <e. "

EXEMPLE 7.2.12. a) L’espace de suites

P(N;K) = {x = (@) gen, Z |2k < +oo}

keN

muni du produit scalaire (z,y) = >, .y Tx¥x est un espace de Hilbert
séparable. (Il en est de méme de [*(Z;K).) En effet on considere la fa-
mille (e,)nen de 1#(N;K) donnée par e, = d,x. Alors 'espace vectoriel
engendré Vect (e,,, n € N) n’est autre que 'espace des suites nulles en
dehors d’un nombre fini d’indices ( ici ce n’est rien d’autre que K[X]). Il
est dense dans [*(N; K) et donc Hilb (e,, n € N) = [*(N;K) est séparable.
En fait, comme le systeme (e, )nen est orthonormé, ¢’est méme une base
hilbertienne de I*(N; K).

1On désigne par Qg I’ensemble des rationnels pour K = R et ’ensemble des complexes &
partie réelle et imaginaire rationnelles pour K = C.
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b) Si Q est un ouvert de R¢, 'espace LQ(Q dx) ( fonctions” L? & valeurs dans
K) muni du prodult scalaire (f, g) fQ ) dx est séparable :
L’ouvert 2 peut s’écrire comme union d une sulte croissante de com-
pacts 0 = Upen Ky, K,y C K1 C € Si f est un élément quelconque de
L3(, dx), la suite de terme 1g, (z) f(z) converge vers f dans L3(Q, dx).
Pour € > 0, on peut donc trouver n. tel que Hf — 1k, (x)f <s.

Col P
De plus on sait (cf. Cours d’Intégration) que C°(K,,_) est dense) dans
L*(K,,, dz) et on peut trouver une fonction ¢, € C°(K,_) telle que
1 = el 2k, ) < §5- Le Théoreme de Stone-Weierstrass (v01r respective-
ment les Corollalres 6.1.2 pour le cas réel et 6.1.4 pour le cas complexe)
nous dit qu’on peut approcher . par des polynomes en norme de la
convergence uniforme. Or comme la mesure |K,, | = |, k., 1 dx est finie,
I’estimation ’

Vi € CO(K,.), [[0]% = / (@) dr < Ko 1017

£

nous dit que l'on peut trouver un polynéme P € R[Xj, ..., X,] (voire
PeCl[Xy,..., X4, X1,..., X,y dans le cas complexe) tel que
3
e — P||L2(Kn5) < 3

On a alors || f — 1k, (z)P(z)|| < € et ce pour tout & > 0.
Autrement dit, 'espace vectoriel engendré par ’ensemble dénombrable
de fonctions

(K=R) A{lg,(z)xi*...23% n,a1,...,aq € N}
(K=0C) {1Kn(x)x‘f‘1 LTI e n,@l,...,ad,ﬁl,...,ﬁdEN}
est dense dans L*(QQ, dz).

Théoreme 7.2.13. Pour un espace de Hilbert H séparable on a les résultats
sutvants :

1) H admet une base hilbertienne dénombrable.
2) Si (en)nen est une base hilbertienne de H alors on a

a) H= {3 cnTnfn, P nen |z, |* < 0o} et pour x € H la suite (2,)nen
est unique et donnée par x, = (e, ).

b) Pourx =) _yTne, € H ety =3 Ynen € H, le Théoreme de
Pythagore se généralise en

2 2
Izl =) |l

et on a l'identité de Parseval

(.’B, y) = Zx_nyn
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REMARQUE 7.2.14. La deuxieme partie du théoreme nous dit qu’en fait
Papplication H 3 © — (2n),cy € *(N;K) donnée par x,, = (e,,x) est un
isomorphisme d’espaces de Hilbert. Ainsi il n’y a qu'un seul espace de Hilbert
séparable a isomorphisme pres.

Preuve : 1) Si H est séparable, on a H = Hilb(x,,n € N) et on considere
comme dans la démonstration du Lemme [.2.T]] la suite de sous-espaces de di-
mension finie V}, = Vect (zg, 21, ..., 2y, ). On utilise un procédé d’Orthogonali-

. . X .
sation de Schmidt : Pour k& = 0, on prend ¢y = H—OH le premier vecteur non
ano
nul normalisé a 1. Une fois ey, ..., e construits, on introduit le vecteur

k

Ch+1 = Tnypyq — E :<€i7$nk+1)ei
i=1

qui est non nul puisque x,, ., n’appartient pas a
Vect (mo, e ,xnk+1_1) = Vect (eq, ..., )
puis on le normalise a 1 en prenant

€k+1

(A = = .
T el

On obtient ainsi une suite (ey,), oy qui vérifie (ex, ex) = i et Hilb (e, k € N) =
Hilb (2, n € N) = H.

2) Soit (e,)nen une base hilbertienne de H et soit € H. On pose pour n € N,
z, = (en,x) et pour N € N, Sy = Z;V:O Tpen. On a alors

N 2 N N
x — anen = ||z||> + Z |z,|* — 2Re (m, anen>
n=0 n=0 n=0
N
= fa[* = el
n=0

On en déduit pour tout N € N la majoration SV |z,|* < [Jz]* de telle
sorte que ) |z,|* < ||z||> < +o0. Maintenant pour N > M on utilise le
Théoréme de Pythagore fini (Proposition [/.1.9) pour calculer

lz = SwlI* =

N 2 N
1Sy = Sull* = 1| D anen| = D |zl
n=M+1 n=M+1

Avec la convergence de la série ) |z,,|%, on peut trouver pour tout £ > 0
N, tel que ||Sy — Syl < e pour N, M > N.. Ainsi la suite (Sy)ycy est de
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Cauchy dans H qui est complet. Elle admet une limite que 'on note pour
Iinstant S = ZneN Tpen. En utilisant la continuité du produit scalaire on
obtient pour tout m € N,

(em,x —S) = (em,x) — (em,anen> =, — Tm = 0.

neN

Dons x — S est orthogonal a H = Hilb(e,,, m € N). Il est donc nul, z = S =
ZneN Tney. Enfin comme limy_. Sy = x la premiere relation nous donne
|z||> = > neN |2,|* et Videntité de Parseval s’obtient facilement par passage a
la limite. ]



Chapitre 8

Exercices

8.1 Espaces métriques. Espaces topologiques

Exercice 1. Opérations ensemblistes : Pour un ensemble X, on note P(X)
'ensemble de ses parties, pour A C X on note Cx A son complémentaire dans
X et pour un autre ensemble Y on note F(X,Y) 'ensemble des applications
de X dans Y.

a)

Soit (A; ;)@ jyerxs une famille quelconque (au sens ou aucune hypothese
n’est faite sur les cardinaux des ensembles I et J) de P(X), montrer les
relations

() en(Uas) = U (Naws).
iel \jeJ jeJ \iel feF(JI) \jeJ
Donner un exemple ou l'inclusion est stricte.

De I’égalité, déduire qu'une intersection finie d’unions peut s’écrire comme
union d’intersections finies.

Pour une famille quelconque (A;);e; de P(X), montrer les relations

Cx (U Ai> =()(Cx4) et Cx (ﬂ A,-) =J(CxA)).

el iel icl el

Ecrire (J,, (ﬂ e Ai,j) comme une intersection d’unions. En déduire

qu’une union finie d’intersections s’écrit comme une intersection d’unions
finies.

103
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e) Soit f une application de X dans Y. Montrer que pour des familles
quelconques (A;);er de P(X) et (B;)ier de P(Y) on a :

f(U&>=UfM0€tf<ﬂ&>Cﬂfmm

el el i€l i€l
f«U&)=UfW% et f«ﬂ&)zﬂf%m-
el el el i€l

Donner un exemple d’inclusion stricte pour la deuxieme relation. En
déduire que le passage au complémentaire se comporte bien avec I'image
réciproque f~!(B) mais pas toujours avec I'image f(A).

f) Dans le cadre de la question précédente, donner une condition nécessaire
et suffisante sur f pour que I'image ait les mémes propriétés que I'image
réciproque.

Exercice 2. Dans R"”, calculer en fonction de la dimension n la longueur de
la diagonale de I’hypercube de coté 1 pour les distances dy, ds et d.

Exercice 3. Lesquelles des fonctions suivantes donnent une métrique sur R 7

2 1/2

di(z,y) = (v —y) do(z,y) = |z —y|
dy(z,y) = |z — 2y| dy(z,y) = |2° — ?.

Exercice 4. Soit (E, d) tel que E contient au moins deux points. Est-il possible
que les seuls ouverts soient E et () ?

Exercice 5. Soit (X, d) un espace métrique.

a) Soit ¢ : Ry — R, une fonction croissante s’annulant uniquement en 0
et sous-additive, i.e. vérifiant :

VU,’U € R+, (p(u + U) S QO(U) + SD(U)

Montrer que ¢ o d est une distance sur X. Vérifier que d et ¢ o d sont
métriquement équivalentes si il existe une constante C' > 0 telle que
C'u < ¢(u) < Cu, et topologiquement équivalentes si ¢ est continue
en 0.

b) Etudier les cas p(u) = inf(1,u), p(u) = T

Exercice 6. Distance d, sur R" pour 1 < p < oo : On va établir en plusieurs

étapes que la quantité ||z, = (2, |xz|p)% définit une norme sur R™.
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a) Montrer que pour a,b € R, et % + % =1ona

1 1
ab < —aP + —-b1.
p q

(Indication : On pourra utiliser la convexité de la fonction z — e*. )
b) Inégalité de Holder : Pour (ay,...,a,), (bi,...b,) € R" montrer

1 1
~ o\ (=5 1 1

< Z|a¢| Zlb’| avec}—)%—gzl.
i=1 i=1

(Indication on pourra d’abord montrer 'inégalité dans le casou Y ;' |a;
Z?:l |bi]" =1.)

c¢) Inégalité de Minkowski : Pour (a4, ...,a,), (b1,...,b,) € R® montrer

1 1 1
(Z|ai+bi\p> §<Z|ai|p> +(Z|bi]”) .
=1 =1 =1

(Indication écrire |a; + bl < |a; + bsl" ™" (Jas] + |bs]).)
d) En déduire que || ||, est une norme sur R". Vérifier que toute ces normes
sont équivalentes.

n

Z aibi

=1

|p

Exercice 7. Pour un corps K on note K[[X]] I'espace vectoriel des séries for-
melles c’est a dire I'ensemble des suites a valeurs dans K et on rappelle que
I'ensemble K[X] des polynomes est le sous-espace vectoriel des suites s’annu-
lant & partir d'un certain rang. Pour une série formelle a = (a,),en, On note
v(a) le plus petit entier k tel que a; # 0 (v(a) s’appelle la valuation de a).

a) Montrer que la quantité d(a,b) = e (= (o 'on convient que e~ =

0) définit une distance sur K[[X]]. On vérifiera en fait I'inégalité ul-
tramétrique

d(a,c) <sup{d(a,b);d(b,c)}, Va,b,ce K[X]]

qui entraine 'inégalité triangulaire.
b) Montrer que K[X] est dense dans K[[X]] et justifier I'écriture a = > °7  a, X™.

n=0
Exercice 8. Soit (X,7) un espace topologique. Montrer ’équivalence entre
les propositions suivantes :
a) Tout singleton est un fermé de X.

b) Pour tout couple de points de X, il existe un voisinage de I'un qui ne
contient pas 'autre.

c¢) Pour tout point € X, {z} est I'intersection de tous les voisinages de x.
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Exercice 9. Montrer que si 'espace topologique (X, 7) est séparé alors tout
singleton {z} est fermé et peut s’écrire comme l'intersection de tous les voisi-
nages de x.

Exercice 10. Sur R", on considere la topologie 7y dont une base de fermés est
formée des singletons de R". Décrivez tous les fermés de (7;), tous les ouverts,
tous les voisinages. La topologie 7 est-elle séparée ?

Exercice 11. Lesquels des sous-ensembles suivants de R? sont fermés ?
a) {(1/n,0); n=1,2,...};

b) {(z,y); y=2"};
c) {(m,n); m,n € Z}.

Exercice 12. Décrivez l'intérieur, I’adhérence et la frontiere des sous-ensembles
suivants :

a) (R\Q) xR C R?;

b) UnGN[22”+1’22n} CR;

) {(r.9). 2 Sy<r+1) CRE
d) {(z,sin (1)), >0} C R~

Exercice 13. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que diam(A) = diam(A).
Donner un exemple pour lequel diam (B(x,1)) < diam (Bg(x,1)).

Exercice 14. Montrer que dans un espace vectoriel normé, 'adhérence dune
boule ouverte B(zo, p), p > 0, est Bf(xq, p).

Exercice 15. Montrer que toute boule ouverte d’un espace vectoriel normé F

est homéomorphe a E (Indication : considérer 'application = — %)

Exercice 16. Soit (X, d) un espace métrique et soir A C X, montrer I’équivalence

(z € A) & (d(z, A) = 0).

Exercice 17. Soit U un ouvert d’un espace métrique (X, d). Montrer I'inclu-

o

sion U CU et donner un exemple d’inclusion stricte.
Exercice 18. Démontrer que R™\ {0} est homéomorphe a R* x S™1.

Exercice 19. Axiomes de Kuratowski : On a vu en cours que dans un es-
pace topologique (X,7), 'adhérence vérifie : (A1) (A) = 4; (A2) AUB =
AUB;(A3) A c A;(A4) § = 0. Montrer que inversement si on se donne
une application  : P(X) — P(X) vérifiant (A1)(A2)(A3)(A4), cela définit
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une topologie. (Indication on pourra considérer comme ouverts les parties de
X qui vérifient CxO = CxO et montrer que (A1)(A2)(A3)(A4) entrainent
(01)(02)(03).)

Exercice 20. Soit (X,7) un espace topologique séparé et soit f une appli-
cation continue de X dans X. Montrer que si une suite récurrente définie par
zr+1 = f(xy) converge vers | € X alors cette limite est solution de [ = f(I). Ap-
plication : Vérifiez qu'une suite (Ay)ren de M,,(C) vérifiant Ay = Af A, +1d
ne converge pas.

Exercice 21. Moyenne de Cesaro : Soit (z,)n € N une suite de réels telle que
lim, ooz, =1 € R.

a) Montrer que la suite donnée par y,, = % converge vers [.

b) Plus généralement si (c¢,)nen est une suite de réels strictement posi-
tifs telle que > °° ¢, = 400, montrer que la suite donnée par z, =

n=1
oo converge vers [.

Exercice 22. Composition de limites : Soit (X,7) (X', 7") et (X", 7")
trois espaces topologiques séparés et soit f et g deux applications f : X — X’
et g : X’ — X”. Donner une condition suffisante sur A C X et B C X’ pour
que

lim f(z) =b et limg(a')=c

r—a z/—b
TEA z/eB

entraine lim, ., g o f(x) = c¢. On considerera 'exemple X = X' = X" = [0, 1],
z€A

f=0,9(x)=zpour0<z<1,g(0)=1, A=[0,1] et B =]0,1]. Que peut-on
dire si g est continue en b?

Exercice 23.

a) Soit 7 un réel irrationnel. Montrer que l’ensemble Z + Nr est dense
dans R. Indication : On considerera la suite des parties fractionnaires
(frac(nr)),cy- On rappelle (ce qui sera revu au Chapitre ) que toute
suite bornée de R admet une valeur d’adhérence.

b) En déduire que si a et b sont deux réels, a # 0, tels que 2 ¢ Q alors

I’ensemble Na + Zb est dense dans R.
¢) En déduire que {eme,n eN } est dense dans le cercle unité S' des que
% ¢ Q (on utilisera la continuité et la surjectivité de e” : R — S*.)

d) En déduire que {sin(n#), n € N} est dense dans [—1, 1].

Exercice 24. Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux parties
de X. Montrer que l'application : X — R qui & x associe d(z, A) est Lipschit-
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zienne. En déduire que {x € X d(z, A) = d(z, B)} est un fermé.

Exercice 25. On note S™! la sphére de dimension n — 1 dans R", "1 =
{(z1,...,2,) € R*, > 27 =1}. Montrer que la sphere moins 1 point est
homéomorphe & R"~!. (On pourra considérer en premier lieu les cas n = 2 et

n=3).

Exercice 26. Soit f une application continue d’un espace topologique (X, 7)
dans un espace topologique (Y, 7"). Montrer que le graphe I' = {(z, f(z)), v € X}
est homéomorphe a X.

Exercice 27. Dans M,,(K), K = R ou C, montrer que I’ensemble des matrices
inversibles GL,(K) est un ouvert, que I’ensemble des matrices symétriques
(auto-adjointes) est un fermé. Si P € K[X], montrer que {A € M,,(K), P(A) = 0}
est un fermé. Montrer que I'application A — A~! est continue sur GL, (K).

Exercice 28. Soit (X, 7;);e; une famille d’espaces topologiques. Montrer que
la topologie produit sur II;c; X; est la topologie la moins fine qui rende les
projections p; : Il;er X; — X continues.

Exercice 29. Soit (X, d,)nen une famille dénombrable d’espaces métriques.

Montrer que la topologie produit sur IT,ey X, est métrisable (on étudiera la
e, s —-n dn Tn,Yn

quantité d(z,y) = Y, o 2 71”2(3637;) )

Exercice 30. Soit (X,7) un espace topologique. On munit X x X de la

topologie produit. Montrer que (X, 7) est séparé si et seulement si la diagonale

A ={(z,x), v € X} est un fermé de X x X.

Exercice 31.

On munit X = {0, 1} de la topologie discrete. Montrer que la topologie produit
sur X! est strictement moins fine que la topologie discrete des que I est infini.

Exercice 32. Soit f : R — R une fonction strictement croissante et on définit
d:R xR — R par

d(z,y) = f(y) — f(2)|
Montrer que d est une distance sur R. Etudier I’équivalence métrique et to-

pologique avec la distance usuelle |z — y| dans les cas f(z) = z° et f(z) =
arctan(x).

Exercice 33. Soit A une partie d’un espace métrique £ muni de la distance
d.

a) Démontrer que d(x, A) = 0 & x € A;
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b) Démontrer que si A et B sont deux parties de E telles que AN B = ()
alors I'application
d(xz, A)
d(z,A) +d(x,B)
est continue sur E. Que vaut-elle sur A et sur B 7 En déduire qu’il existe
deux ouverts disjoints U et V tels que A C U et B C V.

xr —

Exercice 34. Soit d et d; deux distances définies sur E. On suppose qu’il
existe k € R tel que

V(z,y) € E* dy(x,y) < kd(x,y).

Montrer que toute boule ouverte de (E, dy) est un ouvert de (E,d). En déduire
que la topologie de (F,d;) est moins fine que celle de (F,d).

Exercice 35. Soit (X,7) un espace topologique.

a) Démontrer que si A est un ouvert de X on a pour tout B C X
ANBC ANB.

b) Donner des exemples dans R, d’ouverts A et B tels que AN B, AN B,
AN B et AN B soient tous différents.

¢) Donner un exemple de deux intervalles A et B dans R tels que AN B ne
soit pas contenu dans A N B.

Exercice 36. Soit U et V deux ouverts d’un espace métrique F tels que
o

UNV = 0. Prouver que U N V= 0.

o
Exercice 37. Soit A une partie d'un espace métrique E. On note u(A) =A et

v(A) = ;1 Montrer que u et v sont des applications qui respectent 'inclusion,

que u2 = u et v? = v. Comparer A, u(A), v(A), A.

Exercice 38. On considere dans R lensemble £ = {J + ¢ |p, ¢ € N'}.

Déterminer E.

Exercice 39. Soit £ = {f; f bornée sur [a,b]} muni de la topologie de la
convergence uniforme. On considére un ensemble A C [a,b] et X = {f; f| A=
0}. Montrer que la frontiere de X coincide avec X.

Exercice 40.

a) Avec les métriques usuelles, vérifiez que la sphere de dimension n —1 S™~1
peut s’écrire comme quotient topologique de R™ \ {0} par la relation
d’équivalence (zRy) < (IX > 0,y = Ax).
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b) En généralisant le cas du cercle, vérifiez que le tore de dimension n s’écrit
comme quotient de R".

c) Vérifiez que le quotient topologique de la sphere S"~! de dimension n — 1
par la relation antipodale (zRy) < (y = —=x) est en fait un espace
métrique. Quelle est son interprétation dans R™. (On appelle cet espace
métrique, 'espace projectif réel de dimension n — 1).

Exercice 41. En utilisant le résultat de I’Exercice £3, montrer que le quotient
topologique de R par un de ses sous-groupes additifs est soit le cercle soit un
ensemble muni de la topologie grossiere.

Exercice 42. Sur R, on note O la famille des ouverts pour la topologie usuelle
et D la famille des parties dénombrables de R. On considere alors la famille
O ={0 cR,0O'=0\D,0 € 0O,D e D}. Vérifier que cette famille définit
bien une topologie 7’ sur R. Cette topologie est-elle séparée? Admet-elle en
tout point une base de voisinages fermés ?

Exercice 43. Topologie de Zariski :f] On rappelle que I’algebre des fonc-
tions polynomiales de n variables de C™ dans C, est isomorphe a l’algebre
C[Xy, ..., X,] (L'injectivité du morphisme d’algebre, qui & un polynéme asso-
cie la fonction polyomiale, se montre par récurrence sur n et vient du fait que
C est infini). Pour un nombre fini de polynémes P, ..., P, € C[Xy,..., X,],
on note (Py,..., P,) l'idéal engendré

(Pr,...,Pp) ={Q1Pi+ -+ QunbPr, Q1,....,Qm € C[Xy,..., X,]}.

Un théoreme du a Hilbert assure que tout idéal de C[ X7, ..., X,] est de cette
forme (on dit que 'anneau C[X7, ..., X, est noethérien). On appelle ensemble

algébrique de C™, un ensemble sur lequel s’annulent tous les polynomes d’un
idéal de C[X7,...,X,] :

Fr={xeC"VPel, P(x)=0}.
En prenant P ... P, tels que [ = (P, ..., B,), 'ensemble F; s’écrit aussi
FI:{xE(C”,Pl(x) ::Pm<I>:O}

On considere la famille 5 de tous les ensembles algébriques de C”.
a) Précisez F; dans le cas n =1 (on utilisera le fait que C[X] est principal).
b) Vérifier que () et C™ sont dans Fy.

L Cet exercice fait appel & des notions d’algebre qui ne sont pas exigibles dans le cadre de
ce cours. 1l est ici pour illustrer a nouveau 'intérét des concepts généraux de topologie. La
derniere question de ’exercice [[IZ sur le théoreme de Cayley-Hamilton est un prolongement
de cet exercice.
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c) Montrer qu’une union finie d’éléments de F est un élément de F; (on
considerera 'intersection des idéaux).

d) Montrer qu’une intersection quelconque d’éléments de F est un élément
de Fz (on considerera I'idéal engendré par la famille d’idéaux).

e) En déduire que F, définit une topologie sur C™ (Cette topologie est appelée
topologie de Zariski). Cette topologie est-elle séparée 7

f) Montrer que si C" et C™ sont tous deux munis de la topologie de Zariski,
toute application algébrique (i.e. & composantes polynomiales) est conti-
nue.

g) Vérifiez que dans C" muni de la topologie de Zariski, tous les ouverts sont
denses. Indication on se placera sur le complémentaire qui est un fermé
de la forme {x € C", P(x) = 0}, on prendra comme voisinage d'un point
un ouvert {z € C", @ # 0} puis on utilisera 'intégrité de C[ X, ..., X,].

h) En admettant que pour tout corps commutatif K lanneau Klzy,..., z,]
est noethérien et s’identifie a I’ensemble des fonctions polynomiales pour
K infini, définir une topologie sur K" (avec K infini) et reprendre les
questions précédentes.

8.2 Connexité

Exercice 44. Lesquels des sous-espaces de R? suivants sont connexes :
2) X = {(0,9); -1 <y < 1} U{(zsin(1/a)) ;0 > 0} ;
b) Y = {(x,y) ;x ou y rationnel} ;
c) Z={(z,0);z € R}U{(z,1/z);2 > 0}.

Exercice 45. Lesquelles des affirmations suivantes sont correctes ?
a) A connexe implique A connexe.
b) A connexe implique A connexe.
c¢) A connexe par arcs implique A connexe par arcs.
)

d

A connexe par arcs implique A connexe par arcs.

Exercice 46. Passage des douanes : Soit (X,7) un espace topologique
connexe et A une partie de X. Montrer que tout chemin joignant I'intérieur de
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A a lextérieur de A rencontre la frontiere de A. Donner une généralisation.

Exercice 47. Donner un exemple de partie connexe, dont 'intérieur n’est pas
connexe.

Exercice 48. Etudier la connexité de (R \ Q)2 et de R? \ Q2.

Exercice 49. Montrer que si A et B sont deux parties connexes d’un espace
topologique (X, 7) telles que AN B # () alors AU B est connexe. Est-ce encore
vrai en supposant seulement AN B # () ?

Exercice 50. Dans un espace topologique (X,7), montrer que la relation
définie par x ~ y s’il existe un chemin joignant x a y est une relation d’équivalence.
On note Cy,..(7) la classe d’équivalence de z € X. Montrer que C,,..(z) est le
plus grand ensemble connexe par arcs contenant x et qu’il est inclus dans la
composante connexe C'(x). Donner un exemple d’inclusion stricte.
Exercice 51. Dans le plan euclidien R?, on fixe un repeére orthonormé (O; i ;)
Les cercles du plan sont alors les courbes d’équation 22 + 4% +ax +by +c =0
avec
(a,b,c) e F={(a,8,7) e R®, vy <®+ (*}.

On identifie I'ensemble C des cercles de R? avec F on prend alors la topologie
induite sur F par celle de R3.

a) Avec cette topologie C est-il connexe ?

b) L’ensemble des cercles passant par (xg, o) est-il fermé ou ouvert ?

¢) L’ensemble des cercles qui ne passent pas par (zg, yo) est-il connexe ? In-
terpréter géométriquement et donner le nombre de composantes connexes.

Exercice 52. Composantes connexes de O(n) : On note O(n) I’ensemble
des matrices orthogonales,

O(n) = {A € M,(R), "AA =1d}.

On rappelle que qu’il se décompose en O(n) = O, (n) U O_(n) ou O4(n)
(resp. O_(n)) est I'ensemble des transformations orthogonales directes (resp.
indirectes).

a) En utilisant le déterminant, montrer que O(n) a au moins deux compo-
santes connexes.

b) A T'aide de la forme réduite des éléments de O, (n), montrer que O, (n)
est connexe par arcs (Pour un élément quelconque A de O (n) on don-
nera un chemin de A a Id.). En déduire que O(n) a exactement deux
composantes connexes.
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Exercice 53. Composantes connexes de GL, :

a) GL,(C) : En utilisant la triangularisation, montrer que pour tout A €
GL,(C), il existe un chemin de A a Id dans GL,(C). En déduire que
G L, (C) a une seule composante connexe.

b) GL,(R) : Montrer que GL,(R) a deux composantes connexes. Indica-

tion : Avec le déterminant on montrera qu’il y a au moins deux com-

posantes connexes. Ensuite pour det(A) > 0, on donnera un chemin de

A a Id en utilisant la décomposition polaire A = O |A], |A] = VIAA et

O € O(n), et 'exercice p2.

Exercice 54. On admettra que les valeurs propres d'une matrice symétrique
A e M,(R), A = A dépendent contintiment de A (voir le résultat de conti-
nuité des racines d’un polynéme dans l'exercice [[14). Montrer que ’ensemble
des matrices symétriques définies a n + 1 composantes connexes (On fera in-
tervenir la composante connexe par arcs de Id dans GL,,(R).).

Exercice 55. Montrer qu’il ne peut y avoir d’homéomorphisme entre
a) le cercle et un intervalle de R.
b) entre R et R2.

(Indication on &étera un point sur chaque ensemble et on étudiera les propriétés
de connexité.)

Exercice 56. Soit O un ouvert de R"™. Montrer que les composantes connexes
de O sont tous des ouverts.

Exercice 57. On considere I’ensemble Hom([—1, 1]) des homéomorphismes de
[—1, 1] que 'on munit de la topologie de la convergence uniforme.

a) Montrer que le sous-ensemble de Hom([—1,1]) des homéomorphismes
croissants est connexe par arcs.

b) En déduire que le sous-ensemble des homéomorphismes décroissants est
connexe par arcs.

¢) En déduire que Hom([—1,1]) a deux composantes connexes.

8.3 Compacité

Exercice 58. Soit x,, une suite de R". Montrer que

a) la suite x, est bornée si et seulement s'il n’existe pas de sous-suite z,,
telle que ||z, || — oo.
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b) Unicité de la limite : la suite z,, converge vers a si et seulement si pour
toute sous-suite z,, il existe une sous-suite Ty, qui converge Vvers a.

Exercice 59. Lesquels des sous-ensembles suivants sont compacts ?
a) {(z,y) € R% 2% +y? < 1};
[0, ool

QnJo,1];

{(z,y) € R?; 2% +y* = 1};

{(z,y) eR* 0 <z <1ety=a};
{(z.y) eR% > 1et 0<y<1/a).

Exercice 60. L’espace [0, 1] muni de la métrique triviale, est-il compact ?

Exercice 61. Soit (£,7) un espace topologique séparé et soit K C A C E.
Montrer que ’ensemble K est compact dans A si et seulement s’il est compact
dans FE.

Exercice 62. Soit A compact métrique. Montrer qu’il existe deux points x et
y tels que d(x,y) = diam(A).

Exercice 63. Soit Q avec la métrique usuelle et S = {r € Q; 2 < r? < 3}.
Montrer que S est fermé et borné dans Q mais pas compact.

Exercice 64. Soit 'espace vectoriel C'([0,1] : C) normé par || - ||e. Trouver
une suite de fonctions (f,) de norme 1 qui réalise || f, — fimlloo > 1, VM # n.
Que peut-on déduire? (on pourra prendre f,(t) = e2"™)

Exercice 65. Démontrer que dans ¢2 I’ensemble
A={z el || < ——vn}
“n+1
est compact.

Exercice 66. Soit A un compact d'un e.v.n., (z,) une suite de A et L l’en-
semble des valeurs d’adhérence de cette suite. Calculer lim d(z,, L).
Exercice 67. Soit A une partie compacte d'un evan. F et f : E — E une
fonction continue telle que f(A) C A. On suppose qu’il existe un point non
isolé a de A tel que pour tout z € A :

r#a = [|f(z) —a| <[lx—al.
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On définit la suite (z,,) de A par zg € A, 41 = f(x,). Montrer que z, —> a.
En déduire que a est un point fixe de f.

Exercice 68. Soit K un compact métrique et f : K — K vérifiant

d(f(x), [(y)) < d(z,y) sizF#y.

Montrer que f possede un unique point fixe. Peut-on toujours trouver 0 < k <
1 tel que d(f(z), f(y)) < kd(z,y)?

Exercice 69.

a) Soit F un fermé de R™. Montrer que pour tout x € R", d(z, F) est
atteinte.

b) On suppose que U est un ouvert de R” tel que
VeeU, 3 y=Pzx) € F; dlz,F) =d(z,y).
Montrer que P est continue.

Exercice 70. Soit f : R™ — R” une bijection continue telle que | 1|i|m |f(x)]| =
Z||—00
oo. Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 71. Montrer que si A et B sont deux compacts d'un e.v.n E,| la
réunion des segments joignant deux points arbitraires de A et B est aussi
compacte.

Exercice 72. Soit a € R et «,, une suite convergente vers 0. Etudier la suite
Uy = a, Upy1 = 1/2(1 4 a,)u, +1/2. (montrer d’abord que la suite est bornée,
puis montrer que si  # 1 est valeur d’adhérence, 2x — 1 l'est aussi, et aboutir
a une contradiction)

Exercice 73. Soit f une application de E dans F', espaces métriques. Montrer
que si la restriction de f a tout sous-ensemble compact de E est continue alors
f est continue.

Exercice 74. Soit E un espace métrique compact et f : E — E une fonction
continue telle que d(f(z), f(y)) > d(z,y). Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 75. Trouver tous les compacts de |0, oo[ muni de la distance d(z,y) =
1_1

T yl-

Exercice 76. Expliquez pourquoi d(f, g) = sup,. (go 1) \ f x) — g(x)| définit une
distance sur C°([0, 1];R). Les fermés bornés de C%([0, 1];R) sont-ils compacts
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(on pourra considérer la suite de fonctions f,(x) = z")?

Exercice 77. Module de continuité : Soit (X, d) un espace métrique. Pour
f € C%X;R), on définit une I'application w; : Rt — R* U {+o00} définie par
wr(e) = sup{|f(y) — f(z)|,d(z,y) < e}. Montrer que si X est compact alors
wy(e) est fini pour tout € > 0 et que la fonction wy est continue en 0.

Exercice 78. Soit (X,7) et (X’,7") deux espaces topologiques avec X com-
pact et X' séparé. Montrer que pour une application continue et surjective
f: X — X', 'image d’'un ouvert est un ouvert. Que peut-on dire de I'image
inverse d'un compact ? Montrer que si f est une bijection continue alors c’est
un homéomorphisme.

Exercice 79. Un théoréme de point fixe : Soit (X, d) un espace métrique
compact et soit f une application continue de X dans X telle que d(f(z), f(y)) <
d(x,y) pour x # y. Montrer que I'application f a un unique point fixe, i.e. il
existe un unique z € X tel que f(x) = z. (Indication : on étudiera la fonc-
tion d(z, f(x)).) En déduire que pour toute donnée initiale 7, € X la suite
récurrente donnée par x,.; = f(z,) converge vers z. Est-ce encore vrai si X
n'est pas compact ? (Prendre la fonction f(z) = (2 + V22 + 1) sur R.)

Exercice 80. Utilité de la topologie produit : Montrer qu’il existe une
unique suite v € [*°(R) vérifiant

“+o0

k—1
Vn € N, Uy = ,;nQ m

Indications : On consideérera la fonction f sur [*°(R) définie par f(u),
+°° ° 27kl 11Jf||“’“‘ On vérifiera qu'un point fixe de f est nécessairement dans

[0,2] et que les hypotheses de l'exercice {9 sont vraies pour la distance

142z 1+2y‘

d(u,v) =3 o 2*"%. On établira au passage les inégalités ) Y

1+ |un

lz—yl
= I4|z—y]’

x Y

Itz 14y

pour z,y > 0.

Exercice 81. Soit (K,,),en une suite décroissante de compacts non vides d’un
espace topologique (X, 7). Montrer que (), . /&, est non vide et que pour tout
ouvert O de X contenant (), oy £, il existe ng tel que K, C O. (Indication :
Pour la deuxiéme partie, considérer K, N CxO.)

Exercice 82. Séparation des compacts :
a) Montrer que si K7 et Ky sont deux compacts d’un espace métrique (X, d),
disjoints K; N Ky = (), alors il existe 1 € K; et 2o € K, tels que
d(Kl, KQ) = d(IL‘hZL’Q) > 0.
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b) Montrer que dans R™ cela est encore vrai pour un compact K; et un
fermé Fs.

c¢) Donner un exemple de fermés de R? disjoints tels que d(Fy, Fy) = 0 #
d(x1, o) pour tout (zq,x2) € F1 X Fy

d) Montrer que en revanche pour deux fermés quelconques de R", on peut
trouver : 1) une fonction continue sur R™ qui vaut 1 sur F; et 0 sur

Fy; 2) deux ouverts disjoints O et Os tels que F} C Oy et Fy C Os.
(Indication : On utilisera la fonction %.)
e) Dans un espace topologique séparé (X, 7 ), montrer que pour deux com-

pacts disjoints K7 N Ky = (, il existe deux ouverts disjoints O; N Oy = ()

tels que K1 C Oq et Ky C Os.

f) Montrer que ce dernier résultat est encore vrai pour des fermés disjoints
si on suppose (X,7) localement compact et dénombrable a I'infini (X
peut s’écrire comme union dénombrable de compacts).

Exercice 83. Compactification par un point Soit (X, 7 ) un espace loca-
lement compact. On considere I'espace topologique (X', 7’) donné par X’ =
X U{oo} par une base de voisinages de I'infini

BY(o0) = {xK U {oo}, Kcompact de (X,7)},

les bases de voisinages des points de X restant inchangées. Vérifier que (X, 7)
est un sous-espace topologique de (X', 7") et que (X',7") est compact. Que
donne la compactification par un point de R2.

Exercice 84. Théoréme de Dini : Soit (X, 7) un espace topologique com-
pact.

a) Montrer que si ( f,,)nen est une suite décroissante de C°(X; R) qui converge
simplement vers f € C°(X;R) alors elle converge uniformément.

b) Donner un exemple ou la suite (f,)nen de CO(X;R) est décroissante,
converge simplement mais pas uniformément (la limite ne sera pas conti-
nue).

c) Plus généralement pour un espace métrique (X', d'), montrer que si
(fa)nen est une suite de C°(X; X’) convergeant simplement vers f €

C°(X; X") convergeant simplement vers f et telle que la suite (d(f,,(.), f(.)))nen
est décroissante alors elle converge uniformément.

Exercice 85. Théoreme de d’Alembert : Il s’agit de montrer que tout
polynome de C[X] de degré > 1 admet une racine dans C.

a) Par un argument de compacité, montrer qu’il existe zg € C tel que
|P(20)| = inf,ec | P(2)].
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b) Expliquer pourquoi pour un tel zy, 'ensemble {k € N*, P®(z) # 0} est
non vide. On notera ky son plus petit élément.

c¢) Vérifier que pour 6 € [0, 27] et pour p — 0 dans RT, on a

) 2 A
[P0+ pe)[* = [P(z0) " + 5 Re (P(z0) P () 067 ) 4+ O(p ).

d) En déduire que 'on a nécessairement P(z) = 0.

Exercice 86. Théoréme de Tychonoff et extraction de sous-suite :

a) On note [*(R) = F,(N;R), I'ensemble des suites réelles bornées. Une
suite (fn)nen de 1% est bornée si il existe une constante C telle que
pour tout n € N, sup;cy | f(j)| < C. Montrer que de toute suite bornée
(fa)nen de [*° on peut extraire une suite (f,, Jken qui converge simple-
ment.

b) Dans F,([0,1]; R), on considere la suite f,, des fonctions caractéristiques

des ensembles Ui:ll ] 2’;1, ;—f [ En utilisant I'écriture dyadique des réels

(en base 2), montrer que ’on ne peut pas extraire de sous-suite simple-
ment convergente. Que peut-on en déduire sur la topologie de la conver-
gence simple sur F,([0,1]) 7

8.4 Espaces vectoriels normés

Exercice 87. Démontrer que dans tout espace normé on a si x # 0 et y # 0

Exercice 88. On considere £ = R[X]| et A une partie non vide de R.

i~y
[

r oy HSQI
Izl [yl

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ||P| =
sup{|P(z)| |z € A} soit une norme sur E.

b) La condition précédente étant vérifiée, donner une condition nécessaire

et suffisante pour que ¢ définie par ¢(P) = P(0) soit continue sur

.. s N 2_p2\"
E.Indication : On considerera des polynomes de la forme (X = b ) avec

b = sup,c4 |al.

Exercice 89. Sur C[X] on considere la norme définie par ||P|| = sup |a;| si
P(X) =>"",a;X". Pour tout x, on consideére 'application linéaire ¢ : C[X] —
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C définie par ¢(P) = P(x). Déterminer les xy pour lesquels ¢ est continue et
calculer alors sa norme.

Exercice 90. Montrer que 'application

N:R* =R, (2,y) = N(z,y) = sup |z +ty|
te€[0,1]

est une norme sur R2. Dessiner la sphére unité.

Exercice 91. Pour quelles valeurs du réel A définit-on une norme sur R? par

Na(z,y) = /22 + 2 zy + 427
Comparer les deux normes Ny et N,,.

Exercice 92. Soit A une partie non vide d’un espace normé F et f: A — R
une fonction k-Lipschitzienne. Montrer que la fonction

g: B =R, w—g(r) =sup{f({t) - ko —t]}
€
est bien définie. Vérifier que g prolonge f et que g est aussi k-Lipschitzienne.

Exercice 93. Soit A une partie non vide et bornée d’un espace normé F.
Montrer que toute demi-droite d’origine a dans A rencontre la frontiere de A.
En déduire que A et Fr(A) ont le méme diametre.

Exercice 94. Soit R,[X] C R[X] le sous-espace vectoriel des polynémes de
degré n au plus. Montrer que

P — sup [P(z)| = |[P|

xz€[0,1]

est une norme ; on note, en particulier, £, C R,[X] I’ensemble des polynomes
normalisés (coefficient 1 pour le mondéme maximal) de degré au plus n. Montrer
quil existe a(n) € R tel que

VP e E, |P||>aln).

Exercice 95. Soit F' I'ensemble des fonctions Lipschitzienne de [0, 1] dans R.
On définit 'application

F= N =)+ sup HD=SOL

0<e<y<l Y —



120 Exercices.

Montrer que c’est une norme et comparer avec || - ||oo-

Exercice 96. Montrer que I'on définit une norme sur R? par

Déterminer et dessiner la sphere unité.

Exercice 97. Dans l'espace des fonctions continues définies sur [0, 1] a valeurs
dans R, muni de la norme || - ||, on considere une famille (f,..., f,) € EP et
on définit 'application N : R? — R par

p
N(x1,...,3p) = || infi“Loo-
i=1

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que N soit une norme sur
RP.

Exercice 98. Soit C' 'espace vectoriel des suites convergentes de nombres
réels et Cy le sous-espace des suites convergentes vers 0. On munit C' et Cyy de
la norme £*°.
a) Montrer que Cy est fermé dans C.
b) On définit une application 7' de C' dans Cj en associant a la suite (x,,)
la suite (y,) définie par yo = lim z, et y, = z,_1 — lim z,, pour n > 1.
n—o00 n—0o0
i) Montrer que T est linéaire continue et calculer || 7.
ii) Montrer que T est bijective.

)
iii) Montrer que pour tout z € C, ||T(z)| > 3|z
)

iv) Conclure que C' et Cy sont isomorphes.

Exercice 99. On considere 1'application linéaire de R?® dans R? de matrice

(le 3 i) dans les bases canoniques. Calculer la norme de cette application

dans les cas suivants :
a) R? et R? sont tous deux munis de la norme ¢>°.
b) R3 est muni de la norme ¢* et R? de la norme £*°.

c¢) R? est muni de la norme euclidienne et R? de la norme ¢>°.

Exercice 100. Une base de K" étant fixée, K = R ou C, on considere les
normes

X|, = ol et |X| = sup |z
=1

ie{l..n}
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Dans M,,(K), on leur associe les normes

IAll, = sup |AX], p€{l,00}.
=1

Vérifiez que pour A = (a;;) on a
JAll, = sup > lai;| et [|A]l, =sup Y ]

En déduire que sup; >, |a;;| et sup; Y |a;;| définissent des normes d’algebre

sur M, (K).

Exercice 101. Calculer les normes des formes linéaires suivantes sur C([—1, 1])
muni de la norme de la convergence uniforme.

) Jo
b f  sign(z) f(x) dv
o) [1, f(x)dx = f(0)

)
)

d) M ou a €]0, 1] est une constante.
)

Sty G f(5):

Exercice 102.
a) Montrer que sur R, [X], ||P|l, = > ;_,|P(k)| définit une norme.

€

b) Déterminer la norme de I'application linéaire f de Ry[X] dans R3[X] qui
au polynéme P(X) associe le polynéme X P(X), quand ces espaces sont
munis respectivement des normes || - ||z et || - ||

Exercice 103. Soit £ = C([0,1];R) muni de la topologie de la convergence
uniforme. On considere T : E — R linéaire tel que f > 0 implique T'f > 0.
Montrer que T est continue.

Exercice 104. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel normé alors F' est un sous-espace vectoriel de £. Donner un exemple

ou F # F. Montrer I'équivalence (}?’7& (7)) & (F=E).

Exercice 105. Montrer que |f|, = \/fol |£(t)]* dt définit une norme sur
¢v (0, 1)),

Montrer que la forme linéaire f — f(0) n’est pas continue pour cette norme.
En déduire que {f € C°([0,1]), f(0) = 0} n’est pas fermé.

Montrer que les sous-espaces Fy = {f € C°([0,1]), Vz € [0,1], f(z) =0} et
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F = {feC%0,1]), Vze[3,1], f(z) =0} sont fermés dans C°([0, 1]) avec
cette norme, que Fy N Fy, = {0} mais que F; @ Fy n’est pas fermé.

Exercice 106. Sur C'([0,1]; R) montrer que la quantité

N(f) = \/ / FOR+ 1F@F d

est une norme.

Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que : ||f||., < CN(f),Vf €
C'([0,1]; R). Les deux normes N et || ||, sont-elles équivalentes ?

Montrer que Fy = {f € C' ([0,1];R), f(0) =0} est un sous-espace vectoriel

fermé de C! ([0, 1]; R) pour la norme N et que la quantité N'(f) = \/fol 1) dt

est une norme sur F équivalente a N.

Exercice 107. Pour A et B deux parties d’un espace vectoriel normé (E, || ||),
onnote A+ B={x+y, v €A, y< B}.

a) Montrer que si A ou B est ouvert alors A + B est ouvert.

b) Vérifier que si A et B sont convexes, A + B est convexe.

)
c) Montrer que si A est compact et B est fermé, A + B est fermé.
d)

Donner un contre-exemple en dimension infinie ou la somme de deux
espaces vectoriels fermés n’est pas fermée. Dans le cas de R? considérer
I'exemple A =R_ x {0} et B = {(x,y), y > %, x> O}.

e) Montrer que si A et B sont fermés et si de plus la somme S : (z,y) €
Ax B — S(z,y) = x+y € E est propre (au sens o S™!(K) est compact
si K est compact) alors A + B est fermé.

Exercice 108. Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Montrer que s'il existe
un convexe compact d’intérieur non vide dans F alors E est de dimension finie.

Exercice 109. On note [§°(R) I'ensemble des suites réelles qui tendent vers 0
a l'infini. Vérifier que c’est un fermé de {*°(R) pour la norme || || ..

On note E = {z = (n)nen, (4 1)xp)nen € °(R)}. Montrer que E est un
sous-espace vectoriel dense de [°(R).

Sur E on met la norme ||z, = sup,cy|(n + 1)x,|. Montrer que les boules
fermées de (E, || ||;) sont des convexes compacts de (I°(R), || ||.)- Que peut-
on dire de leur intérieur pour la norme ||| 7 Peut-on trouver une boule de
(E, || |lg) qui est dense dans la boule unité de ({F°(R), || ||..)?

Exercice 110. Sur 'espace vectoriel des applications linéaires continues u :
(E, |l [lg) = (F,]] || ), on sait que 'on peut mettre la norme

w20 zlg
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Montrer que ce sup est en fait un maximum quand F est de dimension finie.
Est-ce encore vrai en dimension infinie ?

Exercice 111. On note C[X] I'ensemble des polynomes sur C et C,[X] l'en-
semble des polynomes de degré inférieur ou égal a n. Pour N € NU {co}, on
se donne une suite de points distincts (Zk)ke{0,1,...,N} du disque unité ouvert
D(0,1).
a) Montrer que pour N < oo, la quantité supyeg . ny [P(21)] définit une
norme sur Cy[X] et que cette norme est équivalente a supycqo 3 | P¥ (=)
et & sup, 5 [P(2)].
b) Pour N = +oo, montrer que la quantité sup, .y |P(z))| définit une norme
d’algebre sur C[X]. Est-elle équivalente a la norme sup, 55 [P(2)] 7

Exercice 112. Théoréme de Cayley-Hamilton : On travaille dans M,,(C)
et pour une matrice A on note P4(X) son polynéme caractéristique : P4(X) =
det (X Id —A).
a) Montrer que 'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).
(Indication, on travaillera sur la forme trigonalisée.)

b) En déduire que pour toute matrice dans M,,(C), on a P4(A) = 0. Que
peut-on dire pour les matrices de M,,(R)?

c¢) Reprendre I'exercice en utilisant la topologie de Zariskif] (cf : Exercice
A3). Indication : On vérifiera que I’ensemble des matrices dont toutes les
valeurs propres sont distinctes est un ouvert de Zariski. Généraliser a un
corps infini de caractéristique différente de 2 (pour que le déterminant
ait les bonnes propriétés).

Exercice 113. Montrer que dans un espace vectoriel normé (E, || || ), on ne
peut avoir deux applications linéaires continues u et v telles que

uov—vou=1d.

(On vérifiera u™ o v —vou™ = nu™1).

Exercice 114. Continuité des racines d’un polynome : On rappelle que
pour une fonction entiere ne s’annulant pas sur le cercle de centre z5 € C et
de rayon p > 0, le nombre de zéros de f (comptés avec multiplicité) dans le
disque D(zg, p) vaut (cf. cours sur les fonctions holomorphes) :

S f'(2)
2mi |z—z0|=p f(Z)

2question subsidiaire qui demande d’avoir fair I’exercice @

dz.
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Pour (ag,...,a,) € C" on note P(X,a) = a, X" + -+ + a9 € C[X]. Un
contour I' étant choisi dans C, montrer que les fonctions P(z,a) € C*(T) et
P'(z,a) € C°(T") dépendent contintiment de a (On met sur C°(T), la norme
du sup). En déduire en utilisant la formule donnée ci-dessus que les racines de
P(X,a) dépendent continument de a = (aq, . ..,a,) € C".

Exercice 115. Dans M,,(C), on note A* la matrice adjointe de A, A* = A
et Tr(A) la trace de A.

a) Montrer que la quantité /Tr(A*A) définit une norme sur M, (C). (On
vérifiera que Tr(A*A) =7/, |agi]?).

b) Montrer que si A est une matrice hermitienne, on a Tr(A*A) = 327 [\
oules \;; i = 1,...,n désignent les valeurs propres de A. (On rappelle

que Tr(AB) = Tr(BA)). En déduire que d(A, B) = \/Z?:l IX(B— A
définit une distance sur l'ensemble des matrices hermitiennes. Est-ce en-
core vrai dans M,,(C)?

Exercice 116. Soit (E,, || ||,) une suite d’espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie. Rappeler pourquoi la topologie produit sur I1,cy F, est métrisable.
Est-ce que une distance donnant cette topologie est associée a une norme ?

Exercice 117. Normes et convexes : On considere un espace vectoriel réel
E de dimension finie.

a) Montrer que si || || est une norme sur E, la boule unité est un convexe
symétrique (z € B(0, 1) entraine —x € B(0,1)) borné.

b) Réciproquement, pour un convexe K de E on définit la jauge de K, px
par

Ve e F, pK(x):inf{a>O, EEK}.
o

Montrer que si K est un convexe ouvert borné symétrique de F, pi est
une norme sur F et que la boule unité pour cette norme est K.

c) En déduire que si K; et K, sont deux convexes d’intérieur non vide
contenant 0, il existe o > 0 et § > 0 tels que aK; C Ky C K.

d) Que peut-on dire si £ est de dimension infinie (on notera qu’alors la
notion de borné dépend du choix d’une norme) ?

Exercice 118. Fonctions convexes : Sur un espace vectoriel réel E de
dimension n, on dit qu'une fonction f : £ — R est convexe si son épigraphe
epi(f) = {(z, ), f(z) < A} est un convexe de E x R. On supposera E de
dimension n et on le munira d’une base (e, ..., e,).

a) Montrer que si z € F, il existe une fonction affine a,(y) = l(y —x) + f(x)
sur F telle que a,(x) = f(x) et a,(y) < f(y),Yy € E. (Indication :
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On vérifiera que la fonction R 3 0 — f(z + fe;) est convexe pour tout
ie{l,...,n}

b) En déduire que f = SuP,umpe o<y @ €t que pour A € R, I'ensemble
{r € E, f(x) <A} est fermé.

¢) Pour t = (t1,...,t,) € R™, on note |t| = >, |t;|. Montrer que pour
re€Fet|t|<lona

flx+tier 4+ +tpen) < (1= [t]) f(z) + M [t],,

avec M, = max{|f(z+e;)|, 1<i<n}. En déduire que pour tout
A € R lensemble {z € E, f(x) < A} est ouvert. En associant avec le
résultat de b), en déduire que f est continue.

d) Montrer qu’une fonction f sur E est convexe si et seulement si pour tout
A € R lensemble {x € B, f(z) < A} est un fermé convexe.

e) Montrer que toute fonction convexe qui tend vers +oo quand ||z||; tend
vers 'infini admet un minimum.

8.5 Complétude

Exercice 119. Soit £ = {a;, i € N} un ensemble dénombrable, on définit
d: Ex FE— R, par
Vie N d(a;,a;)=0
1 1
il
Montrer que c’est une distance si 6 > 0; (E,d) est-il complet ?

\V/Z#'] d(ai,aj) :(5—|—

Exercice 120. On considere I'application d : C* — R, telle que d(0, z) = |z]
et, pour z et 2z’ non nuls, d(z,2") = |z — 2’| si z et 2’ ont le méme argument,
d(z,2") = |z] + || dans le cas contraire. Montrer que d est une distance sur
C, reconnaitre les boules pour cette distance ; comparer la convergence d’une
suite pour cette distance et pour la distance usuelle. Montrer que (C,d) est
complet.

Exercice 121. Sur l'espace C[X]| des polynomes on pose, pour

n
P=> aX* = |Plle=suplal,
k
0

1Pl =) Jaxl, 1Pl =
0
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Montrer que 'on définit ainsi trois normes non équivalentes et que l'espace
(CIX], || - |loo) n’est pas complet.

Exercice 122. Soit F l'ensemble des fonctions de classe C! de [0,1] dans R
telles que f(0) = 0. Démontrer que
IfIF= sup [f ()] + sup [f'(&)] et [|f]lx = sup |f(t) + f'(2)]
tef0,1

tel0,1] t€[0,1]

définissent deux normes équivalentes sur E et que E est complet.

Exercice 123. Soit F I'ensemble des suites de nombres réels (z,,) telles que
2y € [0,1] Vn. On pose d(z,y) = sup,, 22421 Montrer que d est une distance
et que E est un espace complet et compact. Ceci reste-t-il vrai si 'on prend

sur E la distance sup,, |t, — y,|?

Exercice 124. Montrer que 'espace C([0, 1]; R) normé par || f||; = fol |f(z)| dx
n’est pas complet. (on pourra considérer la suite de fonctions f,,(t) = inf(n, %))

Exercice 125. 0, 1] et [0, 1] sont-ils homéomorphes ?

Exercice 126. On désigne par F = C([0,1];R) I'e.v. des applications conti-
nues de [0, 1] dans R normé par la norme de la convergence uniforme. A tout
x € E on associe la fonction

y(t) =1/2 [1 + /01 te* xz(s) ds].

Montrer que y € E et que l'application f : E — E définie par f(x) = y est
contractante de rapport %. En déduire qu’il existe un unique a € E tel que
a = f(a) et donner une majoration de ||a — |00 sl zo(t) = 1 et x, = f(x,_1).

Exercice 127. Soit A €]0,1[, a € R et g une fonction continue et bornée sur
R. Montrer qu’il existe une unique fonction f continue et bornée sur R telle
que pour tout z réel f(x) = Af(x + a) + g(x). Calculer f si g = cos.

Exercice 128. Soit (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques complets, D une
partie dense de X et (g,) une suite d’applications 1-Lipschitzienne de X dans
Y telle que pour chaque z € D, la suite g,(z) converge dans Y. Montrer que
g, converge simplement sur X vers une application g de X dans Y et que g
est continue.

Exercice 129. Peut-on appliquer le théoreme des applications contractantes
a la suite définie par zy € R et z,,1; = sin(cos® x,,) ?

Exercice 130. On considere F 'espace des fonctions f continues de |0, 1[ dans
R telles que la fonction ¢f(t) soit bornée sur ]0,1[. On munit £ de la norme
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| fIl = sup |tf(t)|.- Montrer que E est complet et qu’il existe un unique f € E
tel que, pour tout t €]0, 1] :

cost

61(1) = 1(5) + f(5)+ 22,

Exercice 131. Soit £ = [%, +o0o[ sous-espace métrique de R, et f: F — R

avec f(z) = %.
a) Montrer que E est complet et que f(E) C E.
b

)
c¢) Calculer 'unique point fixe a de f.
)

d) Si l'on prolonge f & f : R \ {-%} - R par f= gzig, alors f n’est pas
contractante mais a 2 points fixes.

Montrer que f est contractante.

Exercice 132. Démontrer que si f est continue sur [a, b], & valeurs réelles ou

complexes et telle que pour tout n € N, f; 2" f(z)dx =0on a f = 0. (utiliser
un raisonnement de densité).

Exercice 133. Sur R? donner un exemple de fonction partiellement continue
en tout point et qui est discontinue en tout point de Q2 (On utilisera la fonction
folz,y) = =147 avec fo(0,0) = 0 et on numérotera les points de Q?).

Exercice 134. Soit (E, || ||) un espace de Banach. On note Sg la sphere unité
de E et on dit que la norme || || est uniformément convexe si pour tout £ > 0
il existe 0 > 0 tel que

)

Montrer que si || || est uniformément convexe et si C' est une partie convexe
fermée de E, alors pour tout x € E il existe un unique point de C' noté Po(x)
tel que

Va,y € Sp, (e —yll > 2) (

— Po(2)|| = inf ||z — y]|.
lz = Pe()ll = inf [lz —y]

(On utilisera une suite (y,)nen de C' minimisant la quantité inf,co |z — y|| et
on montrera qu’elle est de Cauchy).

Donner une norme sur R? (non uniformément convexe) pour laquelle la conclu-
sion est fausse.

Exercice 135. On munit R" de la norme euclidienne ||z|| = /320", |#;]°

a) Vérifier que l'on a

2 2
r—y

2

.T‘i‘y 1 2 1 2
R, ||2Y — - lylf?.
Va,y € R", H 5 5 I12l”+ 5 Ml
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b) En déduire que pour tout convexe fermé C' de R", et pour tout x € R,
il existe un unique Pr(z) € C tel que ||z — Po(x)|| = infyec ||z — y|.

c) Montrer que le point Po(x) est caractérisé par
Vye C, (y— Po(z),z — Po(x)) <0.

On interprétera géométriquement cette caractérisation.

d) En déduire que tout convexe fermé de R™ est égal a 'intersection de tous
les demi-espaces fermés le contenant

e) Séparation des convexes : Montrer que si C; et Cy sont deux convexes
fermés disjoints de R™, I'un des deux étant compact, il existe un hyper-
plan affine les séparant.

Exercice 136. On note E’ le dual topologique de E. En utilisant les résultats
des exercices [[17 et [35 montrer que si £ est de dimension finie, on a

|f ()]

= max .
ree g0 | fl

]l 5
Comparer a 'exercice [[10.

Exercice 137. Vérifiez que R muni de la distance d,(x, y) = |arctan(y) — arctan(z)|
n’est pas complet. Quel est son complété ?

Exercice 138. Sur CY ([0,1];R) on met la norme Ny(f) = fol |f(t)] dt. Pour
n € N, on pose

1 sig<uw
1 1 1 1
fala) = (s De =41 s b < <
0 Slx§§—n—+1

Vérifiez que la suite (f,,)nen est de Cauchy pour la norme N;. En déduire que
C°([0,1];R) n’est pas complet pour la norme Nj.

Exercice 139. Montrer que le dual topologique £’ d’un espace vectoriel normé
(E,] ||) sur K= R ou C muni de la norme

est un espace de Banach.

Plus généralement si (£, || || z) est un espace vectoriel normé et si (F, || ||) est
un espace de Banach, alors £(F, F') muni de la norme

[ul| = sup |u(z)|p
H$||E:1
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est un espace de Banach.

Exercice 140. Montrer que pour une norme quelconque sur M, (K), K =
R ou C, Id +A est inversible et log(Id +A) est bien défini des que la norme de
A est assez petite. (On vérifiera que c’est vrai en particulier pour [|A| < 1 si
|| || est une norme d’algebre).

Exercice 141. On considere une série entiere ;:5 ¢, 2™ de rayon de conver-
gence R > 0. On met une norme d’algebre || || sur M, (K), K =R ou C.

a) Expliquez pourquoi f(A) est une fonction continue (et méme analytique)
de A dans la boule ouverte de rayon R pour la norme || ||. (On travaillera
composante par composante et on justifiera proprement cette approche.)

b) On note D le disque unité fermé de C et T le cercle de rayon 1 orienté.
Soit A € M,,(K) telle que [|A[| < R. Vérifier que la fonction 2 — f(zA)
est holomorphe par rapport a z dans un voisinage de D et que 'on a
pour tout n € N

1 A
CnAn _ f(Z )

= -
2mi Jp 2"t

dz.

Exercice 142. On rappelle que les matrices diagonalisables forment une partie
dense dans M,,(C). Montrer que I'on a pour tout A € M,,(C)

det [exp(A)] = exp [Tr(A)] .
Exercice 143. On munit M,,(C) d’une norme d’algebre || ||.

a) En utilisant l'exercice [[40, montrer que I’application exponentielle exp :
M, (C) = M,,(C) définit un homéomorphisme local pres de 0 de M,,(C)
sur G L, (C). L’objectif des questions suivantes est de vérifier que 'appli-
cation exponentielle est surjective de M,,(C) sur GL,(C).

b) En choisissant correctement une détermination du logarithme complexe,
vérifier que toute matrice diagonalisable inversible peut s’écrire comme
I’exponentielle d’une matrice.

c) En utilisant la série log(1+2) =) g (;IL)IH " montrer que Id +N peut

s’écrire comme 1’exponentielle d'une matrice si N est nilpotente.

d) En utilisant la décomposition de Jordan (toute matrice de M,,(C) peut
s’écrire comme la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice
nilpotente qui commutent), déduire de b) et ¢) que I'application expo-
nentielle est surjective sur GL,(C).

e) L’application exponentielle de M,,(C) sur GL,(C) est-elle injective ?
f) L’application exponentielle est-elle surjective de M,,(R) sur GL,(R)?
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Exercice 144. Rayon spectral et norme : Pour une matrice quelconque

A de M,,(C), on appelle spectre de A et on note o(A) 'ensemble de ses valeurs

propres. On définit alors le rayon spectral de A par p(A) = max {|A\|, A € o(A)}.
Sur M,,(C), on prend dans un premier temps la norme d’algebre associée a

une norme | | sur C"

[Allg = sup [AX].
1X|=1
a) Montrer que pour tout n € N, on a p(A)" < [[A™||, < [|Ally-
b) De la deuxieme inégalité, déduire que I’on a pour z appartenant au disque

1

ouvert de C de rayon ——
14l

(1—2z24)"= 3 (zA)".

c) Vérifier que la fonction 2 — (1 — zA)™! est en fait holomorphe dans

le disque ouvert de rayon ﬁ. On pourra utiliser 'exercice g pour
montrer que pour € > 0, on peut trouver une constante positive C. telle

que

1 n
vn €N, A", < C: (1—_5> ‘

p
d) A partir de a) et b), démontrer

p(4) = lim A7)

e) Montrer que pour n’importe quelle norme || || M,,(C) on a la formule du
rayon spectral :
: "
) = i A7)

Exercice 145. On rappelle qu’'un espace métrique (X, d) est dit ultramétrique
si la distance vérifie

Ve,y,z € N, d(z,2) < max{d(z,y),d(y,2)}.
a) Montrer qu’une suite (x,),eny d'un espace ultramétrique est de Cauchy

si et seulement si la distance d(z,, ,+1) tend vers 0 quand n — oc.

b) Pour un corps K, on note K((X)) I'ensemble des séries formelles ”avec
pole en 07, i.e. I'ensemble des suites de K indexées par n € Z nulles en
dessous d'un certain rang.

K((X)) =1{S = (sn)nez, Ino € Z,Yn < ng, s, =0}.

Comme pour K[[X]] (cf exercice @), on écrit S = 2;2(5) sk X" et on
définit une distance ultramétrique sur K((X)) a Iaide de la valuation en
posant d(S,T) = e~ v(5=1).
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i) Montrer que K((X)) muni de la distance ultramétrique est complet.
ii) Montrer que si v(S) = 0 alors 1 + XS est inversible dans K[[X]] C
K((X)).

iii) En déduire que K((X)) est un corps dans lequel le corps des frac-
tions rationnelles K(X) est dense.

¢) Pour p premier, on écrit les entiers en base p : un entier n € N s’écrit

de maniere unique ag + ai1p + agp? - -+ + aq,p¥ avec les coefficients ay

dans Z / pZ On définit alors la valuation v(n) d'un entier n comme le

plus grand entier k tel que p* divise n. En mimant I’étude de K((X)),

construire un corps qui contient N (et donc Q) qui est complet pour la
distance associée a la valuation v. C’est le corps des nombres p-adiques.

Exercice 146. Théoréme de Cauchy-Lipschitz : On considére une fonc-
tion f : Ry x RY — RY continue et localement Lipschitzienne par rapport a y :
Pour tout (¢,y) € R il existe un voisinage V,, de (¢, y) et une constante Cj,
qui dépend de (t,y) telle que

vybyQ € Rda
((t,31) € Viy et (t,y2) € Vi) = (1 f (¢, 52) = f(& )|l < Coy lly2 — wal) -

Sous ces hypotheses, on considere le probleme de Cauchy (i.e. équation différentielle

avec données initiales)
y(t) = f(ty(t))
{ V0) = 10 € RY (8.5.1)
a) Vérifier que y € Cl([—a, a]; R?) résout (B.5.1)) si et seulement c’est un
point fixe de l’applicatlon P : C[—a,a;RY) — C([—a, a]; RY) définie
par

@@Mﬂzm+£f@ﬂ%ds

b) Montrer que pour a > 0 et R assez petits, ¢ est une contraction de
C°([—a, a; By(yo, R)) dans lui méme. Conclure.

¢) On note T la borne supérieure de I'ensemble des t € R tels que (B.5.1)
a une unique solution sur [0,t]. Montrer que si T < +oc alors on a
limy_ [y(t)]] = +oc.

Exercice 147. Théoréme des fonctions implicites : Soit f une fonction
C! de R” x R} dans R™ et I'on rappelle que dans ce cas la différentielle de f
par rapport a y en un point (o, yo), notée d, f(zo, yo) est 'unique application
linéaire de R™ dans R™ telle que f(zo,y) = f(xo,%0) + dyf(zo,v0)-(y — vo) +
o(lly = yoll) quand y — yo.

On suppose que f(0,0) =0 et que M = d, f(0,0) est dans GL,,(R).
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a) Montrer que pour a > 0 et r > 0 assez petit 'application & définie sur
Fo = C*(B}(0,); BF(0,7)) par

[@(y)] (x) = y(z) = M~ fla,y(x) = =M~ [f(z,y(x)) — M.y(z)]

envoie I’ dans lui méme et est une contraction de F,,.

b) En déduire que pour a > 0 et r > 0 il existe une unique application
continue y de B}(0, ) dans B'(0,r) telle que f(z,y(x)) = 0 pour tout
z € By (0, ).

c) Vérifier que la solution y(z) est en fait C! et que sa différentielle vaut
doy(z) = —dy f (z,y(x)) " o dof (x,y(x)).

Exercice 148. Théoréme de Baire : Soit (X, d) un espace métrique com-
plet :

a) Montrer qu’'une suite décroissante de fermés (F,),en, non vides, F,, # 0,
dont le diametre tend vers 0 quand n — oo a une intersection non vide.

b) Montrer qu’'une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.
Indication : On prendra une suite (O, ),eny d’ouverts denses et pour x €
X, on construira pour tout voisinage V' une suite décroissante de boules
fermées (B, )nen telles que B, CVNO;N---NO,.

c) On appelle Gs-dense une partie de X qui s’écrit comme intersection
dénombrable d’ouverts denses. Montrer que la famille des Gs-denses est
stable par intersection dénombrable.

d) On appelle partie maigre de X une partie incluse dans un réunion dénombrable
de fermés d’intérieur vide. Montrer que X n’est pas maigre et ne peut
s’écrire comme réunion dénombrable de parties maigres.

e) Montrer que si X est égal a une réunion dénombrable de fermés X =

[¢]
U,en Fr alors la réunion des intérieurs (J,, oy £5 est un ouvert dense de
X. (On travaillera dans une boule fermée arbitraire de X).

f) Que peut-on dire pour un espace topologique (X,7) si on remplace les
mots “métrique complet” par localement compact (au sens ou tout point
admet une base de voisinages compacts) 7

Exercice 149. Une application du théoreme de Baire :

a) Soit (fn),ey une suite de fonctions réelles continues sur [0, 1] qui converge
simplement vers f. Pour n,p,q € N on note

P = {re01, ) - 4ol < — .

>p n+1

i) Montrer que pour n fixé, 'union UpeN F,, n’est autre que [0, 1].
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[e)

ii) En appliquant le a), en déduire que O, = |,y Frnp est un ouvert
dense de [0, 1]. A l'aide du théoreme de Baire a nouveau, en déduire
que G = (,cy On est un Gs-dense de [0, 1].

iii) Expliciter ce que signifie x € G et en conclure que la limite simple
f est continue en tout point de G.

b) Montrer que la fonction 1g ne peut étre limite simple d'une suite de
fonctions continues.

¢) Montrer que la dérivée de toute fonction dérivable sur [0, 1] est continue
sur un Gg-dense de [0, 1]. (On écrira la dérivée comme une limite simple
de fonctions continues).

8.6 Propriétés des espaces de fonctions conti-
nues

Exercice 150. Polynomes de Bernstein : L’objectif de cet exercice est de
redémontrer de fagon plus explicite la densité de R[X] dans C°([a,b];R). On
commencera avec a = 0 et b = 1.

a) En dérivant la formule du binéme par rapport a& X, montrer pour n € N*
les identités de polynomes a 2 variables :

nX(X +Y)" Z pCPXPY™P
p=0
et
nn— DX} (X +Y)" Z p(p— 1)CPXPY™P,

b) Montrer que pour tout x € R on a

n

ZCﬁxp(l —z)"P=1 et Z(nw —p)?CPaP(1 — 2)" P = na(l — ).
p=0

p=0
(Pour la deuxieme identité, on utilisera les deux égalités du a)).
c) Pour f € C°(]0,1];R), on note P, le polynome

n

Po(X) = Y Cof(2)X7(1 = X)".

p=0

Montrer que pour tout € > 0 il existe a > 0 tel que

r—=|<a=|f(z (B) <e.
e lr@ -G
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Vérifier que si ‘x — 2| > « alors (m_p
n no

f(@) = Pa(a) = > Ch (f(2) -

montrer que

)2 > 1. En remarquant que

() sra-or

o) - Pula)| < e 210

Conclure que lim P,(z) = f(x) uniformément sur [0, 1].

d) Comment obtient-on en général le résultat pour C° ([a, b]; R) ?

Exercice 151. Soit (X, d) un espace métrique compact. Vérifier que C°(X; R)
sépare les points : i) Pour tout z € X il existe f € C°(X;R) tel que f(z) # 0;
ii) pour tout z,y € X, z # v, il existe f € C°(X;R) telle que f(x) # f(y).
(On utilisera la distance pour construire de telles fonctions).

Exercice 152. Soit (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques compacts. On
note C°(X;K) ® C°(Y;K) le produit tensoriel (algébrique) de C°(X;K) avec
CO(Y;K), i.e. Pensemble des combinaisons linéaires finies SN | Aoy ()1 (y)
avec ; € CO(X;K), ¢; € C°(Y;K) et \; € K. Montrer d’abord pour K = R
puis pour K = C que C°(X;K) ® C°(Y;K) est dense dans C°(X x Y;K).

Exercice 153. Calcul fonctionnel : On considere une algebre normée (A, || ||)
compleéte avec unité et munie d’une involution antilinéaire (i.e. une application
* . A — A R-linéaire telle que (A\A)" = XA* et (A*)* = A pour A € A et
A € C) vérifiant pour tout A € A ||A*A| = ||A||*. Une telle algtbre est appelée
C*-algebre

a) Un exemple : Montrer que si on met un produit scalaire ( , ) sur
C" et que l'on considere sur C" la norme hermitienne associée ||z||, =
vV (z,2), alors M,,(C) muni de la norme [|A[| = sup, _; [[Az]|, est une
C*-algebre.

b) Pour A € A, on note p(A) 'ensemble des A € C tels que (A—A) admet un
inverse dans A. Montrer que p(A) est un ouvert de C (Pour (A\g—A) inver-
sible et A proche de \g, on écrira (A—A) = (Ag—A) (1 + (A — Xo) (Ao — A)7Y)
et on exprimera 'inverse du deuxieme facteur a ’aide d'une série). Par un
argument similaire (développement en série) montrer que p(A) contient
{Ae C, |\ > ||Al|}. En déduire que le complémentaire o(A) de p(A),
que l'on appellera spectre de A, est un compact de C inclus dans la
boule de rayon || A]l.

c¢) En utilisant ’holomorphie de la fonction (1—2zA)~! sur p(A) comme dans
Pexercice [[44 (Complétude) montrer qu’en fait on a ||Al| = supyc,(a) ||
des que A* = A (en fait le résultat est encore vrai des que A et A*
commutent).
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d) Montrer que pour A € Aet P € C[X]| on a o(P(A)) = P(c(A)) et que
[ P(A)|| = supyeyay [P(A)] (Pour ce dernier point on écrira | P(A)|* =
IP(A)P(A)| = [[PP(A)]]).

e) Montrer que pour A € A le spectre de A* se déduit de celui de A par
conjugaison complexe, 0(A*) = o(A). En déduire que si A* = A alors
o(A) est un compact de R.

f) Soit A € Atel que A* = A. En utilisant le théoreme de Stone-Weierstrass
(avec les polynomes sur o(A)) montrer qu’il existe une unique application
linéaire ®4 de C° (o(A); C) dans A tel que

i) ®,4 est un morphisme de C*-algebre : ®4(Af+g) = APA(f)+Pa(g),
Pu(fg) =Pa(f)Palg), Pa(l) =1 et Du(f) = Pa(f)"
ii) Si f(x) =z alors ®4(f) = A.

iii) ®, est continue.

Ce résultat permet en fait de définir f(A) pour tout A € A tel que
A* = Aet f €C%0(A)) en posant f(A) = D 4(f).

Exercice 154. Lemme d’Urysohn : Cet exercice vise a démontrer un résultat
qui généralise celui de 'exercice [[5]] et permet de généraliser celui de I'exercice
2.

a) Soit (X,7) un espace topologique localement compact et dénombrable
a 'infini ] et soient F} et F, deux fermés disjoints de X
i) Montrer qu’il existe deux ouverts Oy et Os disjoints et tels que F; C
O; et Fy C O,. Vérifier ensuite que I'on a Fy C Oy C Oy C Cx F.
ii) Montrer par récurrence sur n que l'on peut construire une une suite
d’ouverts O, indexée par r = 2%, neN, ke {l,...2"} telle que
F,CcO,CO,CO.CO,yCCxF,des que r <. (Faire un dessin
pour n =0 puis n = 1.)

iii) Pour n € N on considere la fonction f,, définie sur X donnée par

271
1
fa(z) = Q_HZIBXO%'

k=1

Tracer le graphe de fo, f1 et fy en se plagant sur X = [0, 1]. Vérifier

que l'on a f,(z) <r = 2% si et seulement si € O,. Montrer que
la suite f,, est croissante bornée et donc converge simplement vers

une fonction que I'on notera f.
iv) Vérifier que si x et y appartiennent a Ox1 \ O E alors on a pour
277. n

tout m > n, | fn(y) — fin(2)| > 37. En déduire que f est continue.

30n pourra se placer dans un premier temps dans le cas compact. Pour le cas général,
on utilisera I'exercice 83 f).
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v) En déduire le lemme d’Urysohn dans le cas compact : Si F} et Fy
sont deux fermés disjoints de (X,7) compact, alors il existe une
application continue qui vaut 0 sur un voisinage de F} et 1 sur un
voisinage de F5.

b) Montrer que C°(X;R) sépare les points de X.
¢) Reprendre lexercice [53 pour (X, T) et (Y, T") espaces topologiques com-

pacts.

Exercice 155. Théoréeme de Cauchy-Arzela : Soit f une application
continue de R x R dans R et soit (f, z9) € R x R.

a) Pour deux réels positifs & > 0 et 5 > 0, rappeler pourquoi la fonction f
est bornée sur [tg — a, tg + a X [£g — 5,20 + []. On notera M la borne
de f sur ce voisinage de (tg,zo) et on posera v = min {a, %

b) Pour N € N*, on subdivise U'intervalle [to, to + ] en posant ty; = to + %7,
i € {0,...,N}. On considere alors la fonction affine par morceaux xy
définie sur [tg, to + 7] par

en(t) =an(tn:) + (& —tni) f (v, an(tng))  pour ty; <t < tyiti,
zn(to) = zo.

Vérifier que la suite (zy)nen+ est équicontinue. En déduire qu’il existe

une fonction x continue sur [to,to + 7] et une sous-suite (zn, )ren qui
converge uniformément vers x sur [tg, o + 7]

c) Vérifier que pour N € N* la fonction zy vérifie

Vt € [to, to + 7], za(t) = 2o + Z 1[th,tN it1] (s)f (tN,uxN(tN,i)) ds.

0 tna<t

d) A Tl'aide de c), montrer que la limite = trouvée en b) vérifie

Vt € [to, to + 7], 2(t) = xo + /Otf (s,2(s))ds

En déduire que x est C! et résout sur [to,to + 7] le probleme de Cauchy

{ o'(t) = f (t,x(t))

.Z‘(t()) = Z9-

e) A-t-on unicité de la solution (On pourra considérer f(z) = +/|z|, g = to =
0) ? Comparer au théoréme de Cauchy-Lipschitz (Exercice [[46).
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8.7 Espaces de Hilbert

Exercice 156. Identités de polarisation : Soit (£, (, )) un espace préhilbertien
sur K =R ou C et || || la norme associée.

a) Dans le cas K = R, montrer que 'on a pour tout x,y € F

1
(.9) = 7 [+Il+2+yl* = ll=2 + y[’]

b) Dans le cas K = C, montrer que 'on a pour tout x,y € F
1 . o
(w,9) = 7 [+l+z+ yl* = ll=2 +yll* + i lliz + y)|* — i || =iz + ] .

c) En déduire que I'on peut toujours retrouver le produit scalaire a partir
de la norme.

Exercice 157. On considere un espace vectoriel £ sur R muni d’une norme
|| || vérifiant I'identité de la médiane :

Va,y € B, |lz +yl” + lz —yl* = 2|z + 2|y|*.

L’objectif est de montrer que F muni de cette norme est nécessairement un
espace préhilbertien. Il s’agit donc de construire un produit scalaire et compte
tenu de I'exercice [[5G on pose

1
o,y € B, (v.y) = 7 [le +ul* = o —yl].

Il reste a vérifier que I'on a bien défini ainsi un produit scalaire.
a) Montrer que pour tout z,y € E on a (z,y) = (y,z) et (z,z) = ||z|°.
b) Montrer que pour z1,z9,y € E on a (x1 + z2,y) — (z1,y) — (x2,y) =0
(On utilisera 'identité de la médiane avec les paires (z; + y, xo + y) et
(21 — Yy, 22 — y)).
¢) Montrer, en utilisant b), que si z,y € Eet r € Q on a (rz,y) = r(z,y)

et, en utilisant un argument de continuité, que c’est encore vrai pour
r e R.

d) En déduire que (z,y) définit bien un produit scalaire sur £ qui donne la
norme || ||.

e) Traiter de méme le cas K = C.

Exercice 158. Séries de Fourier : On identifie ’ensemble des fonctions
continues complexes périodiques de période 27 avec I'ensemble des fonctions
continues complexes sur le cercle unité S = {(z,y) € R%,|z|* + |y|* = 1}. On
note C°(S*; C).
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a) Expliquez pourquoi on peut identifier L?(S', %) avec L?([0,2n], £2),

pourquoi L2(S*, %) muni du produit scalaire

2
2r da

(f.9) = i f(9)9(9)§

est un espace de Hilbert et pourquoi C°(S') est dense dans L*(S') (Cf
cours d’intégration).
b) Vérifier que (e™),,cz est un systéme orthonormé de L?(S*).

¢) En appliquant un corollaire de Stone-Weierstrass, montrer que 1’espace
des polynomes trigonométriques que Vect {em(’,n € Z} est dense dans
L?(SY). En déduire que (e™?),cz est une base hilbertienne de L?(S!).

d) En déduire que pour tout f € L*(S*),ona f =, _, foe™ dans L*(S?)
en posant f, = 02” el f (9)%. Montrer de plus 'identité de Parseval

2 do
|iser g =S ine.

ne”L

Exercice 159. Polynémes de Legendre : Sur R[X]| on définit la forme
bilinéaire : .
P.Q) = [ PoQW d.
-1
a) Vérifier que muni de ce produit scalaire R[X] est un espace préhilbertien.

b) Est-ce un espace de Hilbert ? Quel est son complété ?

¢) En appliquant a la base (X"),en le procédé d’orthogonalisation de Schmidt,
montrer qu’il existe une et une seule famille orthonormée P, dans laquelle
P, est exactement de degré n et vérifie (P,, X,,) > 0. Vérifier que la fa-
mille (P,),en est une base algébrique de R[X].

d) En déduire que (P,)nen est une base Hilbertienne de L*([—1,1], dz).

e) On définit le polynome @Q,, par
1 dr

@n(t) = onp! din

Montrer que @, est de degré n et a n racines simples dans (—1,1).
Montrer que @), est orthogonal a tout polynome de degré inférieur a n
et en déduire @, = A, P,. Calculer (Q,,Q,) et en déduire A,. Calculer

Q(—=1) et Q(1).

f) Etablir les relations
Vn > 2, nQn = (2n — 1) XQn-1— (n — 1)Qn—2,

# —1)"

et
Wn € NVt € R, %[(1 — P (8)] + n(n+ )P, (t) = 0.
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