Chapitre 1 : Ensembles dénombrables,
topologie de R, suites numériques

I Ensembles dénombrables
A) Propriétés élémentaires de N, ensembles finis

Voir cours de sup

B) Ensembles dénombrables

Définition :

e Soient £ et F' deux ensembles. On dit que E et F sont équipotents lorsqu’il
existe une bijection de £ dans F.

¢ On dit qu'un ensemble £ est dénombrable lorsqu’il est équipotent a IN.

Exemples :
- N est dénombrable
- pNou pe N*, une bijection de N dans pN étant n+> pn.

- NXN. En effet, ’application f:NXN — N est bijective.
(n,p) = (2p+1)2"

Théoréme :
Un ensemble / est dénombrable si et seulement si / est la réunion d’une famille

croissante de parties finies, non stationnaire.

C'est-a-dire : / est dénombrable < Il existe une famille (J,),. de parties finies
de 7 telle que :

-VneN,J, cJ, ,

1=\,

neN

-VneN,J, cletJ, #1

Démonstration :

=

Comme / est équipotent a N, on peut supposer que / =N.

Posons J, = HO,n] pour ne N.

Alors J, estfini, J, cJ, ,, [=N= UJn et enfin (J,),.y n’est pas stationnaire.

neN

n+l?

=
Supposons I’existence d’une telle famille (J,),  , mais strictement croissante.

K,=J,

K, =J \J

n n n-1

|-x,

On note a, =card(J,) (noté aussi #J,), { etb =#K,6 =a,—a,,

Ainsi, pour tout ne IV, il existe une bijection f, : Hl,bn
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On définit I’application g:N* — [ par:

g(n)=f,,,(n—a,),on, pour ne N, onanoté k=minfie N,n<a.,}

(Ainsi, a, <n<a,,,,donc n—a, <a,,,—a, =b,,, donc g est bien définie)

Alors :

- g est injective :

Soient n,n'e N, supposons que g(n)=g(n').

Soient k, k' tels que a, <n<a,,, et a,, <n'<a,,,.

Alors g(n) = fi, (n—a,)e K, et g(n')= f.,,(n'-a, )€ K.,

Alors k =k', car sinon, comme les K, sont disjoints, on aurait g(n)# g(n').

Donc f,,(n—a,)=g(n)=gn'") = f,,(n'-a,)

Soit, comme f,,, estinjective, n=n'. D’ou I'injectivité de g.

- g est surjective :

Soit xe [ . Il existe donc i€ N tel que xe J; ; posons k = minfie N, xe Jl.}

Ainsi, x¢ J,_,etdonc xe J,\J,_ =K,

Il existe donc je Hl,bk” tel que x= f,(j).

Etonaalors g(a, + /)= fi(a, +j—a,)= f,(j)=x

D’ou la surjectivité de g.

Si maintenant la famille (J,),.y n’est que croissante, on a toujours le résultat en
"retirant” les termes en double, ce qui ne mettra en défaut aucune des hypothéses.

Ainsi, par exemple :
- Zestdénombrable

- Qestdénombrable, avec J, = {fe Q,peZ,ge N* pArg =], p|+q < n+1}

- Toute partie infinie de IN est dénombrable.

Théoréme :
Soit £ un ensemble. Il n’existe aucune surjection de £ sur P(F)

Démonstration :

Supposons qu’il existe une telle surjection f:E — P(E).

Notons A={xe E,x¢ f(x)}. Comme f est surjective, A posséde un antécédent a
par f.

Si ae A4, alors par définition, a¢ f(A)= A4, ce qui est contradictoire.

Donc a¢ A, c'est-a-dire que a€ f(A) soit ae A ce qui est aussi contradictoire.

Donc fn’est pas surjective.

Corollaire :
N n’est pas équipotent a P(IN).

Exemple :
L’ensemble R n’est pas dénombrable (démonstration de Cantor) :
Soit (u,),. une suite a valeurs dans [0;1[
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Pour ne N, on notera (a\"),  le développement décimal de u,, c'est-a-dire
] ko qW .
] telle que u, = klgﬂo Zﬁ et telle que (a),. n’est
i=1

I’unique suite a valeurs dans HO;9

pas stationnaire a 9.
La suite (u,),_ s écrit donc, en base 10 :
—0 g0,®
u,=0,a,’a,” ...

—0 a0,
u,=0,a,’a,” ...

—0 g0 @ G+
u, =0,a,’a,”..a; ...
. TP b =0sial™ #0
Soit (b)), la suite définie par k
b =1sinon

Alors cette suite n’est pas stationnaire en 9. Donc (b')),_ est le développement
) k b(i)
décimal propre de b = klirEO 2 10
Alors be {u, ke N}
En effet, supposons que b=u,,,ou ke N.
Alors Vie N*,p" =q”
Donc, en particulier, 5™ =a'**" | ce qui est impossible.
Il n’existe donc pas de surjection de N dans [0;][, et encore moins dans R.

Remarque :

R est donc un ensemble "plus grand" que IN.

L’hypothése du continu affirme qu’il n’existe pas d’ensemble "plus grand" que N
et "plus petit" que R. (I’existence ou la non-existence d’un tel ensemble est en effet
indécidable sans cet axiome supplémentaire)

11 Espaces vectoriels normés
A) Norme, distance associée

On désignera ici par K le corps R ou C.

Définition :

Soit £ un K-ev. On appelle norme sur £ toute application N: E — R telle que :
(1) Vxe E,N(x)=20

(2) Vxe EN(x)=0=>x=0

(3) VAe K,Vxe E,N(Ax)=|A|N(x)

(4) V(x,y)€ E*,N(x+y)< N(x)+N(y)

On appelle espace vectoriel normé le couple (E,N).

Exemples :
| | est une norme sur R. Mais | | peut aussi étre vue comme norme sur C.
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Propriétés :

e Lanorme N est une application 1-lipschitzienne par rapport a elle-méme, c'est-
a-dire :

[Nx) =N SN(x-y)

e Lanorme N est convexe, c'est-a-dire :

Ve [0;1],V(x,y)e E*, N(tx+(1—1)y) <tN(x)+(1-1)N(»)

Démonstration :

- Nx)=N(y+(x=y)SNY)+N(x-y)

Donc N(x)-N(y)SN(x—y).

Et, de méme, N(y)—-N(x)SN(y—x)=N(x—y).

Donc |N(x) - N(y)| <N(x-Y)

-Ntx+(1-8)y) S N(tx)+ N(1-1)y)

<IN(x)+(1=1)N(y)

Définition :

e On appelle distance associ¢e a N I’application d :EXE — R
(0, y)=>N(x=y)

Elle vérifie les propriétés, pour tous x,y,z€ E :
(1) d(x,y)20

() d(x,y)=0=x=y

(3) d(x,y)=d(y,x)

@ d(x,z)<d(x,y)+d(y,z)

¢ On notera dans la suite N(x)= ||x|| .

Définition :
e On appelle boule ouverte de centre x€ E et de rayon r>0 (£ étant un K-ev
normé —"evn") ’ensemble B(x,r)={xe E,d(x,y)<r}.
On appelle boule fermée de méme centre et méme rayon I’ensemble
B(x,r)={xe E,d(x,y)<r}
On appelle enfin sphére (toujours méme centre, méme rayon) |’ensemble
S(x,r)=1{xe E,d(x,y)= r}
® Soit 4 une partie de ’evn £ ; on dit que A4 est bornée lorsqu’elle est contenue
dans une boule fermée de E.
Ainsi, 4 est bornée < dxe E,Ire RT,A c E(x, r)
e Soit 4 une partie de ’evn E. Alors :
A estbornée < Vxe E,dre RT,A c B(x,r)
Démonstration :
< ... (E étant non vide, on a le choix)
= : Supposons que A4 est bornée. Soit x€ £, re Rf tels que A B(x,r).
Soit maintenant x'e E . Pour tout ye 4,ona:
N(y—-x)<r
Et N(y—x")SN(py—-x)+N(x—x")
Donc N(y—x")<r+N(x—x'). Ainsi, 4 < B(x,r + N(x —x"))
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Définition :

On dit qu’une application ' d’un ensemble X dans un evn E est bornée lorsque la

partie f(X) est une partie bornée de E. C'est-a-dire :
festbornée < dxe E,Ire Rf,Vae X,d(f(a),x)<r

Exemples :
e Soit E=K"et N,: K" >R .Alors N, estune norme sur E.
(xl,xz,...xn)l—>2|x,.|
i=1
e Soit E=K"et N,: K" —>R__ . Alors N, estune norme sur E.
(3, 00X, >0 | 2 X7
i=1
e Soit E=K"et N_: K'->R . Alors N_ estune norme sur E.

(x,,%5,...X, )HL‘i‘a"M

Ll

e Soient a, b avec a<b deux réels, E=C°(a,b],R).

N, :E%B est une norme sur £.
- j |f(¢)|dt
Démonstration :
- Positivité : V€ E. [ | /(0] 20

- Séparation : soit f'€ E, supposons que N,(f)=0

L’application

La fonction x > | f (x)| est positive, continue sur [a,b] et I h| f (t)|dt =0.

Donc f=0.
- Soit AeR, feE.

Alors N,(A) = [ |47 lde = [ |2 @lde =| AN, ()
- Soit (f,g)e E?
N(f+8) =] [f@O)+gldi < [ £ 1) +]g@lde < N,()+ Ny(g)

e Dans E=C([a,h] R) :
N, E—->R est une norme.

f|—>( [ f(t)|2dtjl

e Toujours dans F = C([a,b], R), N,:f— m[ai(]|f(x)|

B) Suites dans un espace vectoriel normé

Définition :

Soit Eunevn, ue E™

¢ On dit que u est bornée lorsque u(IN) est bornée.
¢ On dit que # admet une limite /€ E lorsque :
Ve>0,3n € N,Vne N,n2ny = |u, —1|< e
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Proposition :
Soit Eunevn, ue EV.

(1) u converge vers /€ E si et seulement si (jju, —/

(2) u est bornée si et seulement si (|

b
u,),en Lest.

(3) Si u converge, alors u est bornée.
(4) Si u admet une limite /, alors celle-ci est unique.

).y converge vers 0.

Démonstration :
Les trois premiers sont des conséquences de la définition.
Pour le (4) : Soient /,/'e E . Supposons que u converge vers /et /.

Posons €= ||l—l'||.

. . £
Alors il existe n,€ N tel que Vne N,n2n, = ||un —I|| < 3

Et n,e N tel que Vne N,n2n, =

£
un—l'"S—.

3
Pour k =max(n,,n,),ona:

=< =]+ s =0

o £ €
, C'est-a-dire 8S§+§. Or, €>20.Donc =0 et ="

Théoréme :

et ’application € — E  est linéaire.
u—limu

L’ensemble € des suites convergentes dans E est un sous-espace vectoriel de E™

Démonstration :
e D¢ja, la suite nulle est bien dans €.
e Soient u,ve €, u_,v,_ leurs limiteset £€>0.

Il existe n,e N tel que Vne N,n2n, =

Alors, pour n2>ny, |(u, +v,)—(u_+v,_ )|| < ||un —uw||+

v, — vw|| <e.
Donc u+v converge vers u_ +v,,.

e Soit (4,),.y€ K" convergeant vers A_.

Soit (u,),.y € E" convergeant vers u, .

Alors (Au,),. converge vers A_u_, .

En effet : soit L un majorant (|4, ),y -
. . |4, -A.|<e
Soit £>0. Il existe n,e N tel que Vne N,n2n, = .
|, —u| < e

Donc, pour n=>n, :
Au, = Au || <|Au, — Au ||+ |Au., —Au.|
<|4, Ay = A .|

<Le+eu,|=(L+[u_|e
D’ou le résultat.

w, —u_|+
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Théoreme :
Si (4,),.n€ K" et (u,),.y€E" sont deux suites dont 1’une est bornée et I’autre

de limite nulle, (4,u,),. est de limite nulle.

En effet :
Supposons (4,),. bornée. Soit Le R’ tel que Vne N,

A|<L.

. . £
Alors pour £ >0, il existe n,e N tel que Vane N,n2=n, = ||un|| < 7

Donc n2n, = |Au,|=|4|u, €.

Exemples :

e Avec £=R", munide la norme || ||w

Alors une suite [(xfk),xék ),...xi"))]kEN converge vers (x;°,x;,..x, ) si et seulement

si Vie [Il,n],xf“ww«
e Avec E=C([0;1],R) muni de la norme || ||1

Soit f, : x> x" pour ne N.

Montrons que (f,),. €st de limite nulle dans (£,

”1)

1
Pour ne N, |(f, zjlﬂ(x)|dx=—.
oo n+l
Donc fnlwo,d’oﬁ f;ﬁ)o

Attention : (f,

n

{ six#1, f, (x)———0

),y D€ converge pas ponctuellement vers 0 :

n—>+oo

maissi x =1, f,(x) ——=—1

n—>+oo

La suite (f,),.y converge t’elle dans (£, ||W) ?
Ona = max|x"| =1
Sl xe[o;)l(]|x |

Donc déja (f,

n

),y he tend pas vers 0.

Montrons que (f,),.y n’a pas de limite dans (£, ||m) .
Supposons qu’elle en a une, disons g€ E .

Alors, pour x <1, |f,(x) —g(x)| < ||fn - g"w ——0.
Donc Vx>1,g(x)=1lim f, (x) =0

Etde plus g(I)=lim f,(1)=1.

Donc g n’est pas continue en 1 ; il y a donc contradiction.

L)

Donc (f,),.y ne converge pas dans (£,

Remarque :
La convergence uniforme (pour || ||w) implique la convergence ponctuelle :

( fo(x)-g(x)| <

1, -8l —==—"0)

n—>+oo

7, —g|. —0)= (vre .,

n—rtoo
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C) Suites extraites, valeurs d’adhérence

Définition :
On dit que (v,),.y est une suite extraite de (u,),, s’il existe une injection

croissante ¢: N — N telle que Vne N,v, =u,, .

Remarque :

Si (v,),cy est une suite extraite de (u,),.y avec v, =,

Etsi (w,),.y estextraite de (v,),.y avec w, =V, ,

Alors w, =u,,,, -

Théoréme :

e Toute suite extraite d’une suite bornée est bornée

e Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente, et tend vers la
méme limite.

e Une suite (u,),., converge vers /e E si et seulement si les deux suites

extraites (u,,),.y €t (4,,,,),n COnvergent vers cette méme limite /.

Définition :
On dit que ae E est une valeur d’adhérence de ue E" s’il existe une suite
extraite de u de limite a.

Théoréme :

Soient ae E, ue E" . Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) a est valeur d’adhérence de u.

2) Ve>0,Yre N,3p2n,

—all <
uy—d] <

Démonstration :
()= (2) : Soit ¢:N — N telle que a = lim u

nsteo PUD)

Dé¢ja, pour tout ne N, ¢(n)=n.

Soient alors € >0 et ne N. Il existe alors n,e€ N tel que k>2n, = "u a” <e

(k)
Posons p = max(¢(n),¢(n,)), m=max(n,n,) (ainsi, ¢(m)=p)

Alors p>@(n)=n, et m=n,, donc "up —a” :”u(p(m) —a" <e.

(2)= (1) : On construit ¢ par récurrence :

- Onpose ¢(0)=0

- Soit n=0, supposons que @(n) est construit.

On pose €= % Il existe donc p = ¢(n)+1 tel que ”up - a" <eg.

On pose alors @(n+1) = min{p eN,p=@p(n)+let ”up - a” < 8}
L’application ainsi construite est strictement croissante, et, pour n2>1,
1
90 =] < o

Donc a est une valeur d’adhérence de u.
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Théoréme :

Une condition nécessaire mais non suffisante pour que u € E" soit convergente est
qu’elle admette une unique valeur d’adhérence.

0sin=0[2]

La condition n’est pas suffisante. Par exemple : u, = .
nsin=1[2]

I11 Topologie des espaces vectoriels normés
A) Voisinages

Dans toute la suite, on fixe (£,

||) un espace vectoriel normé.

Définition :

Soit ae E, V une partie de E. On dit que V' est un voisinage de a lorsqu’il existe
une boule ouverte de centre a contenue dans V.

On note alors V' (a) I’ensemble des voisinages de a.

Proposition :

Soit ae E.

(V1) E est un voisinage de a, & n’en est pas un.

(V2) Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.
(V3) Toute partie de E contenant un voisinage de a est un voisinage de a.

Démonstration :

(V1) : Par exemple, B(a,])c E

Si B(a,r)c@ pour un certain >0, alors en particulier ae &, ce qui est
impossible.

(V2) : Si V,,V, sont deux voisinages de a, il existe 7,7, € Rf tels que B(a,r)CV,
et B(a,r,) cV,.Donc B(a,min(r,r,))cV,NV,.

On peut ensuite facilement conclure par récurrence.

(V3):SiVcW etsi B(a,r)cV ,alors B(a,r)cW

Définition, proposition :

Soit 4 une partie de E, et ae 4. On appelle voisinage de a dans A4 la trace sur 4
d’un voisinage de a dans E, c'est-a-dire, pour V' c 4 :

VeV,(a) & IWeV(a),WnA=V (1)

& Ire R, Bla,r)nAcV (2)
(Ou on anoté V,(a) I’ensemble des voisinages de a dans 4)
Démonstration :
(1)=(2) : Soit V' < A. Supposons qu’il existe W e V(a) telque WA=V
Alors il existe » >0 tel que B(a,r)cW .Donc B(a,r) NMACWNA=V.

(2)= (1) : Soit V' c A. Supposons qu’il existe r e Rf tel que B(a,r)mACV .
Alors, si on pose W = B(a,r)UV ,onaura :
WnA=(B(a,r)uV)YNA=(Ba,r) N AUV NA=V
%/—J 7VV
cV =
D’ou I’équivalence.
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B) Ouverts et fermés

Définition :

On appelle ouvert de E toute partie O de £ qui est voisinage de chacun de ses
points.

On note O(E) I’ensemble des ouverts de E.

Si OcE, Oc O(E) & Vxe 0,3r>0,B(x,r) € O

Proposition :

L’ensemble des ouverts de E vérifie les propriétés suivantes :
(O1) E estun ouvert, & est un ouvert.

(02) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert

(03) Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

Démonstration :
(02) : Montrons le pour deux ouverts Q,,Q,

Si Q,NQ, estvide, alors Q, N, est ouvert. Sinon :

Soit xe Q, N Q,. Montrons que Q, NQ, € V(x)

Comme Q, est ouvert, c’est un voisinage de x. De méme, Q, est un voisinage de
x. Donc Q, N Q, estun voisinage de x.

(03) Soit (£2,),., une famille d’ouverts.

Notons Q= UQi .
iel

Pour xe Q, il existe i, € [ tel que xe Q, .

Alors Q, < Q, et Q, estun voisinage de x, donc Q en est aussi un.

Théoréme :
Toute boule ouverte est ouverte.

Démonstration :
Soient xe E, r>0. Montrons que B(x,r) est ouverte.

Soit ye B(x,r).On pose r':”x—y".
Alors B(y,r—r')c B(x,r). En effet :
Soit ze B(y,r—r'"). Alors ||z—x|| S||z—y||+||y—x|| <r—r'+r'=r,donc ze B(x,r),

d’ou I’inclusion. Donc B(x,r) est un voisinage de y, et donc de tous ses points.

Définition :
On appelle fermé de E tout complémentaire d’un ouvert de £. On note F(F)
I’ensemble des fermés de E.

Proposition :

L’ensemble des fermés de E vérifie les propriétés :
(F1) E et & sont fermés.

(F2) Toute réunion finie de fermés est fermée
(F3) Toue intersection de fermés est fermée.

Démonstration : il suffit de passer au complémentaire.

Théoréme :
Toute boule fermée est un fermé.
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Soit xe E, »>0. On va montrer que C,B(x,r) est ouvert.
Soit ye C,B(x,r).

On pose r'=

V- x|| >

Montrons qu’alors B(y,r—r') C CEE(x, r)

Soit ze B(y,r—r"). Alors d(z,x)+d(z,y)=d(x,y)
Donc d(z,x)2d(x,y)—d(z,y)>r'-(r'-r)=r

Corollaire :
Toute sphére est fermée.

En effet, S(x,7)=B(x,7)NC,(B(x,r)), et est donc une intersection de fermés.

Définition (topologie induite sur une partie de F)

Soit 4 une partie de £, X une partie de 4.

¢ On dit que X est un ouvert de 4 lorsque X est voisinage dans 4 de chacun de
ses points. On note alors O(A4) 1’ensemble des ouverts de A.

e On dit que X est un fermé de 4 si son complémentaire dans 4 est un ouvert. On
note alors F'(A4) I’ensemble des fermés de A.

Théoréme :

Soit 4 une partie de E. Les ouverts de 4 sont les traces sur A4 des ouverts de E,
c'est-a-dire, pour X c 4 :

XeO0(4) =30 O(E),X=0n4

Démonstration :
< : Soit O O(E), supposons que X =0 4.

Soit xe X . Montrons que X € V,(x).

Comme xe O, OeV(x). Donc ONnA4eV, (x).

= : Soit X € O(4). Alors, pour tout xe X ,ona X e V,(x), donc il existe ., >0
tel que B(x,r,)NAcC X.

Posons alors O = UB(x, r,). C’est une réunion d’ouverts, donc un ouvert.
xeX

Par ailleurs, O N A4 :(UB(x,rx)ij =JBGxr)n4)cx.

xeX xeX

Pour xe X', xe B(x,r,)c O .Deplus, xe 4 (car X c 4). Donc X cONA4.
Donc X=0nA4.

Conséquence :
Soit 4 une partie de E. Les fermés de A sont les traces sur 4 des fermés de E.
Démonstration :

Si X cE,alors (C,X)NnA=C,(XNA)

C) Adhérence, intérieur, frontiére

Définition :
Soit X une partie de E, et x€ E .
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e Le point x est dit adhérent a X si tout voisinage de x coupe X.
On appelle adhérence de X I’ensemble des point adhérents a X, qu’on note X .
Ainsi :
xeXeoVWelV(x),VnX+2
S Vr>0,B(x,r)NnX #J
e On dit que le point x est intérieur a X si X est voisinage de x. On appelle
intérieur de X 1I’ensemble des points intérieurs a X, qu’on note X.
e On note frontiére de X ’ensemble X\ X =X .

Théoréme :

(1) Cp(X)=Cp(X), Cp(X)=Cp(X)

(2) L’adhérence de X est le plus petit fermé contenant X.

(3) L’intérieur de X est le plus grand ouvert contenu dans X.
(4) La fronti¢re de X est un fermé.

(5) X est ouvert e X=X ; Xestfermé & X =X .

Démonstration :

(1) c : Soit xe C,(X).

Il existe alors Ve V(x) telque VN X =2

Alors V c C,(X).Donc C.(X)e V(x), c'est-a-dire xe C, EX).

O : on fait la méme chose dans ’autre sens.
La deuxiéme égalité¢ découle de la premiére :

——
Ona C.(C,(X))=C.(C,(X)) (égalité précédente avec C, (X)),
Clest-a-dire C, (CETX)) =X ,donc C.(X)=C, ()c( ) (passage au complémentaire)
(2) : Montrons que X est un fermé, que X < X, et que, pour F fermé de E,
XcF=>XCF.
Posons 4= ﬂF . Alors A est fermé (car intersection de fermés), et contient X.

F fermé
FoX

Montrons que A= X .

Soit xe X . Montrons que pour F fermé contenant X, xe F .

Supposons qu’au contraire x¢ F ; Alors C,F (qui est un ouvert et contient x) est
un voisinage de x ne rencontrant pas X (puisqu’il ne rencontre déja pas F), ce qui est
impossible. Donc xe F . D’ou déja I’inclusion X < A, car 4 est fermé et contient X.

Soit xe A. Supposons que x¢& X . Alors il existe un voisinage de x ne rencontrant
pas X, c'est-a-dire qu’il existe » >0 tel que B(x,7)NX =. Alors F =C_B(x,r) est
un fermé, et il contient X. Donc Ac F, et donc x¢ A, ce qui est contradictoire

puisqu’on a pris x dans 4. Donc xe X . D’ou I’autre inclusion, et 1’égalité.
D’ou le résultat.
(3) : 1 suffit de passer au complémentaire :
Pour tout 4 ouvert inclus dans X, on a :

Ac X .Donc C,(X)cC,(A).Donc m c C,(A) car C,(A) est fermé.
C'est-a-dire d’apres les formules précédentes C, ()O( )c C,(A),donc Ac X .
Ensuite, X est ouvert, puisque C, ()0( )= m est fermé.

(4)Onaeneffet IX =X NC, ()} y=Xn m , intersection de fermés.
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Le (5) découle aisément de (2) et (3).

Propriétes :
(1) A=4, A=A
A B
Q) AcB=1"C
ACB
_— — — r—i—\ ° °
(3) AUB=AUB ANB=ANB
_— — — r—i—\ ° °
4) AnNBc ANB AUB> AUB
Démonstration :

(1) 4 est fermé, donc 4 = A

(2) Si Ac B, alors AcB. Or, A est le plus petit fermé contenant A4, donc
A c B puisque B est fermé.

3 c:

Ac AUB,et BC AUB.

Donc AUBc AUB.Comme AUB estfermé, AUBc AUB.

D

Ac AUB.Donc Ac AUB.

De méme, Bc AUB.

Donc AUB c AUB.

D’ou I’égalité, 1’autre égalité s’obtenant par passage au complémentaire en
utilisant les égalités du théoréeme precedent

Cpo(Cr(A)UCL(B)=Cp(Cr(A)UCr(B)=ANB

Et C,(Co(A)UC,(B)=C,(C,(A)NC,y(C,(B) = AN B
(4)Ona AnBc A.

Donc ANBc 4.

De méme, ANBCB.

Donc ANBc ANB
Pour I’autre : il suffit encore de passer au complémentaire.

Remarque :

En général, onn’apas ANB c ANB
Par exemple :

Avec E=R, A={0} et B=]0;1]

Ona ANB ={0}, mais AnB=0.

Théoréme : Caractérisation séquentielle de I’adhérence :

Soient X c E et xe E

Alors xe X si et seulement si existe (x,),.y € X qui converge vers x.
Démonstration :

e Soit (x,),.y€ X" qui converge vers x.

Alors pour 7 >0, il existe n,e N tel que n>n, = ||xn —x|| <r.
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Donc x, € XN B(x,r), donc X N B(x,r)#Q.

Donc x est adhérent a X .
e Soit xe X . Pourtout ne N, B(x,5))#D.

Soit donc x, un point de cet ensemble.

La suite (x,),., vérifie

- L
X, x|| <5r pourtout ne N.

Donc (x,),.y — X.

Définition :
Soient X c E, Xe E.
On appelle distance de x a X le réel d(x, X) =inf{d(x,y),ye X}.

Théoréme :
Pour xe £, X c E, x est adhérent a X si et seulement si d(x,X)=0.

Démonstration :
d(x,X)=0 Vr>0,3ye X,d(x,y)<r
S Vr>0,B(x,r )N X =0
Remarque :
On a bien sOr les définitions naturelles d’adhérence, intérieur, frontiére
relativement a une partie.

Si ACE,Xc A,alors X" =X N A, mais X' 2 X4
Exemples :

e Si X ={a}, alors X ={a} et X=0 (si dimE #0)

e Pour xe E etr>0,0na:

B(x,r)=B(x,r), (B(x,r)) = B(x,r), d(B(x,r)) = S(x,r)
e Soit X ={u,,ne N} ot (u,),_, estconvergente.
Alors )?:Xu{limu}.

Démonstration :

Soient xe £, r>0.

- Montrons que B(x,r)= B(x,r) :

Déja, B(x,r) < B(x,r), puisque B(x,r) est fermé et contient B(x,r).

Soit maintenant ye B(x,r).

Pour ne N, onpose y, =x+(1-5)(y—x). Alors |y, —x|| = (1—2%)||y—x|| <r.
—

Donc Vne N, y, € B(x,r), et de plus ||y—yn|| = ?”y—x"wo.

Donc (y,),.y = ¥ . Donc ye B(x,r).

- Montrons que (E (x, r))o =B(x,r) :

Déja, ona B(x,r)c (E (x, r))o puisque B(x,r) est ouvert et est inclus dans B(x,r)

On va montrer que si B(x,r) est un voisinage de ye E , alors || V- x|| <r.

Si E ={0}, le résultat est évident. Sinon, soit y # x un point intérieur a B(x,r).

I existe alors 7'> 0 tel que B(y,r'")c B(x,r).
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r

En particulier, z:y+w(y—x)e B(y,r")

Alors |z—x| = 1+L - :1+L —x||=|ly— +£'
s B B s SR

Or, z—x”Sr.

Donc [y + 2 <. soit [y—x|<r

- Montrons que X = X U{limu}

Disons que (u,),.; converge vers I. Alors déja /€ X car il existe une suite (u !!) a
valeurs dans X qui converge vers /. Donc déja X U{limu}c X .

Soit maintenant y¢ X U{/}, notons r = ||y —l|| .

Il existe déja n,e N tel que n=n, = ||un —l|| <3.

Donc pour tout n = n,, u, —Z|| 25,

u, = |2 [y=1]-

Soit maintenant r'= min" y—u,

n<ng

Alors r'>0 et r>0.
De plus, d(y,X):in£||y—un||2min(§,r')>0

Donc ye¢ X, d’ou X =X U{l}.

Proposition :
Soit (u,),.y € E~ . On note VA(u) I’ensemble de ses valeurs d’adhérence.
Alors VA(u) = ﬂ{unan > p}.

PEN

Démonstration :

Soitar e ﬂ{un,n > p}.

PEN
Soient £>0, Ne N.Comme € {u,,n> N}, ona B(a,&)n{u,,n> N}z D
Il existe donc 3p 2 N tel que u, € B(a, €), soit ||up —a'” <€.
Donc o est une valeur d’adhérence de u.
Soit maintenant & une valeur d’adhérence de wu.
Alors Vne N,Ve >0,B(a,e)n{u,,n>N}#D,
c'est-a-dire Vne N, e {un,n > N}, soit € ﬂ{un,n > p}

PEN

D’ou I’autre inclusion et I’égalité.

D) Parties denses

Définition :
On dit que X c E est dense dans E lorsque X = E.
Si A est une partie de £, on dit qu’une partie X de 4 est dense dans 4 si A X .
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Exemple :

Soit X une partie dénombrable d’un R-ev £ non nul.

Alors C,X est dense dans E.

En effet :

Soient xe E et » > 0. Montrons déja que B(x,r) n’est pas dénombrable.

Comme E est non nul, £\{x} ne I’est pas. On peut donc prendre ye E\{x}.
Soit f: [0;1[—> B(x,r).On a, pour t€ [0;1[, ||f(t)—x|| = Hzmyu =tr<r.De plus, f
tl—>x+tm y ’
est injective, et [0;1] n’est pas dénombrable.
Donc B(x,r) n’est pas dénombrable (ni fini)
Ainsi, B(x,r)z X . Donc B(x,r)NC, X #J
Donc xe C, X .

Exemples :

R\Q estdense dans R.

C\fxe ©,30€ Q[X],0(x)=0}. Un complexe qui est racine d’un polyndome a
coefficients rationnels est dit algébrique.

Théoréme :

Soient ACE et X 4.

Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit dense dans A est que tout
ouvert non vide de 4 rencontre X.

Démonstration :

Condition nécessaire :

Supposons que X est dense dans A.

Soit  un ouvert non vide de 4, et xe Q.

Il existe alors » >0 tel que B(x,7r)NAcCQ.

Comme X est dense dans 4, ona X N B(x,r) # D
Or, XNnB(x,r)=XN(B(x,ry)NA)c X NQ
Donc XNnQ#J.

Condition suffisante :

Supposons que VQe O(NH\{BLXNQ =D .
Soient alors Xe€ 4 et r>0. B(x,r) est un ouvert non vide, donc rencontre X.
Donc xe X . Donc Ac X .

IV Propriétés de la borne supérieure et topologie de R.

Rappel :
Toute partie X non vide et majorée de R admet un plus petit majorant, appelé sa borne
supérieure et noté sup X .

Toute partie X non vide et minorée de R admet un plus grand majorant, appelé sa borne
inférieure et noté inf X .
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Caractérisation :
Soit X R nonvide et ae R. Alors :
Vxe X,x<a

Ve>0,la—g,aln X 2D
Vxe X,x=a
Ve>0,la,a+elnX =D

a:supX(:){

azian(:}{

A) Théoréme de Bolzano—Weierstrass

* Si u est une suite réelle croissante et majorée, alors u converge vers supu,, .

neN

e Siu est une suite réelle décroissante et minorée, alors u converge vers inf u,, .

neN
e Siuetvsont deux suites adjacentes (1 décroissante, v croissante et u —v >0 de
limite nulle), alors u et v convergent vers la méme limite.

Théoréme des segments emboités :

Si (K,),.y est une suite de segment de R, décroissante au sens de I’inclusion,
alors ﬂKn est un segment non vide.

neN

Si de plus la longueur de K, tend vers 0, alors ﬂKn est un singleton.

neN

Démonstration :
Posons, pour ne N, K, =[a,,b,].
Alors (a,),.y €st croissante et majorée, (b,),. est décroissante et minorée.

Soit a =lima,, b=1imb, .

n?

x2a, xz2supa,
Alors xe (K, & VneN, PR , S a<x<b.
! x<b, x<infb,

neN

Théoréme de Bolzano—Weierstrass :
Toute suite réelle bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration :
Soit (u,),. une suit bornée, a et b des réels tels que Vne N,a<u, <b.

On construit une suite K, de segments de sorte que, pour tout ne N,
A4, = {pe N,u, e Kn} soit infini :

® Onpose K, =[a,b]. Alors 4, =N, infini.

e Sionaconstruit K, de sorte que A, soit infini, disons K, =[a,,b,] :

On pose J, =[a,,*3*], J', =[*3",b,]

et B,={pe N,u e J }, B', ={pe N,u,eJ}.

Alors K, =J UJ' et A =B UB' .

Comme A4, est infini, I’un au moins entre B, et B', ’est.

Si B, est infini, on pose K, ,=J, et A, =B, , sinon on pose K, =J' et

A,,,=B', . Donc par construction 4, ,, est infini.

n+l
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P T . b—a
On vérifie immédiatement par récurrence que Vne N,/(K,)=——.

Par ailleurs, (K,),.y est une suite de segments emboités de R dont la longueur

tend vers 0. Soit alors / I’'unique élément de ﬂKn .
neN

Montrons que / est valeur d’adhérence de u.

a
<€.

Soit € >0. Il existe alors ne N tel que
Alors K, c B(l,¢).

De plus, A, est infini.
Donc Vpe N,3g 2 p,qe A4,
C'est-a-dire Vpe N,3q > p,

up—l||<€.

Corollaire :

Si X est une partie fermée bornée de R, alors toute suite de X admet au moins une
valeur d’adhérence dans X. On dit dans ce cas que X est une partie compacte de R.

Démonstration :

Soit (u,),.y€ X" . (u,),.y st bornée, donc admet une valeur d’adhérence /, qui

est nécessairement dans X = X .

Corollaire 2 :
Toute suite complexe bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

B) Suites de Cauchy

Définition :
Soit Eun evn, et ue E" . On dit que u est de Cauchy lorsque :
Ve>0,dn,e N,V(n,p)e Nz,(p 2n,etq=n, = ”up —uq" < 8)

Ou encore : Ve >0,3n,€ N,Vn2n,,Vpe N, <€

un+p _un

Proposition :
Toute suite convergente de E est de Cauchy.

Démonstration :
Soit (u,),.y € E" convergeant vers /€ E .

Soit £>0. Alors il existe n,e N tel que Vn =n,,

ne

u,—l|<£.
Alors, pour tout (p,q)e N” tels que p>n, et ¢>n,, ona:

b, =] <, 1]+, 1< e

Proposition :
Toute suite de Cauchy dans F est bornée.

Démonstration :
Posons € =1. Il existe alors n,e€ N* tel que ¢ 2n,,p=n, = ”up —uq" <e¢
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<&, soit ”up" <e+

Donc, pour p 2n,, "u p Uy, u,

Posons M :max(”uno ||+1,max u, )
n<n,

Ainsi, par construction, Vre N,

u,||<M .

Théoréme (Critére de Cauchy) :
Toute suite complexe est convergente si, et seulement si, elle est de Cauchy.

Démonstration :

Un premier sens a déja été montré.

Pour I’autre : soit # une suite complexe de Cauchy.
Alors u est bornée, donc admet une valeur d’adhérence /.
Montrons que u — 1.

Soit € >0. Il existe alors n,e N tel que p=n,,qg=n,= ”up —uq" <<,
Par ailleurs, il existe p > n, tel que ”u » —Z” <£.

Ainsi, pour g > n,, "uq —Z" S”up —uq||+||up —l" <eg.

C) Parties denses de R.

Proposition :

Soit X une partie de R.

On a I’équivalence :

X est dense dans R < X coupe tout intervalle ouvert non vide de R.

Démonstration :

= : ¢’est un cas particulier d’un théoréme précédent, étant donné qu’un intervalle
ouvert est aussi une partie ouverte.

< : Supposons que X coupe tout intervalle ouvert non vide de R. Alors X coupe

toute boule ouverte de R. Donc Vxe R,xe X . Donc X est dense dans R.

Proposition :

Soit G un sous-groupe non vide de (R,+), non nul.
Alors une, et une seule, de ces propriétés est vérifiée :
(1) G est dense dans R.

(2) Nl existe a >0 tel que G =a7

Démonstration :

Posons a =inf G* (ou G* =GNR))

1 cas: a>0.

Montrons déja que ae G :

Supposons que a¢ G .

Alors [a,2a| NG # @ puisque a =inf G*.

Soit alors x€ [a,2a[NG*.

Alors x #a. Soit alors ye [a,x[NG* (qui est non vide puisque @ =inf G*)
Ainsi, x—y>0 et x—y<a car x,y€ [a,2a[.

Enfin, x—ye G car G estun groupe et x,ye G.
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Donc x—ye G et x—y<a, ce qui est impossible car a =inf G*.

Donc ae G*.

Montrons qu’alors G =aZ . Soit xe G, et posons p ={

Q=

Alors p<f<p+1,donc pa<x<pa+a.
Soit 0< x—pa<a,donc x—pae G
Donc x—pa=0.Donc xe aZ .

Réciproquement, on a bien aZ c G puisque G contient a et est un groupe.

2™ cas: a=0.

Montrons qu’alors G rencontre tout intervalle ouvert.

Soient x, y deux réels avec x< y.

Montrons que G N ]x, y[# & .

Déja, G* N0,y —x[#@ car 0=inf G*, y—x>0 et 0& G".

Soit alors be G* N |0, y—x[.

Alors J%,%l est un intervalle ouvert, de longueur <2~ >1, donc contient un entier
pPED.

Donc pbe G ]x,y[ (car be G et G est un groupe donc pbe G, et de plus par
construction pbe |x, y[ donc pb est dans I’intersection)

Donc G est dense dans R.

Conséquence :

Q est dense dans R.

Soient a et b deux réels avec b non nul. Alors H =aZ+bZ est dense dans R si et
seulement si ¢ ¢ Q. En effet :

- Supposons que H =cZ ou ce R* (ainsi, H n’est pas dense dans R)

Comme a,be H , il existe (p,q)e Z* tel que a = pc et b=qc.

Comme b#0,0ona g#0,et =€ Q.

- Supposons maintenant que ¢€ Q

Soit alors xe H . Il existe (n,m)e Z° tels que x=na+mb.

Soit (p,q)e Z* tel que £ =L Ainsi, x=b(n{+m)=b(nt+m)="=2(np+mq)

Donc xe27Z.

Donc H c£7Z . Donc H n’est pas dense dans R.

D’ou I’équivalence.

V Limites et continuité

Soient E, F des evn.

A) Limite d’une fonction en un point

Soit 4 une partie de E, f: 4 — E, a un point adhérent a 4 et b un point de F.
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Définition :

On dit que la fonction f'admet le point b pour limite au point a lorsque, pour tout
voisinage V de b dans F, il existe un voisinage W de a dans E tel que W nAc f~'(V)

Ou encore lorsque : Ve >0,3r>0,Vxe 4,[x—d|<r=|f(x)-b|<e

Ou: Ve>0,3r>0,B(a,r)nAc £ (Bb,e))
Si ae A, on dit alors que f'est continue en a.

Théoréme (caractérisation séquentielle des limites) :

La fonction fadmet b pour limite en a si et seulement si I’image par f de toute suite

de limite a est une suite de limite b.
Démonstration :

- Supposons que f—>b. Soit ue A", supposons que u —a.

Soit € >0. Il existe alors » >0 tel que Vxe A,||x—a||Sr:>||f(x)—b||£€.

Il existe aussi n,€ N tel que Vne N,n>ny = |u, —a|<r.
Donc, si n2ny, |u,—a|<r, dou |f(u,)—d|<e.
Donc f(u,)————b

n—>+oo

- Dans I’autre sens : montrons la contraposée.
Supposons que non( f —b).

Il existe alors £ >0 tel que V7 >0,3xe 4,

Posons alors, pour ne N, x, € 4 tel que >

Alors x, ———a et non(f(x,)—==—b).

n—>+oo
Conséquences :

La limite de f'en a, si elle existe, est unique.
Les théorémes opératoires classiques sont vérifiés.

B) Relation de comparaison, développements limités

e Dans le cadre réel : voir cour de sup
e Dans le cadre général : plus tard.

C) Applications continues

Soit 4 une partie de E, et f': A — E une application.
Définition :
On dit que f'est continue si £ est continue en tout point de 4.

x—a||Sret||f(x)—b||>€.

)cn—a||<L et ||f(xn)—a||>€.

Théoréme :

Si X est une partie dense de 4 et si f'est continue, alors f,, =0= f =0.

Démonstration :
Supposons que f,, =0. Soit ae 4.
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Comme Ac X, il existe (x,),.y€ X" tel que x, ——a.

Donc f(x,)——— f(a).Or, Vne N, f(x,)=0.Donc f(a)=0.

n—>+oo

Conséquence :
Plus généralement, si f et g sont deux fonctions continues qui coincident sur une
partie dense de 4, alors elles sont égales.

Théoréme :

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) fest continue sur A.

(2) L’image réciproque par f de tout ouvert de F' est un ouvert de A.
(3) L’image réciproque par f'de tout fermé de F est un fermé de A.

Démonstration :

H=(@2) :

Soit f'continue sur 4.

Soit © un ouvert de F, et soit ae f~'(Q). Onnote b= f(a).
Comme f est continue en g, il existe un voisinage W de atel que W nAc f(Q).
Or, W AeV,(a).Donc f(Q)eV, (a).

Comme c’est valable pour tout @, f~'(Q) est un ouvert de A.
)= :

Soit ae A4, posons b= f(a).

Pour tout € >0 est un ouvert de F.

Donc f~'(B(b,€)) estun ouvert de 4 contenant a.

Il existe donc 7 >0 tel que B(a,r)NAc ' (B(b,&))
C'est-a-dire Vxe 4,|x— a" <r= ||f(x) —b” <E.
Enfin :
(2) & VQe O(F), f(Q)e O(A)
e VXe F(F),f(Ci.(X))e O(A)
& VX e F(F),C,(f(X)e 0(A)
S VXeF(F), f(X)e F(A)
<3

Théoréme :
Si f:4— F estcontinue, alors son graphe G, estun fermé de AXF .

Note : On se donne sur EXF la norme ||(x, y)"ExF = sup(”x o y||F).
Démonstration :
Soit @:AXF — F . Montrons que ¢ est continue.

()= y=f(x)
Soient (x,,y,)€ AXF et €>0.

Il existe alors » >0 tel que Vxe 4,
Donc V(x,y)e AXF,
"(xay)_(xo’yo) <min(r, %) = "(y_f(x))_(yo _f(xo))” < ||y_y0||+||f(x)_f(xo)||

<fir£<g

X=X <r =/ () - f(x,)| <%
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Donc ¢ est continue.
Or, G, ={xy).y=1()}= (0"1({0}). Donc G, est fermé, puisque c’est I’'image
réciproque d’un fermé par une application continue.

Définition :
Soient A4 et B deux parties de E, et f: 4 — B une application. On dit que f est un

homéomorphisme lorsque fest continue, bijective et lorsque /' est continue.

Remarque :
L’homéomorphisme f échange les ouverts (resp. les fermés) de 4 et B.

D) Théoréme du point fixe

Soit 4 une partie de E, et f: A — E telle que f(A4)c A, etsoit ae 4.
u,=a

Alors 1l existe une unique suite (u,), . telle que :
‘ Vne Nyu,,, = f(u,)

Proposition :
Avec les notations précédentes, si (u,), converge dans A4, alors sa limite est un

point fixe de f.

Démonstration :
Si u, ———>1[ ou /e A4, alors par continuité¢ f(u, )—— f(/), c'est-a-dire
n N—r+oo n

n—>+oo

u,,———=f(l),donc = f(l).

n+l n

Dans la suite du chapitre, on supposera que £ =R ou C.

Théoréme :
Si f: 44— E vérifie les conditions :

(1) f(4)c A fermée

(2) fest contractante (Ik e 031, V(x, ) e 4°,|f(x)— f()| S klx—])

(C'est-a-dire que fest k-lipschitzienne pour un £ <1)

Alors fposséde un unique point fixe dans 4.

De plus, tout suite (u,),.y de 4 telle que u,,, = f(u,) converge vers ce point fixe.

Démonstration :
® Soit (u,),. une suite de points de 4 telle que Vne N,u, ., = f(u,).
Alors pour tout ne N, |u,,, —u,,,|= |f(un+1)—f(un) <k, —u,

D’ou, par récurrence,

un+l _un| S k’7|u1 _u0| N
Ainsi, u est de Cauchy. En effet :
Soit n,€ N.

Alors, pour n>n, et pe N :

n+p-1 n+p-1 kn _kn+p |u —u |
i 1 0
u, —u,< E ey — 1| < E k' oy — 1| < [, —uy < o
P n +1 k 1 0 1 0 1 k 1 k
k=n k=n - -
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|”1 _”0|

Ainsi, si on fixe € >0, on peut choisir 7, tel que k" <eg

Et on a alors, pour n>n, et pe N,

un+p - uﬂ‘ S 8
Donc (u,),. converge dans E (=R ou C)
Comme la partie 4 est fermée, sa limite est dans A, qui est alors un point fixe de f.

D’ou I’existence du point fixe.
e Soient a et b deux points de 4 fixes par f.

Alors |a—b|=|f(a)— f(b)| < kla—b].

Donc (1—k)|a—b| <0, et comme |a—b| >20etk<l,ona |a—b| =0.
D’ou I'unicité.

e Vitesse de la convergence :

On montre par récurrence que si (u,),. vérifie Vne N,u,, = f(u,), alors, pour

n+l

tout ne IV,

n
un—a|Sk |u0—a|.

E) Etude générale des suites récurrentes

u
Soit / un intervalle de R, f:7 - R, et (u,),., définie par { ° .
' Vne N,u,,, = f(u,)

n+l

Vérifier que (u,),. est définie :
Si [ est stable par f
Sinon, tout dépend de u, ; on peut cherche des sous—intervalles stables par f.

e Rechercher les points fixes de f.
On suppose f dérivable au point fixe a :

- S | f' (a)| <1, on a un point fixe attractif.
Si 1>k >|f"(a), il existe V'€ V,(a) tel que VxeV,

f(x)—a| < k|x—a|
- S | f' (a)| >1, on a un point fixe répulsif. © — a & u est stationnaire en a.
- Lecas | f'(a)

¢ FEtudier la monotonie de /"
- Sifcroit, la suite (u,),. €st monotone.

=1 est un cas litigieux.

- Sifdécroit, les suites (u,,),.x €t (4,,,,),.y SONt monotones de sens contraire.
e Etudier le signe de ¢(x)=x— f(x).

- Si <0, (u,), croit.

- Si@p=0, (u,),. décroit.

¢ Chercher une majoration ou une minoration de (u,)

nenN *
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