8. Exercices avec corrigés

8.1 Opérations sur les ensembles

1. Montrer que X \ (X \ A) = A.
Solution. Soitz € X \ (X \A) ez ¢ (X \A) &z A

2. Montrerque: AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Solution.

Soitz€e AU(BNC)exzecAoux e BNC
creAou(xeBetzxel)
& (xreAoureB)et(ze Aoux € B)
szxe(AUB)N(AUC).

3. Montrerque X \ (AUB) = (X\A)N (X \B)

Solution. Soit x € X \ (AUB) & = ¢ (AUB) & o« ¢ Aetx ¢ UB < x €
(X\A) N (X\ B).

4. Montrer que : X \ (ﬂ A;) = U(X \ A)
i€l i€l
Solution. SoitxeX\(ﬂAi)@xgé (ﬂAi)@)xgéAl ouxr ¢ Asou ... &
i€l i€l
ze(X\Aouze (X\A)...oxe| J(X\4)
iel

5. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(@ AcCB. d (X-B)cC(X-A).
(b) AnB=A. () BU(X—-A)=

() AUB=10. ®H An(X-B)=w0.
Solution.

(a) = (b) Supposons que A C Balors A=ANACANBC A.
b)=(© AUB=(A-B)UANB)U(B—-A)=2@UAU(B—-A)=B.
A= dACAUB=B& (X—-B)C(X-A).
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148 Section 8.1. Opérations sur les ensembles

(d=()X=BUX-B)CBU(X—A)CX.
@=®BUX-A)=X=(X-B)nA=2.
=@ (X-BnNA=o=(X-B)c(X—A) = ACB.

6. Facile.

7. Montrer que si A C @ alors A = @.
Solution. On a @ C A toujours et A C @& par hypothésedonc g c A C o = A=0.

8. Soient X = {1,2,...,8,9}, A ={1,2,3,4}, B={2,4,6,8} et C ={3,4,5,6}.
Trouver X \ (AU B) = {5,7,9}

9. Montrerque: (a) A— B=AnNB°
Solution. Soitz € A—-B< xc Aeta ¢ Borec Aetx € (X—B) & x € (ANB°).
b)) (A—-B)NB=(ANB)NB=9g

10. Soient A = {a,b},B = {2,3} et C = {3,4}. Trouver :
(@ Ax (BUC) (b) (Ax B)U(Ax Q)
Solution.
@ Ax (BUC) ={(a,2),(a,3),(a,4),(b,2),(b,3),(b,4)}
(b) (Ax B)U (A x C) ={(a,2),(a,3),(b,2),(b,3),(a,4), (b,4)}

11. Montrer que A x (BNC) =(Ax B)n (A x ().
Solution.

{(z,9)
={(z,y):x € A (ye Betye ()}

{(z,y): (r € A,ye B)et(x € A,y C)}
=(AxB)N(AxC).

12. Trouver 'ensemble des parties de X, &?(X) si :
() X ={1,2,3} X ={1,{2,3}}
Solution.
(@) X ={1,2,3} alors (X)) = {2, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, X }.
(b) X ={1,{2,3}} alors Z(X) = {@,{1},{2,3}, X }.

13. SiCard(A) =n < oo, alors Card[Z(A)] = 2".

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 8. Exercices avec corrigés 149

8.2 Opérations sur les fonctions

1. Soit f : R — R définie par f(x) = 2. Trouver :
@ f{1,3,4,7] O f[1,4 © f'[{49)] @ 1,4
Solution.
(@) f{1,3,4,7} = {f(1), f(3), f(4), f(7)} = {1,9,16,49}
(b) f[1,4] = [1,16]
(© f'{4,9}] = {-3,-2,2,3}
@ /T4 =[-2-1U[L2

2. Soit f: X —YetA BC Xet{A :i¢c I} estune collection de sous-ensembles

de X alors :

(a) f(AUB)= f(A)U f(B) (d) SiAcC Balors f(A) C f(B)
(b) f(ANB)C f(A)N f(B) (@) f(UierAi) = Uier f(Ai)

() f(A\B)D f(A)\ f(B) () f(MierAi) C Nierf(As)
Solution.

(@) f(AUB) = f(A)U f(B).
Soity € f(AUB) & ilexistex € X :y = f(z) € f(AUB) &2z € AUB & x €
Aouz e B&rxe AUB << f(x) € f(A)ou f(x) € f(B) < f(x) € f(A)U f(B).

® f([()A) () f(A)

iel iel
Soit y € f([)Ai) = Fz € X 1y = fx) € f([|A) =z €[4 =z ¢
A; pour tout2§1:> x € A;pour tout: = y = f(z) € ﬁféll) pour tout z’zg y= f(x) €
() (4.
iel

3. Soit f: X —YetAC XetBCY.

(a) Montrer que A C f~(f(A)) et on obtient égalité ssi f est injective.
(b) Montrer que f(f~!(B)) C B et on obtient égalité ssi f est surjective.

Solution.
(a) Montrer que A C f~'(f(A)) et on obtient égalité ssi f est injective.

Montrons que A C f~1(f(A)).
Soit a € A alors f(a) € f(A) qui implique que a € f~'[f(A)]. Donc A C f~(f(A)).

Maintenant on veut montrer que A = f~1(f(A)) si et seulement si f est injective.

(<) Supposons que f est injective et = € f~(f(A)) alors f(z) € f(A). Il existe
donc a € A tel que f(a) = f(x) mais puisque f est injective alors a = x € A. Donc
f~Y(f(A)) c A. En outre on sait que A C f!(f(A)) donc si f est injective on a
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150 Section 8.2. Opérations sur les fonctions

FHfA) = A
(=) Supposons que f~!(f(A)) = A. Sion pose A= {a} ona f~!(f({a})) = {a}.

Donc f(a1) = f(a2) = a1 = az qui signifie que f est injective.

Contre exemple : soit f : R — R telle que f(z) = 2 et A = {1} alors

FHFA) = FHFAN) = (1)) = {=1,1} 2 A = {1}, due au fait que f n’est

pas injective.

4. Soient f: X — Y etg:Y — Z deux applications et C' C Z, montrer que
(go /)7HC) =g~ H(O)].
Solution.
(C ) Supposons que z € (go f)~'(C). Alors, g(f(z)) = (g o f)(z) € C. Alors par
la définition des images inverses, f(x) € g~ *(C). Cela montre que f~'(g7'(C)) C
(go /)7HO).
(D) Supposons que z € f (g1 (C)). Alors, f(z) = g (C) et donc
g(f(x)) = (go f)(z) € C. Par la définition des images inverses, z € (go f)1(C) et
x € f~1(g7(C)). Cela montre que (go f)™'(C) C f~ (g7 H(O)).

Les deux assertions ensemble montrent que (f o g)~1(C) = f~1[g~1(C))].

5. Soit f: X — Y et A B CY et{B;:i¢c I} est une collection de sous-ensembles
de Y alors :

@ fAUB) = A UFB) @ T UB) = @)
) fYANB) =14 nf'B) i€l i€l

(© fHA\B)=f"ltA)\f'B) . Al
(d) SiAc Balors f71(A) C f1(B) o7 (iDIBz) B Qf )

Solution.
@ f7'(AUB)=fTY(A)Uf'B).
Soitz € f ' (AUB) & f(x) € AUB & f(x) € Aouf(z) € B & 2 €
fHA@)ou fTH(B) sz e fTHAUH(D).
® f7HierBi) = Nier 1 (By).
Soit x € £ (MierB;) & f(x) € NMierBif(x) € B; pour tout i € I <
x € f1(B;)pourtouti € I < x € Nier fH(By).

6. Soit f: R — R définie par f(z) = sin(7x).

(a) Montrer que f est ni injective ni surjective.

(b) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit surjective mais pas injective.

(c) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit injective mais pas surjective.
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(d) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit bijective.

Solution.

(a) Montrer que f est ni injective ni surjective.
f(1) = f(—1) = 0 donc f n’est pas injective.
f~1(2) n’existe pas donc f n’est pas surjective.

(b) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que
la nouvelle fonction soit surjective mais pas injective.
La restriction f : R — [—1, 1] est surjective mais pas injective.

(¢) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que

la nouvelle fonction soit injective mais pas surjective.

La restriction f : [—3, 3] — R est injective mais pas surjective.

(d) Choisissez des restrictions sur le domaine et codomaine de f de telle sort que

la nouvelle fonction soit bijective.

11

La restriction f : [—3, 5] — [—1, 1] est bijective.
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8.3 Espaces métriques

1. Soit X =R", z = (x1,x2,...,2,) ety = (y1,¥2, ..., Yn) on définie :

n

Solution.

(a) Vérifier I'inégalité triangulaire pour les distances d; et d .

n n n
di(z,y) = |wi—yil =Y |wi—zi+ 2 —yil <D | — 2l + |2 — vl
=1 =1 =1
n

P
n
<Y lwi— 2zl + )|z = wil = da(w, 2) +dalz, ).
i=1 i=1

doo(,y) = max |z —y;| = max|e; — 2+ z = yi| < max (|z; — 2] + |2 — yil)
i€{l,...,n} i=1 ie{l,...,n}

< max |z — 2|+ max |z — Y| = doo(T, 2) + doo(2,Y).
ie{l,....,n} i€{1,...,n}
(b) Dessiner les boules unitaires ouvertes B((0,0), 1) pour d; et d, quand X = R
Voir page ?? des notes de cours.

2. Quelles conditions doit on avoir sur f : X — Y, pour que d(z,y) = |f(z) — f(y)| soit
une distance sur X.

Solution. Les conditions M2 et M3 sont satisfaites pour toute fonction continue f.
Donc on doit vérifier condition M1. d(z,y) = |f(z) — f(y)| =0 = f(z) = f(y) =
x = y si et seulement si f est injective.

1 sixz#y,

. est une distance sur X = R?, et que la boule
0 siz=y.

3. Monter que § (z,y) = {

xg sir<1,
B(a:o,r):{ X sir>1

Solution.

Clairement les conditions M1 et M2 sont satisfaites.

On doit donc vérifier condition M3 : 6 (z,y) < 6 (x, 2) + 6 (2, ).

Sid(x,z) =1 oubien d (z,y) = 1, alors M3 est satisfaite car § (z,y) < 1.
Sid(x,2)=0(z2,y) =0alorsz =y =zetdonc0 =4 (x,y) <d(z,2)+(z,y) =0.
Alors, M3 est vérifiée par ¢ qui est donc une métrique de R2.

Par définition on a B(zg,7) = {z € X : §(xo,z) < r}.
Sir > 1alors §(zg,z) < r pour tout x € X puisque 6(xg,x) < 1. Donc B(zg,r) = X.
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Sir <1alorsd(xg,x) <r <1= §(xg,z) =0= x =x9. Donc B(xg,r) = {xo}.

b
4. Soit X = Cla,b] etd(f,g) = / |f(t) — g(t)|dt. Montrer que d est une métrique.

a

Solution. Facile.
5. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Montrer que :

(@) Int AC AC AdhA4;

(b) Fr A et Adh A sont fermés et Int A est ouvert dans X.
(¢) Int A = Asietseulement si A est ouvert.

(d) Adh A = Asiet seulement si A est fermé.

(e) Fr A C Asietseulement si A est fermé.

(f) Int(X\A)=X\AdhAet Adh(X\ A) =X \IntA.
Solution.

(a) Int A C A C Adh A. Par définition.

(b) Fr A et Adh A sont fermés et Int A est ouvert dans X.
Fr A = Adh(A) — Int(A) = Adh(A) N (Int A)° qui est fermé.
Adh A est I'intersections de tous les fermés contenant A, c’est donc un fermé.
Int A est 'union d’ouverts donc c’est un ouvert.

(c) Int A = A si et seulement si A est ouvert.
Si Int A = A alors A est ouvert puisque Int A est ouvert.

Si A est ouvert alors et A = Int A car Int A est le grand ouvert contenu dans
A.

(d) Adh A = Asi et seulement si A est fermé.

(e) Fr A C Asietseulement si A est fermé.
(<) Si A est fermé alors AdhA=AUFrA= AdoncFrAcC A.
(=) Par négation, si A n’est pas fermé alors il existe + € Adh A — A donc
reFrA—Acad FrA¢ A

() Int(X — A) = X — Adh A et Adh(X — A) = X — Int A.
() Ac AdhA = X — Adh A C X — A de plus X — Adh A est un ouvert
contenu dans X — A, donc X — Adh A C Int(X — A).
(2) Int(X — A) C (X — A)donc A C X —Int(X — A) qui est fermé donc
ACAdhAC X —Int(X — A)=Int(X — A) C X — Adh A.
Les deux assertions impliques que Int(X — A) = X — Adh A.
Si on remplace A par X — A dans I'égalité précédente on obtient Adh(X — A) =
X — Int A.
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6. Pour chacune des parties de R ci-dessous, déterminer : Adh A;, Int A4;, Fr A;,Is A;
(points isolés) et A, (points d’accumulations)
Ay = (—00,0)U(0,2) U{4,7}, Ay =Z,A3 =Q, Ay = {(-1)F +1/2* : k e N}

Solution.
Ar | (00, 2]U{4,7} | (~00,00U(0,2) | {0,2,4,7} | {47} | (—,2]
Ag Z 1%/ / Z %]
As R @ R o R
Ay A4U{—1,1} %] A4U{—1,1} Ay {—1,1}

7. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Montrer que les propositions suivantes son
équivalentes :
(a) z est un point d’accumulation de A.
(b) Tout voisinage V,. de x contient une infinité de points de A.

(©) = € Adh(A — {z}).

Solution.
(2)=-(b). Supposons que V, contient un nombre fini {a,...,a,} de points de A.
Soit r = inf{d(z,a;) : i = 1,...,n}, alors V, N B(z;r/2) est un voisinage de x qui ne

contient aucun point de A différent de x. Donc z n’est pas un point d’accumulation
de A.

(b)=-(c). Supposons que tout voisinage V, de x contient une infinité de points de A.
Alors (V; — {z}) N A # @ c.a.d. que x € Adh(A — {z}).

(c)=(a). Supposons que z € Adh(A — {z}). Alors pour tout voisinage V, on a
(A — {z}) NV, contient au moins un point de A, qui entraine que = € A’.
8. Montrer qu’une intersection finie d’ouverts denses de X est un ouvert dense de X.

Solution.

Il suffit de le montrer pour deux ouverts denses. Soient D; et Do deux ouverts denses
parties de X. Il est clair que D = D; N Dy est un ouvert. Puisque D; est dense
alors pour tout x € X etr > Oona: A = B(z,r) N D; # @. Donc A est un
ouvert non vide, qui entraine que A N Dy # & car D, est dense dans X. Mais
ANDy = B(x,r)N (D1 N Ds) # & qui montre que D = D; N Dy est un ouvert dense
de .

9. Soient A et B des parties bornées d’'un espace métrique X.

(a) Monter que diam(A) = diam(Adh A).
(b) Monter que diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(A4, B).

Solution.
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(@) (1) Ac Adh A donc diam A < diam(Adh A).
(2) Réciproquement si z,y € Adh A il existent 2’y € A tels que d(z,2') < €
etd(y,y') <e alors d(z,y) < d(z,2') +d(z',y') + d(y,y) < d(2,y') + 2e.
Donc pour toute > 0Oona:
diam[Adh(A)] = sup d(zx,y)
z,ycAdh A

< sup d(2',y) + 2
'y €A
= diam(A) + 2e,

qui entraine que diam(Adh A) < diam A.
Finalement les deux inégalités montrent que diam(Adh A) = diam A.

(b) Sixz,ye AUB,a € Aetbec B alors

d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) +d(b,y)
< diam(A) + d(a,b) + diam(B),

donc
diam(A U B) — diam(A) — diam(B) < infd(a,b) = d(A, B < d(a,b))
et finalement

diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(A, B).
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8.4 Continuité sur les Espaces Métriques

1. Pourz € R", A, B C R" on défini :

dist(z, A) = inf d(x,a), dist(A,B) = inf d(a,b), diam(A) = sup d(a,b)
acA acA,beB a€EAbEB

(@) Trouver dist(0,R — Q), dist(v/3,Q), dist(0, (2,4]).
() SiA={(z,y) cR*:2y=1}et B={(z,y) € R?:y =0}, calculer d(A, B).
(c) Calculer diam([0,1) N Q) et diam([—2,1) "R — Q).

Solution.

(@) dist(0,R — Q) = 0, dist(v/3,Q) = 0, dist(0, (2,4]) = 2.
(b) SiA={(z,y) eR*:2y=1}et B={(x,y) € R*:y =0}, alors d(A4, B) = 0.
(¢) diam([0,1) N Q) = 1 et diam([-2,1) "R — Q) = 3.

2. Montrer que f : (X,dx) — (Y, dy) est toujours continue dans les cas suivant :

(@) X =Yetf(r)=xpourtoutz € X.
(b) f(z) = yo pour tout x € X, ol yy est une constante.
(€ X =Y =R, dx(a,b) = |a —b|, et f(z) = 2°.

(d) dx estla distance discrete.
Solution.

(a) Si O unouvertde X =Y alors f~!(0) = O est aussi un ouvert.

(b) Si O unouvertde Y, alors f1(O) = @siyo ¢ Oet f71(O)=Xsiyy € Oet
les deux sont des ouverts de X.
(€) Sib>a>0alors, f~(a,b) = (—Vb, —v/a) U (—=Vb, —v/a) qui ouvert dans R.
(d) Dans ce cas f~!(U) est ouvert pour tout U C Y, donc f est continue.
3. Montrer que les intervalles (—1, 1) et (2,5) sont homéomorphes dans (R, d).
Solution. Considérons f : (—1,1) — (2,5) définie par f(z) = 2 + 3zt
clairement un homéomorphisme, car f est une bijection et f(—1,1) = (2,5). De plus

qui est

puisque f est une fonction linéaire son inverse existe et est continue.

4. Soit f:(—1,1) — R définie par f(z) = %\x!
Montrer que f est un homéomorphisme.
Solution. On note que f est continue sur (—1,1), f'(z) >= (1—1’33\)2 > 0 donc f
est injective et f(—1,1) = R donc f est surjective. De plus f~'(z) = f(z) elle est

donc continue. Cela établi que f est en effet un homéomorphisme.
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5. Supposonsque A C X, B C Y et f:X — Y est un homéomorphisme avec f(A) =
B. Montrer que les restrictions g = fla: A —+ Beth=f|lx-a: X-A—>Y-B
sont des homéomorphismes.

Solution.

Puisque f : X — Y est un homéomorphisme alors f~! : ¥ — X est continue.

g = fla : A — B est continue et bijective et en plus g~ = f~!|p : B — A est
continue.

h = flx-a:X — A —Y — B est continue et bijective et en plus b~ ' = f |y _p :
Y — B — X — A est continue.

6. Soient X un espace métrique et f : X — R. Montrer que f est continue si et seule-
ment si pour tout a € R les ensembles 1 (—oco, a) et f~!(a, oc) sont des ouverts de
X.

Solution.

(=) Supposons que f est continue. Puisque les ensembles (—oo,a) et (a,c0) sont
des ouverts de R, et f est continue alors f~!(—o0,a) et f~!(a,c0) sont des ouverts
de X.

(<) Sia < b alors (a,b) = (—o0,b) N (a,00) et que f~'(a,b) = f(—o0,b) N
' (a,00) est un ouvert de X. Soit O un ouvert de R, alors O = U;(a;, b;) et donc
f~to= f_l[Ui(ai, bi)] = Uif_l(ai, b;) est un ouvert de X car c’est I'union d’ouverts
de X.

7. Montrer que f : X — Y est continue ssi f(Adh A) C Adh[f(A)] pour tout A C X.

Solution.

(=) Supposons que f est continue et A C X, alors A C f~1[f(A)] € f~[Adh f(A)]
ou f~'[Adh f(A)] est fermé car f est continue. Mais Adh A est le plus petit fermé
contenant A, alors A ¢ Adh A C f~'[Adh f(A)] qui entraine que f(AdhA) C
Adh f(A).

(<) Supposons que f[Adh A] C Adh[f(A)]. On veut monter que 'image inverse
d’un fermé de Y est un fermé de X. Soit F un ferméde Vet A= f~'(F) C X.ona
f(Adh A) c Adh[f(4)] = Adh[f(f"'(F))] ¢ AdhF = F. Donc AdhA C
f'f(AdhA)] ¢ f~'(F) = A. Cela montre que A = f~'(F) est un fermé de X
et donc [ est continue.

8. Soient f: EF — F et g: F — G continues. Montrer que si (g o f) est un homéomor-
phisme et si f est surjective alors f et g sont des homéomorphismes.

Solution. Supposons que (g o f) est un homéomorphisme et que f est surjective.
Alors G = (go f)(E) = g[f(E)] = ¢(F), qui montre que g est aussi surjective.
Puisque (g o f) est un homéomorphisme alors h = (go f) ' = f~tog~! est continue
de pluson a:

(hog)of=floglogof=1gdonc f est injective.
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fo(hog)=foflogtog=1p donc f est surjective.

hog= fltogtog= f! est continue car cest la composée de deux fonction
continues.

Donc f est un homéomorphisme.

g = (go f)of! est un homéomorphisme car c’est la composée de deux homéomor-
phismes.

9. Soit f : R — R une fonction continue définie par f(z) = 0 pour tout 2 € Q . Montrer
que f(z) = 0 pour tout z € R. Indication : QQ est dense dans R.
Solution.
Soit z € Q — R alors il existe une suite (z,,) € Q telle que z,, — x.
Puisque f est continue alors 0 = f(z,) — f(z) quand n — oo donc f(x) = 0 pour
tout x € R.

10. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Pour z € X ; d(z, A) := inf{d(z,a) : a €
A}.

(a) Montrer que siz,y € X alors |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) .
(b) En déduire que la fonction f(x) = d(z, A) est continue.
(c) Monter que Adh A ={z € X :d(z,A) =0}

(d) On suppose zp ¢ Adh A. Trouver deux ouverts U et V' qui séparent z et A.
Solution.

(a) Soita € Aalorsd(z,a) <d(x,y)+d(y,a) quientraine que dist(z, A) < d(z,y)+
dist(y, A).
Donc dist(z, A) — dist(y, 4) < d(x,y) (1).
Si nous échangeons x et y dans (1) on trouve dist(y, A) — dist(x, A) < d(z,vy)
(2).
Les inégalités (1) et (2) nous donne | dist(z, A) — dist(y, 4)| < d(z,y).

D) [f(x) = f(y)] = |d(z, A) —d(y,A)| < d(z,y), donc f est continue.

() Soit B={re X : f(z)=dist(x, A) = 0}.
Six € B alors soit x € Int A ou bien x € Fr A qui montre que B C Adh A.

L’ensemble {0} est fermé dans [0,00) et f(x) = dist(x, A) est continue donc
f71({0}) est fermé dans X. Mais f~'({0}) = B O A et Adh A est le plus petit
fermé contenant A donc Adh A ¢ f~({0}) = B.
Les deux inclusions nous donnent que Adh A = {z € X : f(x) = dist(z, A) =
0}.

(d) On suppose zy ¢ Adh A. Trouver deux ouverts U et V' qui séparent z et A.
Soit 9 ¢ Adh A alors dist(x,A) = r > 0. Soient U = B(zg,r/3) et V =

U B(a;r/3), alors U et V' sont deux ouverts qui séparent x, et A.
acA
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8.5 Espaces Métriques Complets

1. Montrer les propositions suivante :

(a) Toute suite convergente est de Cauchy.
(b) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
(c) Toute suite de Cauchy est bornée.

(d) Toute suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente est convergente.

Solution. Pour les parties (a),(c) et (d) voire Théoreme 4.15 page 79.

(b) Soit (z,) une suite de Cauchy, alors pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que
si m,n > N alors d(zm,z,) < €. Soit (z; ) une sous-suite de (z,). Si on choisi
Ny s N, > N alors d(zy,, , Tn,,) < €. Donc (25, ) est une suite de Cauchy aussi.

2. Avec qu'elles des distances d, dy, d., R est t-il complet ?
(@) (R,d,) est complet ott do(z,y) = |z — 1/3|.
(b) (R, dp) n’est pas complet ot dy(x,y) = |e* — €Y|.
(©) (R, d.) n’est pas complet ol d.(z,y) = |tan"! () — tan™*(y)|.
Solution.
(a) Soit (x,) une suite d,-Cauchy, donc dy(z,,z,) = |22 — 23| — 0 quand
m,n — oo. Donc (z2) est d,-Cauchy, est puisque (R, d,,) est complet alors (z3) est
convergente. Il existe donc i € R tel que |22 — y| — 0 quand n — oo.

1/3

Soit 2 = y'/3, alors 23 — 23 € R c.a.d. que dy(zn, ) = |23 — 23| = |23 —y| = 0

quand n — co. Donc (z,,) est d,~convergent qui entraine que (R, d,) est complet.
(b) Montrer que la suite (—n) est d,—Cauchy mais ne converge pas dans (R, dp).

(c) Soit (R, d,,) 'espace métrique complet muni de la distance usuelle. Considérons
la suite () dans R. La suite (tan~' n) converge vers 7/2 dans (R, d,). Donc (tan~* n)
est d,—Cauchy qui entraine que (n) est d.—Cauchy. Si on suppose que n — a dans
(R, d,), alors tan™! n — tan~' a dans (R, d,,), mais voudrait dire que tan™' a = /2
pour un certain a € R qui est impossible. Donc (n) ne converge pas dans (R, d.), qui
fait que cet espace n’est pas complet.

3. Soient f : (X,dx) — (Y, dy) uniformément continue et (x,,) est une suite de Cauchy
dans X.

(a) Montrer que (f(zy)) est de Cauchy dans Y.

(b) Si de plus, f est bijective et f~! est continue, montrer que si Y est complet X

est complet.
Solution.

(a) Puisque f est uniformément continue alors pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel
que pour tout z,y € X, dx(x1,x2) < ¢ entraine dy (f(x1), f(z2)) < e.
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Puisque (x,) est de Cauchy alors pour tout 6 > 0 il existe N € N tel que si
p,q > N alors |z, — z4| < 0.

Donc pour tout p,qg € N : p,¢ > N on a dy(f(zp), f(z4)) < € qui montrer que
(f(xy,)) est une suite de Cauchy dans (Y, dy).

(b) Soit (z,,) une suite de Cauchy dans (X, dx), alors d’apres (a) (f(z,)) est une
suite de Cauchy dans (Y, dy). Si de plus (Y, dy) est complet alors (f(z,)) est
convergente donc f(zy,) & y € Y qui entraine z,, a5 f~1(y) € X par continuité
de f~!. Donc (z,) est convergente dans (X, dx) qui entraine qu’il est complet.

4. Montrer que si (z,,) est une suite de Cauchy dans R, alors (z2) est de Cauchy aussi.

Solution.

Soit (z) une suite de Cauchy dans (R,d,). On sait que que suite de Cauchy est
bornée c.a.d. |z,| < M pour tout n. Soit ¢ > 0 il existe N € N tel que si m,n > N
alors |z, — x,| < e. On a alors |x72n — l’i‘ = |Tm — Tp||Tm + x| < 2Me = €. Donc
(22),, est de Cauchy.

5. Si (X, dx) est un espace métrique completet Y C X, alors (Y, dy) est complet si et
seulement si Y est fermé dans X.

Solution.

(=) Supposons que Y est complet et soit x € AdhY. Alors il existe une suite
(yn) € Y qui converge vers = dans X . Puisque (y,,) est une suite convergente dans
un espace complet Y la limite doit étre dans Y. De plus la limite est unique donc
x € Y qui entraine que Y est fermé.

(«=) Supposons que Y est fermé dans X et que (y,,) est suite de Cauchy dans Y C X.
Puisque X est complet, il existe x € X tel que y,, — x. Mais puisque Y est fermé il
doit contenir tous les points limites donc x € Y. Il suit que (Y, dy) est complet.

6. Montrer que toute réunion finie de parties completes de X est une partie compléte
de X.
Solution. Il suffit de le montrer pour deux parties completes de X. Soient A, B deux
parties completes de X et (x,,) une suite de Cauchy dans A U B.

7. Si(X,0) est 'espace métrique discret, alors une suite (z,,) dans X converge vers x
si et seulement si, il existe N tel que x,, = x quand n > N.
Solution. Supposons que x,, — x dans (X, d). Pour tout € > 0 il existe N € N tel que
sin > N alors §(x,,r) < e. Mais puisque ¢ est la distance discrete alors si e < 1 on
ad(zp,x) < €< 0(xy,x) =0donc z, = x pour n > N.

8. Si(Z,d) estle produit cartésien des deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy), alors
la suite (x,,,y,) de Z converge vers (x,y) si et seulement si z,, — x et y, — y.
Solution. Notons que si z, = (zp,yn) €t z = (z,y) alors

dZ(Zny Z) = dZ((:L’n, yn)? (‘Tay)) = dx(l’n, (E) + dY(yna y)
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9.

10.

11.

12.

Zn = (Tn,yn) = 2 = (z,y) & dz(zn,2) = 0
< dx(Tn,x) + dy (Yn,y) — 0
< dx(zp,x) — 0etdy(yn,y) = 0

ST, —>rety, —y.

(a) Montrer que pour x > lett >0, Vo +t —x <t/2.
(b) Montrer que f(z) = /= est une contraction sur [1, co)
(c) Trouver le point fixe de f.

Solution.

C (WrHt—Vo) (Vo +t+ V) t toars
R e NI B Vo v e A
(b) Si f(z) = /xonposey =x+tout>0etx > 1alors,

AU, @) = 1) — )] = WaT - vl < L= o Fl o dwr)

Donc f(z) = +/z est une contraction.

(c) Puisque [1,00) est complet et f(x) = y/z est une contraction donc le théoréme
de Banach garanti un fixe unique qui est z = 1.

1
Monter la fonction f : [1,2] — [1,2] définie par f(z) = = (z +22~') a un point fixe

2
unique sur [1, 2], et trouver ce point.

Solution. Puisque f'(x) = (1 — 2272)/2 < 1/2 < 1, alors Corollaire 5.27 garanti un
point fixe.

1
5(:c+2x*1):a:<:>2x*1::c<:)x2:2:>x:\@€[1,2].

Monter que I'équation z° + 72 — 1 = 0 posséde une solution unique dans [0, 1].
Trouver la racine exacte a 6 décimaux en utilisant la méthode de Newton.

Solution. Si on pose f(z) = 2° + 7z — 1 on a f'(z) = 5z* + 7 > 0 donc f est
strictement croissante. De plus on a f(0)f(1) = (—1)(7) < 0 donc le théoréme
des valeurs intermédiaires garanti une racine dans (0, 1), cette racine est unique

f/(m") on aura : o = 0.153846,
Tn)

car f/ > 0. Posons x1 = 1/2 et w11 = T, —

r3 = 0.142849, x4 = 0.142848, et x5 = 0.142848.

Soit f : (0,1/4) — (0,1/4) définie par f(z) = x°. Montrer que f est une contraction
qui ne possede aucun point fixe.

2=z & 2 =0,1 donc évidement f n’admet pas de point fixe sur

Solution. f(z) ==«
(0,1/4).

£(0,1/4) = (0,1/16) C (0, 1/4). De plus ona | £(x)— £ (y)| = 22| = [z—yllo+y| <
sl —yl.

Donc f est contraction sur (0,1/4). Mais (0,1/4) n’est pas complet, donc cela ne
contredit pas le théoreme du point fixe de Banach.
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13. Soit f : [1,00) — [1,00) définie par f(z) = = + z~'. Montrer que [1,c0) est complet
et |f(xz) — f(y)| < | —y| pour z,y € [1,00), mais f n’est pas une contraction et n’a
aucun point fixe.

Solution. [1,00) est un fermé de I'espace complet R, donc doit étre complet par
Proposition 5.19.

f(z) =z +2~! <1 pour z > 1, alors limage de [1, 00) est lui méme.

De plus |f'(x)] = |1 — 272 < 1 quand = € [1,00), donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires | f(z) — f(y)| < |z — y||f'(c)| < |* — y|. Cela ne montre pas
que f est une contraction. Car pour avoir une contraction on doit avoir |f(c)| =
1 —c? <k < 1pourtout ¢ € [1,00) ce qui est impossible.
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8.6 Espaces Métriques Compacts

1. Lesquels de ces sous-ensembles de R et R? sont compacts ?

@ [0,1) (V) {(z,y) eR? : 22 + 9% =1}

(ii) [0, c0) W) {(z,y) eER?:z > 1,0<y<1/x}

(iii) QN [0, 1] D) {(z,y) € R?: [a] +[y| < 1}
Solution.

(i) [0, 1) n’est pas fermé, donc n’est pas compact.

(ii) [0, 00) n’est pas borné, donc n’est pas compact.

(iii) Q@ N [0, 1] n’est pas complet, donc n’est pas compact.

(v) {(x,y) € R? : 2% + 4* = 1} est borné et fermé donc est compact.

W) {(z,y) € R?2:2>1,0<y< 1/x} n’est pas borné, donc n’est pas compact.
i) {(z,y) € R? : |z| + |y| < 1} est borné et fermé donc est compact.

2. Donner des exemples de suites dans R avec 0, 1 et 2 points d’accumulations :
Solution.
{n :n € N} n’a pas de point d’accumulation.
{n~!: n € N} posséde un seul point d’accumulation {0}.
{(=1D)™(1 +n~") : n € N} posséde deux points d’accumulations {—1,1}.

3. Considererons I'espace métrique (Q,d) ot d(z,y) = [z —ylet A={r € Q:2 < 2? <
3}. Montrer que A est fermé et borné mais n’est pas compact.
Solution. 1l est clair que A est borné. On peut écrire A comme :
A={zecQ:—V3<z<—V2}U{zecQ:V2<z <3} =A,UAy. Deplusona

A =[-V3,-V2NQ et A =[V2,V3nQ.

Donc A; et Ay sont fermés dans Q.

Pour la compacité considérons G = {G,;n > 1} ol
Gn={reQ:24+n <2 <3-—n'}L

G est un recouvrement ouvert de A qui ne possede aucun sous-recouvrement fini.

4. Supposons que f : (X,dx) — (Y,dy) est continue, et K est une partie compacte
de Y . Montrer que f~*(K) est fermé. Trouver un exemple qui montre que f'(K)
n’est pas nécessairement compact.

Solution. Puisque tout compact est fermé et f est continue alors f ! (K) est fermé.
Contre exemple f : R — R définie par f(z) =0et K = {0}.

5. Montrer que si A C R n’est pas compact, alors il existe une fonction continue f :
A — R qui est bornée mais n’atteint pas toutes ses bornes.
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Solution. Si A n’est pas compact alors il est soit non borné ou bien non fermé.

(1) Si A non borné considérons f : A — R telle que f(x) = , alors pour tout

1
1+ |z
x€onal < f(r) <1.Laborne inférieure de f est 0, mais il n’existe pas de x € A
tel que f(z) = 0.

(2) Supposons que A non fermé et soit b € Adh A — A. Considérons f : A — R telle
que f(xz) = |x — b|, alors la borne inférieure de f est 0, mais il n’existe pas de x € A

tel que f(z) = 0.

6. (a) Monter que la réunion finie de parties compactes d’'un espace métrique X est
compacte.
(b) Monter que la réunion arbitraire de parties compactes d'un espace métrique X
n’est pas nécessairement compacte.
Solution.
(a) 1l suffit de montrer que la réunion de deux parties compactes est compacte.
Soient K7, K deux parties compactes, K = K; U K5 et C un recouvrement ouvert
de K donc K C U G;. C est recouvrement ouvert de Ky (K3), donc doit contenir

ieJ
un sous-recouvrement fini. Donc il existent Jy, Jo C J finis tel que K7 C U G; et
i€y
Ky C U GG; qui entraine que K = K; U Ky C U G;.
i€J2 i€J1UJa
(b) Soit K,, = [1,n + 1],n = 1,2,.... Il est évident que K,, est compact dans R et

que U K, = [1,00) n’est pas compact.
n
7. Monter que l'intersection arbitraire de parties compactes de R" est compacte.

Solution. Soit K = ﬂ K,, ou K, sont des compacts de R". K est fermé dans R" car

acA
c’est l'intersection de fermés. De plus K est fermé dans le compact K,, ol ap € A. 1l

en suit que K est une partie fermée d’'un compact, donc elle est compacte.

8. Montrer que I'espace métrique discret (X, J) est compact si et seulement si X est
fini.
Solution. Supposons X = {z1,z2,...,x,} est fini. Alors, X possede un maximum
de 2" de parties ouvertes distinctes. Donc n'importe quel recouvrement ouvert de X
est lui méme un recouvrement ouvert fini.

Par contre si X est infini alors le recouvrement ouvert {{z} : € X} n’admet pas de
recouvrement fini. Donc (X, J) est compact si et seulement si X est fini.

9. Montrer que si A est précompact, alors Adh(A) 'est aussi.
Solution. Supposons que A est précompact donc pour tout » > 0 ils existent
Z1,...,%, tels que A C U B(zi,r). Siy € Adh(A) — A alors B(y,r) N A # @, il

i=1

existe donc z € B(zg, ) N A pour un certain zx. On a d(y, zx) < d(y, z) + d(z,zx) <

Topologie Générale Elémentaire UFAS: El-Bachir Yallaoui



Chapitre 8. Exercices avec corrigés 165

n
r+r = 2r doncy € B(xg,2r). Donc Adh A C U B(z;,2r) qui montre que Adh A
i=1
est en effet précompact.

10. Montrer que si A est précompact, alors A est borné.

Solution. Si A est précompact, alors pour tout r > 0 ils existent x1, ..., x, tels que
n n
AC U B(x;,r). Donc diam A < ZdiamB(a:i, r) = 2nr.
i=1 i=1

11. Montrer que tout sous-ensemble fini de (R, |- |) est compact.

Solution. Soient A = {ay,...,a,} un sous-ensemble fini de (R,| - |) et M =
max{|ail,...,|an|}. Alors, A est borné (Ja;| < M) et fermé (Adh A = A) donc
compact.

12. Soient X,Y deux d’espaces métriques. Montrer que Z = X x Y est compact si et
seulement si X et Y sont compacts.
Solution.
(=) Supposons que Z = X x Y est compact. Alors, la suite (x,,y) posséde une
sous-suite convergente (z,,,y) — (x,y). Donc toute suite (z,) de X possede une
sous-suite convergente dans X qui entraine que X est compact. Par symétrie on
montre que Y est aussi compact.
(<) Réciproquement supposons que X et Y sont compacts et soit (z,) = (zn, Yn)
une suite dans Z = X x Y. Puisque X est compact la suite (z,) possede une sous-
suite (z,, ) convergente dans X. Puisque Y est compact la suite (x,, ) posseéde une
sous-suite (ynkj) convergente dans Y. Donc la suite (a:nkj , ynkj) est une sous-suite
convergente de la suite (z,,y,) dans Z = X x Y. Cela montre que Z = X x Y est
compact.

13. Soit (X, d) un espace métrique et (z,,) une suite convergente de X telle que z,, — =.
Montrer, A = {z,, : n € N} U {x} est compact.
Solution. Soit (Gg).cr un recouvrement ouvert de A. Il existe un ouvert G,, qui
contient {z,xn,Zn+1,...}. Pour tout z; : i = 1,2,..., N — 1 il existe un ouvert G,,
tel que z; € Gy,. Donc A = {z1,z2,...,any_1}U{z, 2N, ZN11,...} C UL G, quiest
un sous-recouvrement ouvert fini et alors A est compact.

14. Soit (X, d) un espace métrique, A,BC X et ANB = g.

(a) Montrer que si A est compact et B est fermé, alors dist(A, B) > 0.
(b) Estce que dist(A, B) # 0 si A et B sont fermés?
Solution. Par définition dist(A, B) = inf{d(a,b) : a € Aetb € B}.

(a) Supposons que A est compact et B est fermé, donc Adh A = Aet Adh B = B.
Considérons la fonction f : B — R définie par f(z) = dist(z, A). f est conti-
nue sur le compact B donc elle est bornée et atteint son minimum sur B. Ils
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existent a € A et b € B tels que dist(A, B) = d(a,b). Puisque AN B = & alors
dist(A, B) > 0 car s'il existe b € B tel que dist(A,b) =0 alorsb € AdhA=A
(voir exercice 9 TD 4) et donc AN B # & ce qui est une contradiction.

(b) Considérons A = {(x,y) : zy = 1} et B = {(z,y) : y = 0}. A et B sont fermés
dans R?, mais dist(A, B) = 0 puisque y = 1/z — 0 quand = — oo.
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8.7 Espaces Métriques Connexes

1. Soit (X, d) un espace métrique. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) X est connexe.
(b) Il n’existe pas de partions de X en deux ouverts disjoints.

(¢) 1l n’existe pas de partions de X en deux fermés disjoints.

Solution.
(a) = (b). Supposons que A, B C X,X = AUB,AN B = g et A, B ouverts. Alors,
A et B sont fermés car X — A = Bet X — B = A. Il suit que A et B sont a la fois

ouverts et fermés qui montre que X n’est pas connexe.

(b) = (c). Supposons que A, B C X, X = AUB,ANB = @ et A, B sont fermés.
Alors A et B sont aussi des ouverts qui forment une partition de X.

(c) = (a). Supposons que X n’est pas connexe. Alors, il existe une partie propre
G C X qui est a la fois ouverte et fermée. Il suit que X — G est une partie de X a la
fois ouverte et fermée et X = G U (X — ) qui montre qu’il existe une partions de

X en deux fermés disjoints.

2. Montrer que si f : (X,d) — (X’,d) est continue et X est connexe, alors f(X) est
connexe.
Solution.
Si G C f(X) est ala fois ouverte et fermée. Alors puisque f est continue f~(G) € X
est a la fois ouverte et fermée qui entraine que X n’est pas connexe.

3. Si(X,d)estconnexeet f: X — R est continue telle que |f(z)| = 1 pour tout z € X,
montrer que f doit étre constante.
Solution.
Si |f(z)| = 1 alors f(X) = {~1,1}. Donc X = f~'{—1} U f~'{1}. Puisque f est
continue f~1{—1} et f~'{1} sont des fermés de X. I suit que X est une partition de

deux fermés disjoints donc X est non-connexe.

4. Monter qu'un espace connexe par arcs est connexe.
Solution.
Supposons que X est connexe par arcs et g : X — {0,1} est continue. Si g n’est
pas constante, alors ils existent z1,z2 € X tels que g(z1) = 0 et g(x2) = 1. Soit
f:10,1] = X un chemin dans X tel que f(0) = z; et f(1) = 2. Alors la fonction
go f :]0,1] — {0,1} est continue et surjective qui entraine que [0, 1] n’est pas
connexe, qui est une contradiction.

5. Supposons que f, g : [0,1] — X sont respectivement des chemins de z — y ety — z.
Montrer que
2t); itel0,1/2
g2t —1); size[l/2,1]
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est un chemin x — z dans X.

Solution.

On a h(0) = f(0) = z,h(1/2) = f(1) =y = ¢(0), et h(1) = g(1) = z. De plus
f(2t) et g(2t — 1) sont des composées de fonctions continues donc sont elles mémes
continues qui entraine que h est aussi continue.

6. Montrer qu'une partie ouverte et connexe de R" est connexe par arcs.
Solution.
Soit G un partie ouverte et connexe de R" et 2y € G.
Soit A = {z € G qui ont un arc joignant x, et x}. A est connexe par arcs.
Si on montre que A est a la fois ouvert et fermé dans R", alors G = AU(G — A) serait
une partions d’ouverts de la partie connexe G. Donc soit A = @ oubien G — A = @.
Puisque zp € A alorson a G — A = @. Donc G = A est connexe par arc.

Montrons que A est ouvert. Soit z € A C G, puisque G est ouvert alors il existe
r > 0 tel que B(z,r) C G. Tout point y € B(z,r) peut étre joint a x par un segment
de ligne droite dans B(x,r) donc tout point y € B(x,r) peut étre joint a xy par un
arc et donc B(z,r) C A qui montre que A est ouvert.

Montrons que G — A est ouvert aussi. Soit z € G — A alors il existe » > 0 tel que
B(z,r) C G— A. Sinon cela veut dire que B(x,r)NA # @. Soity € B(z,r)N A alors
on peut joindre zg a y et y a x qui est une contradiction car x € G — A. Donc G — A
est ouvert.

7. Montrer que toute fonction continue f : [a,b] — [a, b], admet un point fixe = € [a, b].
Solution.
Puisque f([a,b]) C [a,b] alors f(a) > a et f(b) < b. Soit g(x) = f(x) — x, alors g est
continue et g(a) > 0 et g(b) < 0. Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
il existe x € (a,b) tel que g(c) = 0 ou bien f(z) = c.

8. Supposons que X est connexe par arcs, et f : X — Y est continue et surjective.
Montrer que Y’ est connexe par arcs.
Solution.
Soient 41, y2 € Y. Puisque f est surjective, f(x1) = y1, f(x2) = y2 pour 1,29 € X.
Soit g : [0,1] — X un chemin continue dans X de z; vers za. Alors la fonction
fog:[0,1] = Y est un chemin continue dans Y de y; vers y». Alors Y est connexe

par arcs.

9. Montrer que X = C([0,1]) avec d(f,g) = sup |f(t) — g(t)| est connexe par arcs et
te(0,1]
donc connexe.

Solution.

Supposons que f, g sont deux éléments quelconques dans C[0, 1]. On défini un che-
min h : [0,1] — C[0,1] par h(t) = tf + (1 — t)g. Alors pour chaque t € [0,1] la
fonction h(t) est continue donc est un élément de C|0, 1]. De plus, la fonction A est
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continue puisque

doo (h(t), h(s)) = sup |t = 8)f(x) + (s = t)g(@)| <[t —s[(M[f+ Myg),
x€|0,
ol |f(x)| < My et |g(x)| < My pour tout z € [0, 1].
Pour tout € > 0, soit 6 = ¢/(M f + Mg), alors on obtient d(h(t),h(s)) < e quand
|t?s| < 0. Finalement , h(0) = g et h(1) = f, donc h est un chemin continu dans
C[0,1] de g vers f. Donc C[0, 1] est connexe par arcs et donc connexe.

10. Soit (X, d) un espace métrique et A C X. Montrer que X est connexe si et seulement
siFr(A) = @.
Solution.
On sait Fr(A4) = Adh(A) —Int(A), don si A est a la fois ouvert et fermé Fr(A) = @.
Donc X est connexe si et seulement si Fr(A) = &.

11. Supposons que A et B sont des parties connexes de X tel que Adh(A) N B # @.
Montrer que A U B est connexe.
Solution.
Considérons la fonction continue f : AU B — {0, 1} avec la distance discrete §.
Puisque A et B sont connexes alors les fonctions; fja4 = ca: A — {0,1} et f|p =
cp : B — {0,1} sont constantes et ont pour valeur 0 ou bien 1. Notons que Adh(A)
est aussi connexe car A est connexe et f(Adh A) = c4. Soit b € Adh(A) N B alors
f(b) = ca = cp.Donc f(AU B) = c4 qui entraine que f est constante sur AU B qui
est donc connexe.

12. Soient f: (X,dx) — (Y, dy) un homomorphisme et a € X.
Solution.

(a) Montrer que f,: X — {a} =Y — {f(a)} est un homomorphisme.
Voir exercice 5 du TD no. 4.

(b) Déduire qu’il ny a pas d’homomorphisme entre R et R? .
Supposons que f : R — R? soit un homéomorphisme.
Alors la restriction f : R—{0} — R?—{f(0)} serait aussi un homéomorphisme.
Mais R — {0} n’est pas connexe, cependant R? — {f(0)} est connexe.
Donc R et R? ne sont pas homéomorphes.
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8.8 Espaces Topologiques

1. Soit X = {a,b, c} trouver les 29 topologies possibles sur X.
Solution. On donne les types distincts des topologies et le nombre de chaque.

Trriv = {2, X} (1) Jais = P(X) (1)

i = [, {a}, X} (3) P = {2, {a,b}, X} (3)

I3 ={2,{a},{a,b}, X} (6) Iy ={2,{a,b},{c}, X} (3)

Is ={2,{a},{b},{a,b}, X} (3) T =1{2,{a},{a,b},{a,c}, X} (3)

T = {Q’ {a}v {C}’ {aa b},{a,c},X} (6)
2. Soit (X, Zeor) ou X estinfini Tof = {U C X : (X —U) fini }U{@} et A C X.

(a) Montrer que la collection 7. est une topologie sur X.
(b) Déterminer quels sont les parties fermées de X.

(¢) Si A est fini trouver Adh A, Int A et Fr A.

(d) Si A estinfini trouver Adh A, Int A et Fr A.

Solution.

(a) Montrer que la collection .7 est une topologie sur X.
(1) X — X = @ finidonc X € J.
(2) Soient U, € F¢of,a € A, alors X — U,U, = Na(X — U,) est fini car c’est une
intersection de finis.
(3) SiU1,Us € Fof alors X — (U3 NUy) = (X —Up) N (X — Uy) est fini car c’est
I'union de 2 fini.

(b) Déterminer quels sont les parties fermées de X.
Les fermés sont les compléments des ouverts donc les fermés de 7..¢ sont les
parties finies de X ou bien X.

(¢) Si A est fini trouver Adh A, Int A et Fr A.
Adh A = A car A est fermé.
Int A = & car C’est le seul ouvert contenu dans A.
FrA=AdhA—-IntA=A.

(d) Si A estinfini trouver Adh A, Int A et Fr A.
Adh A = X car cest le plus petit fermé contenant A.
Int A= Asi X — Aestfiniet Int A= & si X — A est infini.
FrA=AdhA-IntA=X-AsiX—AestfinietFrA=AdhA-IntA=X
si X — A est infini.

3. Soient 77, 9 deux topologies sur X.

(a) Montrer que .71 N % est une topologie sur X.
(b) Montrer que généralement .7 U % n’est pas une topologie sur X.

Solution.
(a) Montrer que .71 N % est une topologie sur X.
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O e, XeFA, Hdonca, Xec AND.

(02)SiU, € A, % alors U U, € Z, % et donc U, U, € 71 N D .

(03)SiU,Uy € A, DpalorsUrNUy € G4, o etdonc Uy NUs € AN D

(b) Montrer que généralement .7; U % n’est pas une topologie sur X.

Soit X = {a,b,c}, alors 71 = {@, {a}, X} et 71 = {2, {b}, X} sont deux topologies
(voir exercice 1).

Mais 71 U % = {@, {a}, {b}, X} n’est pas une topologie.

4. Soit 7 la collection de parties de R contenant &, R et tout les intervalles de la forme
(—o0,b). Montrer que .7 est une topologie sur R.
Solution.
O1) o,Re 7.
(02) Uy(—00,b,) = (—00,supby) € .
(03) (=00, b1) N (=00, b1) = (=00, inf{b1,ba}) € 7.

5. Montrer que # = {(a,b) : a,b € R} est une base pour la topologie usuelle sur R.
Solution.
(1) Pourtoutx € Retr >0onax € (z —r,x+r) € A.
(2) Soit x € By, By € A alors si By = (a1,b1) et By = (ag,b2) ona x € (ag,b1) N
(a2, b2) = (c1,¢2) € A.

6. Soient %, %' des bases pour les topologies .7, .7’ respectivement. Montrer que .7 C
' si et seulement si pour tout B € Z etz € B, il existe B’ € %' telque x € B’ C B.
Solution.

(=) Soit x € B € % et puisque .7 C 7' alors B € 7.

(<) Soit U € 7, alors pour tout = € U il existe B € % tel que x € B C U. Mais
par hypothése il existe B’ € %’ tel que x € B’ C B. Donc pour tout = € U il existe
B’ € #' tel que » € B’ C U qui entraine que U € 7.

7. Si(X,.7) est un espace topologique , A C X, et 74 ={ANU :U € T}.

(a) Montrer que la collection .74 est une topologie sur A.

(b) SiX ={a,bc}, 7 ={9,{a},{a,b},{a,c}, X} et A= {a,b} trouver la topolo-
gie induite .74 de A,

Solution.

(a) Montrer que la collection .74 est une topologie sur A.
OD)og=AngetA=ANX donc @, A c J4.
(02)SiU, € J alors (ANU,) € TyetonaU,(ANU,) = AN (UU,) € Ty
carU,U, € 7.
(03) SiUy,Uy € 7 alors (ANUL),(ANUsz) € Tpetona (ANUL)N(ANU,) =
AN (U NUy) € Ty.
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(b) SiX ={a,b,c}, 7 ={2,{a},{a,b},{a,c}, X} et A= {a,b} trouver la topolo-
gie induite 7, de A,
Ty={ANU:U e T} ={,{a}, A}.

8. Soit (A, 74) un sous-espace d'un espace topologique (X, .7 ). Montrer que pour que
tout ouvert de A soit un ouvert de X il faut et il suffit que A soit un ouvert de X.
Solution.

(1) Si A est un ouvert de X alors A € 7. Pour tout G € J4, il existe U € 7 tel que
G = ANU. Mais puisque A,U € J alors G = ANU € 7 donc G € J et alors
7, ‘A C 7.

(2) Si tout ouvert de A est un ouvert de X alors .74 C .7, qui entraine que A € .
c.a.d. A est un ouvert de X.

9. Montrer que f : (X, Ix) — (Y, Zy) est continue dans chacun des cas suivants :

(@) (X, Ix)=(Y,%)et f(z) =z
(b) f est constante.

© Ix = Jisc -

D K = T -

Solution.

(@) SiO € Jx alors puisque f(z) =z, f1(O) = O € Jx et donc f est continue.

(b) Si O € Jx alors puisque f(x) =c, f1(0O) = X € Ix sic € Osinon f1(0) =
@ € Jx etdonc f est continue.

(c¢) Puisque tout sous ensemble est ouvert dans la topologie discrete .., alors
f~HO) € Fys. pour tout O € Fi et donc f est continue. .

(d) Puisque & = Jpip = {@,Y}ona f 1 (@) =0 Ixet f1(Y)=X € Tyet

donc f est continue.

10. Soit f : (X, 7x) — (Y, Z3) continue, et A une partie non vide de X.
Montrer que la restriction g = f|4 : (A, 74) — (Y, Z3) est continue.
Solution. Soit O € % alors g~ 1(0) = AN f~1(0) € T4 car f1(0) € Fx et donc
g est continue.

11. Montrer que si f,g : (X, 7x) — (Y, %) sont des applications continues, montrer

que :

(@) SiXestséparé A= {xrec X : f(z)=g(x)} est fermé dans X.
(b) SiY estséparé I'y = {(z, f(z)) : € X} est fermé dans X x Y.

Solution.
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