5: Espaces Métriques Complets — Corrigés

1. Montrer les propositions suivante:
a) Toute suite convergente est de Cauchy.
b) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
c) Toute suite de Cauchy est bornée.
d) Toute suite de Cauchy qui posséde une sous-suite convergente est convergente.

Solution. Pour les parties (a),(c) et (d) voire Théoréme 4.13 page 67.

(b) Soit (z,,) une suite de Cauchy, alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que si m,n > N 2lors
d(Tm, Tn) < €. Soit (z,) une sous-suite de (z,). Sion choisi ng,, nk, > N alors d(Tn, , Tn,,) <
€. Donc (zz,) est une suite de Cauchy aussi.

2. Avec qu’elles des distances dg, dp, d., R est t-il complet?
(a) (R,d,) est complet ot do(z,y) = |z° — 33|
(b) (R, ds) n’est pas complet ot dp(z,y) = |e® — €Y.
(c) (R,d.) n'est pas complet ot dc(z,y) = |tan™ (z) — tan" (y)|.
Solution.
(a) Soit (z,) une suite d,-Cauchy, donc dg(2n, Zm) = |23 — 23| =& quind m,n — oco.
Donc (z3) est d,-Cauchy sequence, est puisque (R, d,) est comnlet aiors (z2) est convergente.
I existe donc y € R tel que |22 — y| — 0 quand n — oo.
Soit = y*/3, alors 22 — 2% € R c.a.d. que dg(zn,z) = |23 —="| = |22 —y| — 0 quand . — co.
Donc (z,) est d,—convergent qui entraine que (R, d,) es. co.mplet.

(,
(z,

(b) Montrer que la suite (—n) est d,—Cauchy mn~is e converge pas dans (R, ds).

(c) Soit (R, d,) ’espace métrique complet muni Je la distance usuelle. Considérons la suite (n)
dans R. La suite (tan ! n) converge vers m/2 dan. (R,d,). Donc (tan ' n) est d,~Cauchy qui
entraine que (n) est d.~Cauchy. Si on suphose que n — a dans (R, d,.), alors tan™'n — tan~'a
dans (R, d,), mais voudrait dire que tan *« = 7/2 pour un certain a € R qui est impossible.

Donc (n) ne converge pas dans (R, d-), qu: fait que cet espace n’est pas complet.

3. Soient f: (X,dx) — (Y,dy) vnilrrm3ment continue et (z,) est une suite de Cauchy dans X.
(a) Montrer que (f(z,)) est Je Tauchy dans Y.
(b) Side plus, f est bijective et f ~1 est continue, montrer que si Y est complet X est complet.
Solution.

(a) Puisque f »st uuitormément continue alors pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout
z,y € X, dx\v1,22) < d entraine dy (f(z1), f(z2)) < €.

Fuiscme (z,,) est de Cauchy alors pour tout § > 0 il existe N € N tel que si p,¢q > N alors
dx(Tp. £q) <.

Douc pour tout p,g € N:p,g > N on ady(f(zp), f(z4)) < € qui montrer que (f(z,)) est
une suite de Cauchy dans (Y, dy).

1) Soit (z,) une suite de Cauchy dans (X,dx), alors d’aprés (a) (f(z,)) est une suite de
Cauchy dans (Y,dy). Si de plus (Y,dy) est complet alors (f(z,)) est convergente donc

f(zn) it y € Y qui entraine z, ax f'(y) € X par continuité de f'. Donc (z,) est
convergente dans (X, dx) qui entraine qu'il est complet.

4. Montrer que si (z,) est une suite de Cauchy dans R, alors (z2) est de Cauchy aussi.

Solution.

Soit (z,,) une suite de Cauchy dans (R, d,). On sait que que suite de Cauchy est bornée c.a.d.
|zn| < M pour tout n. Soit € > 0 il existe N € N tel que si m,n > N alors |z, —z,| < €. On a
alors |22, — 22| = |Zm — Tn||Tm + Zn| < 2Me = €1. Donc (z2), est de Cauchy.
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5. 8i (X,dx) est un espace métrique complet et ¥ C X, alors (Y, dy) est complet si et seulement
siY est fermé dans X.

Solution.

(=) Supposons que Y est complet et soit z € AdhY. Alors il existe une suite (y,) € ¥ qui
converge vers z dans X. Puisque (y,) est une suite convergente dans un espace complet Y la
limite doit étre dans Y. De plus la limite est unique donc ¢ € Y qui entraine que Y est fermé.

(<) Supposons que Y est fermé dans X et que (y,) est suite de Cauchy dans Y C X. Puisque
X est complet, il existe z € X tel que y, — z. Mais puisque Y est fermé il doit contenir tous
les points limites donc z € Y. 1l suit que (Y, dy) est complet.

6. Montrer que toute réunion finie de parties complétes de X est une partie compléte de X.

Solution. Il suffit de le montrer pour deux parties complétes de X. Soient A, B d=u.: p.rties
complétes de X et (z,) une suite de Cauchy dans AU B. Alors (z,) est soit das s A, . it dans
B oudans AN B. Si (z,) est dans A qui est complet alors (z,) converge dant 4 C-AU B. La
méme chose si (z,,) est dans B. Si (z,) est dans AN B alors (z,) converge dan: ANB C AU B.
Donc si (z,,) est une suite de Cauchy dans A U B elle doit converger darz A (.B.

7. 8i(X,d) est ’espace métrique discret, alors une suite (z,) dans X converge vers z si et seulement
si, il existe N tel que £, =z quand n > N.
Solution. Supposons que z, — z dans (X,d). Pour tout = > 0 il existe N € N tel que
si m > N alors 6(z,,z) < €. Mais puisque 0 est la dittance discréte alors si € < 1 on a
d(zn,z) < € & §(zp,z) =0 donc z,, = z pour n > N.

8. Si (Z,d) est le produit cartésien des deux espaces n.ctriques (X,dx) et (Y,dy), alors la suite
(zn,Yn) de Z converge vers (z,y) si et seulemsat siu, » z et y, — y.
Solution. Notons que si 2, = (Zn,Yn) €t 2 = (z,%) ulors

dz(zn,2) = dz((Tn, Yn), 2, ¥)) = dx(Tn, T) + dy (¥n, ¥)

2n = (Tn,Yn) = 2 =(%,Y, © dz(2n,2) > 0
& dx(zn,z) + dy(Yn,y) — 0
< dx(zn,z) — 0 et dy(yn,y) — 0
oz, >z ety, = vy.

9. (a) Montrer que pour z > . et t >0, vVz +t— vz <t/2.
(b) Montrer que f(z) = v . est une contraction sur [1, c0)
(c) Trouver ‘e paint nxe de f.

Solution.
L (Eri-VaatityE) b oo
(@) Vaai) va = (Vzittva) T (artrve) c2 R

(b) 5y flz)=+/zonposey=z+tout>0etz>1 alors,
() y—z| _dy,z
), (=) = 1f(y) - f(2) = |V +t— Vz| < _ | | . d(y,2)

t
2 2 - 2
Lonc f(z) = /T est une contraction.

(c) Puisque [1,00) est complet et f(z) = /z est une contraction donc le théoréme de Banach
garanti un fixe unique qui est z = 1.

1
10. Monter la fonction f : [1,2] — [1,2] définie par f(z) = 5 <£E + 2:1:_1) a un point fixe unique sur
[1,2], et trouver ce point.

Solution. Puisque f'(z) = (1 — 2272)/2 < 1/2 < 1, alors Corollaire 5.27 garanti un point fixe.

1
5(:1:—}—2:(:’1)::z:<:>2:c’1:a:<:>:1:2:2:>a::\/56[1,2].
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11. Monter que I’équation z° + 7z — 1 = 0 posséde une solution unique dans [0, 1]. Trouver la racine
exacte a 6 décimaux en utilisant la méthode de Newton.

Solution. Sion pose f(z) = z°4+7z—1ona f'(z) = 5z*+7 > 0 donc f est strictement croissante.
De plus on a f(0)f(1) = (—1)(7) < 0 donc le théoréme des valeurs intermédiaires garanti une
f(zn)
f'(zn)

racine dans (0, 1), cette racine est unique car f' > 0. Posons z; = 1/2 et T, 1 = Tp, —

on aura: Tz = 0.153846, £3 = 0.142849, =, = 0.142848, et z5 = 0.142848.

12. Soit f : (0,1/4) — (0,1/4) définie par f(z) = z>. Montrer que f est une contraction qui ne
posséde aucun point fixe.
Solution. f(z) =z =z © z = 0,1 donc évidement f n’admet pas de point fixe sur (0,1 /=)
£(0,1/4) = (0,1/16) C (0,1/4). De plus on a |f(z) — f(y)| = |z° —9*| = |e —yllz+y| < Jlz- 2.
Donc f est contraction sur (0,1/4). Mais (0,1/4) n’est pas complet, donc cela ne cont-edi. pas
le théoréme du point fixe de Banach.

13. Soit f : [1,00) — [1,00) définie par f(z) = z + z~'. Montrer que [1,00) ost complet et
|f(z) — f(y)| < |z —y| pour z,y € [1,00), mais f n’est pas une contractio.. et »’a aucun point
fixe.

Solution. [1,00) est un fermé de l'espace complet R, donc doit 3tre couiplet par Proposition

5.19.
f(z) =z + 2! <1 pour z > 1, alors I'image de [1, 00) est lui :néme.
De plus |f'(z)| = |1 —z 2| < 1 quand z € [1, 00), donc d’ar :%s le ‘héoréme des valeurs intermé-

diaires |f(z) — f(y)| < |z — y||f'(c)| < |z — y|. Cela ne wuntié pas que f est une contraction.
Car pour avoir une contraction on doit avoir |f'(c)] =1 - ¢ ¢ < k < 1 pour tout ¢ € [1,00) ce
qui est impossible.
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