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Exercice 1 (4 points) Soit E = {a,b,c,d} et F = {x,y, z,t} munis des topologies
Te = {Q)v E, {a}7 {b}7 {a7 b}7 {b7 G, d}} et Tp = {@7 F, {$}7 {ZL’, y}7 {ZE, Y, Z}}

Soit f: E w— F définie par f(a) =z, f(b) =z, f(c) =y et f(d) =t.

Etudier la continuité de ’application f. Préciser les points de continuité et (s’il y a lieu) les points de discon-
tinuité.

Exercice 2 (6 points)

1. Rappeler les définitions de : point interieur, point adhérant, point frontiere, point d’accumulation et point
isolé.

2. Pour chacune des parties de R ci-dessous, déterminer, en justifiant vos calculs, 'intérieur, I’adhérence, la
frontiere, les points d’accumulation et les points isolés.(R étant muni de sa topologie usuelle)

Ar =] - 1L1UL,20U{3,14}, Ay =Z, A3 = {(-1)P + &, p€ Z}, Ay = Q.

Exercice 3 (4 points) (Théoréme de Baire) Soient (X,d) un espace métrique complet non vide, ({),,)nen une

suite d’ouverts denses et Q) = (| Q,. Le but est de montrer que ) est dense.
neN

1. Montrer que si Q) est dense dans E alors pour tout ouvert U de E, QN U # ()

2. Montrer qu’il existe une suite (x,,)nen de points de X et une suite (r,,)nen de réels vérifiant v, €)0,1/n] tels
que B(z1,m1) C U NQq et pour n > 2, B(xp, 1) C B(xp_1,7n—1) Ny

3. Montrer que (x,,) admet une limite et conclure.

4. En déduire que X n’est pas réunion dénombrable d’ensembles rares (c’est-a-dire d’ensembles dont I’ adhé-
rence est d’intérieur vide).

Exercice 4 (3 points) Soit (E, d) un espace métrique.

1. Montrer que si A est dense dans E, {B(a, +), a € A,n € N*} est une base d’ouverts de la topologie induite
par d.

2. En déduire que tout espace topologique métrisable et séparable admet une base dénombrable d’ouverts.

Exercice 5 (3 points) Soit (E,.7) un espace topologique a base dénombrable.

1. Montrer que de tout recouvrement ouvert de E on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable,

2. Montrer que (E, ) est séparable, c’est-a-dire qu’il existe dans E une partie dénombrable dense.

Bon Courage




