L3B - Topologie
Contrdle continu du Jeudi 08 décembre 2011, 10h15-12h15

Documents, Calculatrices, Téléphones interdits.

Argumenter vos réponses et énoncer avec précision les résultats
du cours utilisés.

Le contréle consiste en deux parties qui seront rédigées sur des
copies séparées.

Partie I
(A rédiger sur une copie séparée) -
‘ @ Exercice 1. [9 points] Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé.
4 1. (Questions de cours)

4 (i) Donner la définition d’une partie compacte A de E.

2 (il) Montrer qu’une partie compacte A de E est une partie fermée et
bornée.

{ (iii) Sous quelle condition sur E la réciproque de la propriété démon-
trée en (ii) est-elle vraie ? Justifier votre réponse en énoncant
avec précision un théoréme du cours.

4 2. Le sous-ensemble S? \ {N} de R® - la sphére unité S? privée du pdle
= nord N = (0,0, 1) — est-il compact ? Justifier la réponse.

A 3. La réunion de deux parties compactes de E est-elle compacte 7 Justi-
= fier la réponse.

3 4. Soient A, B C E deux parties non vides disjointes. On suppose que A
= et B sont compactes.

1 (i) Soit z un point de E. Montrer qu’il existe un point y € A tel que
la distance d(z, A) du point z & la partie A soit égale & d(z,y).

1 (ii) Démontrer que la borne inférieure
d=d(A,B) =inf{|la—b|| :a € A, be B}

est strictement positive.



4 (iii) On considére les parties U,V de E, définies par
U={zecE:d({z},A) <d/3} et V={zeE:d({z},B)<d/3}.

Montrer que U et V sont des ouverts disjoints de E, qui contien-
nent respectivement les parties A et B.

@ Exercice 2. [4 points] On considére les espaces vectoriels R? et R® munis
respectivement des normes || - || €t || - ||2. On considére ’application linéaire
f : R? = R3 donnée par la formule,

ay a2
flan,za) = | b1 b (“)

z2
C1 C2
s On note ||| f]|| la norme de application linéaire f de Pespace vectoriel normé
. (R2,|| - |loo) dans P’espace vectoriel normé (R3, ]| - |2).

o 1. Pour (z1,z2) € R?, démontrer I'inégalité

£ (z1,72) 13 < ((@3+b2+E3)+2]aras+bibatcica|+(af+b3+c3)) [l (1, 72) I

9 2. Montrer que 1'égalité est atteinte dans l'inégalité précédente. En dé-
duire la valeur de ||| f]||.

Partie 11
(A rédiger sur une copie séparée)

Exercice 3. [8 points] Le but de cet exercice est de donner un exemple
de partie A de R pour laquelle les ensembles

N
(1) A7 A’ A—’ ‘A7 A7 A) A
sont deux & deux distincts.
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé (E,||-1D-

4 1. Donner la définition de 'adhérence A de A.
4 2. Caractériser les points de I'intérieur ;1 de A.

4 3. Montrer que lorsque A n’est ni ouvert, ni fermé, A est différent de tous
les autres ensembles dans (1).



4 4. On suppose que a € A est un point isolé (c’est & dire qu'’il existe 7 > 0
tel que B(a,7) N A = {a}). Montrer que, dans ce cas, l'intérieur et
Padhérence de A sont distincts.

2 5. Soit b est un point isolé du complémentaire de A. Montrer que b €4 \ A
et, en particulier, que ;1962.
2 6. Décrire les ensembles dans (1) pour la partie
4 =J0,1U]1,2[U(QN2, 3] U {4}

de R. En déduire qu’ils sont deux a deux distincts.

topologie définie par la norme || - ||oo,

o

@ Exercice 4. [5 points] On définit les parties suivantes de R3 muni de la

A={(z,y,2) eR? | ?+yP+ 22 = 1,z # 1,z # -1},

B={(z,y,2) eR® |22 +4°=1,-1<2< 1}.

La ou la formule a un sens, on définit 'application f par,

_ z Y
o) = (= F=p?)

t 1. Montrer que l'application f est bien définie sur A et que c’est une
bijection de A sur B.

¢ 2. Montrer que Papplication f est continue de la partie A de R3, muni
de la topologie induite, dans R3.

3. Montrer que f est un homéomorphisme de A sur B munies de la topolo-
A
gie induite.
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