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CONTROLE CONTINU TERMINAL DU VENDREDI 21 JANVIER 2011

La durée de lépreuve est de 3h. Un baréeme (sur 23 points) figure a titre indicatif.
On attachera du prix a la rédaction des solutions.

EXERCICE 1 (sur 3 points)

Soient X et Y deux espaces métriques, et f : X - Y une fonction.
Soit G(f)={(x,f(x)O0X xY|x0X} le graphe de f.

Question 1 (1 point). On suppose que f est continue. Montrer que
G(f) est fermé dans X xY .

Question 2 (2 points). On suppose que G(f) est fermé dans X xY,
et que Y est compact. Montrer que f est continue.

EXERCICE 2 (sur 10 points)

Soit f : R - R une fonction strictement croissante.

Question 1 (1 point). Pour x,yO R, on pose d,(x,y) = ‘f(x) —f(y)‘.
Montrer que d, est une distance sur .

Question 2 (4 points). On suppose que f est continue. Montrer que
f(R)=1 est un intervalle ouvert de K. Soit y, = f(x,) une suite de
points de I convergeant vers y = f(x)0O 1. Montrer que la suite (x, )
est bornée, puis que 'on a x, » x. En déduire que [~ : 1 - R est
continue.

Question 3 (2 points). Montrer que d, définit la topologie usuelle
de R siet seulement si f est continue.

Question 4 (3 points). On suppose que f est continue. Montrer que
I'espace métrique (R,d,) est complet si et seulement si f(R)=R.

EXERCICE 3 (sur 10 points)

Soit (X,d) un espace métrique compact non vide. On note Z
I'ensemble des parties fermées et non vides de X . Pour toute partie
A de X et tout x0X, on pose dA(x)=inf{ d(x,y)‘yElA}.



Question 1 (2 points). Montrer que, pour toute partie A de X,
l'application x - d,(x) est continue sur X . Montrer que, s1t AOZ, il

existe pour tout x X un point x, 0 A tel que d(x,A) =d(x,x,).
Question 2 (2 points). Pour A,BOZ , on pose :
0(A,B) = Sxéc}g)‘ dA(x)—dB(x)‘.
Montrer que 6 est une distance sur Z.
Question 3 (4 points). Soit(4,) une suite de Cauchy dans (Z,0).
Montrer qu’il existe une fonction f positive continue sur X telle que :

Supld, (x)=-f(x)

x0X

- 0.
n — +oo

Posons A =f7'(0). Montrer que AOZ. Soient xO0X et x, A tels
que d 4 (x)=d(x,x,). Montrer l'existence d'une suite (x,,,), extraite
de (x,), qui converge vers un point x, 0 X tel que f(x,)=0. Montrer
que f(x)=d(x,x,), et en déduire que f(x)2d,(x).

Question 4 (2 points). On reprend les notations de la question 3.
Montrer que I'on a, pour tout x 0 X et tout a0 A :
f(x)=f(x)-f(a)<d(x,a).
En déduire que f =d,. Montrer que 6(A,,A) - 0, et en déduire que
(Z,0) est complet.




