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Chapitre 1

RAPPELS
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1.2 TRIGONOMETRIE:

1.2.1 valeurs usuelles des fonctions trigonométriques :
1.2.2 Périodes et symétries :

v sin(x +27) = sinx

v sin(x+7) = —sinx



sin 0

cotg 0

o|
1l
(@)
)

=30°

1/2

V3

=45°

V2/2

= 60°

V3/2

V3/3

ST ST S SN

=90°

—X)  =COsX
cos(= —x) =sinx
tg(x +2m) = tgx
tg(x+m) =tgx

B N N N N N N Y N N N N
S
[92]

N
Q
=
—~
=
~
I

v coth(x) =

1.2.3 Formules trigonométriques
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Chapitre 2

Approximations des solutions de
I’équation f(x) =0

2.1 Rappels et notations

Définition 2.1.1. :

Soit k un réel strictement positif et ¢ une fonction définie sur un intervalle [a, b] de
R a valeurs dans R. La fonction g est dite Lipschitzienne de rapport de k (encore
dite k— Lipschitzienne) si pour tous x et y de [a,b] ona: |g(x) — g(y)| < k|lx — y|.

Définition 2.1.2. :
Soit ¢ une fonction k—Lipschitzienne sur [a, b]. La fonction g est dite contractante

de rapport de contraction k si k €]0, 1[.

Exemple 2.1.1. :
La fonction g(x) = sin(x) est Lipschitzienne de rappport k = 1

Exercice 2.1.1. : 1
Montrer que la La fonction g(x) = 3 cos(x) est Lipschitzienne et déterminer le
rappport k

Définition 2.1.3. :
Soit g une fonction définie sur un intervalle [, b] de R a valeurs dans R la fonction
g est dite uniformément continue sur [a, b] si:

Ve>0,3Intel queV xetyde [a,b] vérifiant | y — x| < n,onait [g(y) — g(x)| < e

Remarque 2.1.1. :
Toute fonction Lipschitzienne sur [, b] est unfiormément continue sur [a, b].

14



Théoreme 2.1.1 (des Valeurs Intermédiaires).

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a, b] de R.

Alors pour tout réel O appartenant a f([a , b]) , il existe un réel c € [a, b] tel que 6 = f(c).
Side plus f est strictement monotone alors le point c est unique.

Théoreme 2.1.2 (des Valeurs Intermédiaires cas particulier 6 = 0).

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, b] et vérifiant f(a) x f(b) <0,
alors il existe un réel c € [a, b] tel que f(c) =0.

Side plus f est strictement monotone alors le point c est unique.

Théoreme 2.1.3 (de Rolle).
Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs dans R. Si f est continue sur [a,b] et
dérivable sur |a, b[ , alors il existe un réel ¢ €)a, b tel que : f'(c) =0.

Théoreme 2.1.4 (des Accroissements Finis).
Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs dans R Si f est continue sur [a,b] et
dérivable sur |a, b| , alors il existe un réel ¢ €|a, b tel que :

f(b) = f(a) = (b—a) x f'(c).

Théoreme 2.1.5 (Formule de Taylor).
Soit f une fonction de classe C" sur [a, b] dont la dérivée f("+1) est définie sur |a, b| , alors
il existe un réel c €)a, b| tel que :

1
(n+1)!

£(8) = (@) + (b~ @)f'(@) + oo (b= a)" ) (a) + (b—a)™T D (e).

Tl'

Théoreme 2.1.6 (Formule de MacLaurin).
Soit f une fonction de classe C" sur un intervalle I contenant 0 et telle que f") soit déri-
vable a 'intrérieur de I . Alors Vx € 1, il existe un réel c strictement compris entre O et x

tel que :
1 1 1
F0) = £(0) +xf(0) + ;22 f"(0) +..x" (0 + mx”“f(”“)(f?%
Définition 2.1.4. :

Soit 8 un réel et f une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R.
Oestditzérode fsif(6)=0

Définition 2.1.5. :
Soit 8 un réel et g une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R.
0 est dit point fixe de g si g(0 ) = 6.
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Lemme 2.1.1. :
Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I et a valeurs dans R .
Alors la recherche des zéros de f est équivalente i la recherche des points fixes de la fonction

g définie sur I par : g(x) = x — f(x)

Preuve:
En effet, si f(0 ) = 0 alors g(0) = 6 — f(0) = 0 et inversement, si g(6) = 6 alors
FO)=0—g(0)=0—0=0.

Lemme 2.1.2. :
Soit g une fonction de classe C* sur [a,b] . S'il existe un réel k > 0 tel que : |¢'(x)| < k
Vx € [a, b] alors la fonction g est k—Lipschitzienne sur [a, b].

Preuve:
Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction g sur [x, y]
avec x < .
Donc il existe ¢ €]x, y[ tel que: g(y) — g(x) = (y — x)g’(c) etcommeona: |¢'(c)| <

k , il s’ensuit que : [g(y) — g(x)| < k|x —y|

Définition 2.1.6. :

Soit (u,,) une suite admettant pour limite 6.

eme

On appelle erreur de la n®"* étape le réel défini par e, = u, — 6

Définition 2.1.7. :

On dit que la convergence de (u,) vers 6 est d’order p si :

|en+1|
en|?
Sip =1 (avec C < 1) la convergence est dite linéaire

lim;, o = C ou petC sont des réels > 0

Si p = 2 on dit que la convergence est quadratique.

Remarque 2.1.2. :
L'ordre de convergence p n’est pas nécessairement un entier.

Définition 2.1.8. :

On dira que le réel § est une approximation du réel o avec la precision ¢ si :

la — 6] <e.

En particulier, on dira que le terme u,, d’une suite (u,) approche la limite 6 avec
précision ¢ si |u,, — 6| < e.

Exemple 2.1.2. :

: 1 e
la suite (u,) = (ﬁ) tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

1
Si on veut une précision ¢ = 107!, il suffit de prendre ng tel que . < 107 'ou
0
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encore ny > 10

1
mais si on exige une precision de 10~ alors on doit prendre 7 tel que — < 107>

no
ca.dng > 10°

Remarque 2.1.3. :

Il est important de saisir la notion de vitesse de convergence. Par exemple, les suites
1 1

(E)' (=), (F) convergent vers zéro quand 7 tend vers l'infini mais la vitesse de
convergence différe d’une suite a ’autre.

Théoréme 2.1.7. :

Soit ¢ une fonction k—contractante sur [a,b] et a valeurs dans [a,b] , et (u,) la suite
récurrente définie par :

up € [a,b], uy donné et u,1 = g(u,) pour tout n > 0

Alors :

1- la suite (u,) converge vers un réel 6

2- la fonction g admet un point fixe uniqui

3- Pour toutn € N*ona: |u, — 0] < ﬁ]ul — u|

Preuve :
Tout d’abord, comme ug € [a,b] et que g : [a,b] — [a,b] , ona u, € [a,b] pour tout
neN
Ensuite, le fait que g soit une fonction k—contractante implique que :

|tps1 — un| = |g(un) — g(tp—1)| < kluy — u,_1| pour tout n > 1.
Par conséquent on obtient :

|tys1 — up| < K"|uq —ug| pourtout n >0 (2.1.1)

Alaide de l'inégalité 2.1.1 on montre que la suite (u,,) vérifie :

1
[Untp — tn| < mkn‘ul — g

En effet : Pour tous p € N*etn € Nona:

[Untp — tn| < |ty — Unap-1]| + [nrp-1 — Ungp—2| + o ftbni2 — tnpa| + [Un1 —
S k"+p_1|u1 — M0| +kn+p_2’1/l1 — u0|.. +kn+1’1/l1 — M0| +kn’1/l1 — M0|
< 1_7]{’0k”|ul — 1|
- 1-k
< Ll —ul 2
- 1—k

17



L'inégalité (2) nous permet de prouver que la suite (u,) est de Cauchy. En effet :
Comme k" ——— 0 alors pour tout ¢ > 0, il existe ng tel que pour tout n > ny on

n—-+oo
- 1
ait: k" < ————e¢ etparsuite: ——k"|u; —up| <e
_|M1—M0| P 1—k | 1 0‘_
Donc pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng on ait :
|u Uy| < k" 1—k <
— — <€
n—+p ni = |1/[1 - l/lo‘ =

La suite (u,) est donc de Cauchy et par conséquent elle converge vers une limite 6.
Comme la fonction g est continue sur [a,b] , que u,+1 = g(u,) et que

Uy € [a,b) VneN

alorsona: lim u, =6 = g(0) c-a-d: 0 estun point fixe de g

Unicité du 7{;0% fixe :

Supposons que g admet un autre point fixe « different de 8 alorson a :

|g(ax) —g(0)] = | — 6| < k| — 6] ou encore (1 —k)|a — 6| < 0 mais comme k < 1,
alors ¢ = 0

Enfin, en faisant tendre p vers l'infini dans I'inégalité |u,1, — 1, | < 1k_n p |1 — ugl,
on obtient : .
|0 —u,| < mwl —ug| Vn e N*
Théoréeme 2.1.8 (condition de convergence locale).
Soit ¢ une fonction de classe C* au voisinage 0 . Si ¢(6) = 0 et |¢'(0)] < 1,
alors il existe € strictement positif tel que :
Yug € I = [0 —¢,0+¢|, la suite (u,) = (g(un—1)) est définie et converge vers 9,

l'unique solution de g(x) = x dans I,

Preuve:
Puisque g est de classe Clau voisinage de 0 et que |¢'(0)| < 1
ona:|g’(x)| <1 Vxau voisinage de 6.
Par consequent, il existe ¢ strictement positif tel que :

Vxel, |¢(x)] <1

et puisque g’ est continue sur le fermé borné I, ,
on déduit qu'il existe k €]0, 1] tel que :

Vxel, |¢x)]<k<1

Pour appliquer le théoreme , il suffit de vérifier que : g(I;) C L.
Or, par application du théoréeme des accroissements finis on a :
Vx eI, |g(x) — 0] < |x— 6

Remarque 2.1.4. :
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- Si|¢'(8)| = 1, la suite peut converger ou diverger
- Si|g’(6)| > 1 etsila suite possede une infinité de termes différents de 6, alors
la suite ne peut converger.
En effet, si on suppose que la suite converge vers 8 on obtient :
Upt1 — 6 = (u, —0)g'(cy) avec ¢, compris entre u, et 6 et de la on aboutit a une
contradiction en supposant que u, est assez proche de 0 de telle sorte que :
18'(cn)| 2 1= [uni1 = 6] = un — 6

Théoréme 2.1.9. :

Si la suite récurrente définie par : ug € [a, b], ug donné et u,11 = g(u,), ¥Yn > 0, converge

linéairement vers 0 et si g est de classe C' sur [a, b], alors C = lim ‘T;JT’ =1¢'(0)].
n—oo n

Preuve :
Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis :
lent1]| = |un1 — 0] = |g(uyn) — g(0)| = |(un — 0)g'(cy)| et de 1a on obtient

tim €1 g 18" (cn)| = 1§(6)]

n— 00 ’en| n—0o00

Remarque :

On veut résoudre numériquement 1’équation f(x) = 0. On constate qu’il existe
plusieurs fagon d’écrire cette équation sous la forme d"un probleme de point fixe
c’est-a-dire sous la forme g(x) = x. Par exemple on a les trois écritures suivantes :
X2 —2x—3=0=x>=2x+3

= x=g1(x) =v2x+3 (2.1.2)
X2 —2x—-3=0=2x=x*-3
x2 -3
x2—2x—3:0:>x2:2x—|—32 3

Les trois équations 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4 admettent pour points fixes — et 3. Pour la
convergence locale ou globale il faut étudier |g/(x)|, [gi(—1)| et |g/(3)] i=1,2,3

2.2 Meéthode de Newton :

f(x)
frx)

En prenant la fonction g définie par: g(x) = x —

on obtient le procédé de Newton donné par :

xg donné , x,, 11 = x, — f(xn) pour n > 0 avec f'(x,) #0

f'(xn)
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Théoréeme 2.2.1. :
Soit une fonction de classe C? sur [a, b] satisfaisant les conditions suivantes :

i) f(a).f(b) <0
ii) Vx € [a,b], [f'(x)] #0

iii) f" est de signe constant sur [a, b] ( convexité ou concavité)

f@l _, . 1f0)
P <P 1)

Alors la méthode de Newton converge vers I'unique solution 0 de f(x) = 0 dans [a, b] et

iv) <b-a

ceci pour n'importe quel choix de xo € [a, b].

Preuve:
Considérons le cas f(a).f(b) <0, f'(x) <0et f'(x) <0
D’apres i) et ii) , il existe une solution 6 € [a, b] qui verifie :

e fO =) 1 )
n+1 0 n 0+ f/(xn> 2( n 9) f’(x

n
Par conséquent, le signe de x,,+1 — 0 est celui de f”(c) f'(x,).

avecx, <c <@

Si f'(x) < 0et f’(x) < 0alors x,4+1 > 0 pour toutn > 0, (x,) est donc minorée
par 6 a partir de xq
Pour montrer que la suite (x,) est décroissante, on distingue deux cas :

f(x0)

1. Si x>0, x1 = x9 — F(x0) < xp et on montre que x,41 < x, pour tout
0
n>0

_ f(xo)
f'(x0)

2.5 xg < 0, x1 = xp
n>1

> xo et on montre que x, 1 < x, pour tout

Exemple 2.2.1. Considérons I'équation f(x) = x> +4x2—~10=0, x >0Ona f
une fonction strictement croissante ( car f’ = 3x? + 8x > 0 sur |0, +oo[) et comme
f(1) = —5 et f(4) = 118 donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires f
admet une seule racine dans l'intervalle [0; 4]. Soit xo = 3.9 . la solution est donnée

par la figure (2.1) :
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la fonction f(x)=x+4*x*~10
120 T T T T T

100

60

f(x)

40

20

FIG. 2.1 —1a solution est x = 1.3652

2.3 Méthode de Newton modifiée :

En prenant la fonction g définie par: g(x) = x — fj,f((;c)) , f(x0) #0
0
on obtient la méthode de Newton modifiée comme suit :
Xn
f'(x0)

on montre alors que cette méthode est d’ordre 1.

Xo donné , x,4+1 = x —

pourn > 0

Autres modifications de la méthode de Newton peuvent etre obtenues en prenant
f'(x(n)) pour des valeurs intérmédaires.

24 Meéthode de dichotomie :

Soit une f fonction définie continue sur [a, b] vérifiant f(a) f(b) < 0.
La fonction f admet donc au moins un zéro 6 € [a, b].
La méthode de dichotomie consiste a approcher 8 par encadrement, en réduisant a
chaque étape la longueur de l'intervalle de moitié selon 1’algorithme suivant :

Etape 1
+ b
2

aop . . , .,
On pose ag = a et bp =b on pose ¢y = puis on teste si cp = 0 c’est terminé,
sinon :

Si f(ag)f(co) < Oalors O € [ag,cy] on pose alors a; = ag et by = cg
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a1+ by

puis ¢1 =

Si f(bo)f(co) < 0alors 6 € [co,bp] onpose alors a; = coetby = by
. a + by

puis c1 = —

P 3 , . bo — 4o b—a
Aprés cette étape la longueur de [a7, b;] est égale a =
Etape 2

on recommence le procédé de I'étape 1.
Etape k

A chaque étape k du procédé, soit on tombe sur un ¢, = 6 soit on diminue la
longueur de l'intervalle de moitié.

Théoreme 2.4.1. :
Les ay , by et ci satisfont les propriétés suivantes :

1- [ag41, brra] C [ag, by

bk — Ay bo —ap
2-by1 — g1 = 2 ok
3- La suite (cx) converge vers 6
b—a
4- ’Ck—9| < plasy
Preuve :
ax + by
1-Pourk > Oonac, = et (g1, be1] = [ak, cx) ou [agi1, bei1] = [cx, byl
Donc [ay1, byr1] C [ax, by
. by — a )
2- On a par construction by — ax11 = 5 montrons par récurrence que :
b—a

b — e = —¢

Pour k = 0 la relation est vérifiée

. . ST —a
Si on suppose que la relation est vraie a 'ordre k ( by — ax = ) alorsona:

2k
1b—a b—a
b1 — a1 = 5 (b —a) = 5 ok = R
ax + by

3- Par construction 6 € [a, by et ¢ = est le milieu de [ay, by]

bk—ak < b—a

Donc |cx — 0] <

2 - 2k+1
—a
En d’autres termes, ona: 90 — pY=y < g <6+ kT
b—a
et comme T — 0 on déduit que 11_)1’1(;10 k=20

Remarque 2.4.1. Le théoreme précédent permet de calculer a I'avance le nombre maximal
n € N d’itérations assurant la précision €, en effet

b—a
2n+1 S&

Pour que c,, vérifie |c, — 0] < a la n'™e itération, il suffit que n vérifie :

2n+1
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On a alors :

b—a
<e¢

len — 6] < on+l =

b—a b—a b—a
donc T <e<—= — <2l = log(T) < (n+1)log(2)
log(b —a) —log(e) 1<n

log(2)

Exemple 2.4.1. Soit f(x) = x® +4x%> — 10 = 0 . On vérifie graphiquement que f

admet une racine réelle dans l'intervalle [1; 2] et que la méthode de dichotomie est
applicable (voir figure (2.2)).

la fonction f(x)=x>+4x?~10
14 : ;

12r

S

f(x)
o N N o ©

FIG. 2.2~ f(1).f(2) < 0

pour trouver une approximation de cette racine on peut utiliser la méthode de di-
chotomie avec une précision = 10~1°

on a les résultats suivants : n (numérique) = 33 n (théorique) = 32.219281
x = 1.3652300134  f(x) = —2.378897¢ — 011

2.5 Meéthode de fausse position ( Regula Falsi) :

Au lieu de prendre a chaque étape c; qui est le milieu de l'intervalle [ay, by], la
méthode de fausse position prend le point d’intersection de ’axe des abscisses avec
la droite passant par (ag, f(ax)) et (bx, f(bx)).

L’équation de cette droite est donnée par :

X—a _ y— fa) ‘
b—a  f(b)—f(a)
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ax — by

flax) — f(br)

Elle coupe 'axe des abscisses au point : My (¢, 0) ott: ¢, = ar + f(ax)

En suite on procéde comme dans le cas de dichotomie en testant :

Si f(ax)f(ck) < 0alors O € [ag, ck] onposealors ay, 1 = ag et by, 1 = ck

Si f(by)f(ck) < 0alors 0 € [ck, bx] on pose alors ax, 1 = ci et b1 = by

puis on cherche a nouveau la droite passanrt par (ax;1, f(ax1+1)) et (ber1, f(brr1))

Exemple 2.5.1. :

Considérons l'équation f(x) = x> —20 = 0 comme f(0.75) = —19,578125 et
f(4.5) = 71,125 alors f(0.75).f(4.5) < 0 donc on peut appliquer le méthode de
fausse position ( Regula Falsi) dans l'intervalle [0.75;4.5]. La solution est donnée
par la figure (??) :

120

100+

801

60+ e
401

201

f@20
0

FI1G. 23 -x =2.7133

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Considérons la suite récurrente (u,) définie par : 0 < up < 1 et
Ups1 = h(uy) VYn >0
ot h est donnée par 1’équation logistique h(x) = rx(1 — x)

1. Montrer que sir €]0,4] alors 0 < u, <1Vn >1
2. vérifier que 0 est un point fixe trivial de & et trouver 'autre point fixe 6
3. A quelles conditions sur r la suite (u,) converge-t-elle vers les points fixes 0

et 0?
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Exercice 2.6.2. Soient g1, g2, g3 et g4 les fonctions définies par :

B _ x(3A—x?) 1 A _ 3A
g1(x) —32X— VA, g(x) = — oA g3(x) = §(x+;) et gu(x) = o
3x X
4 8A

1. vérifier que les quatre fonctions admettent v/ A comme point fixe
2. Ecrire les formules de Taylor a I’ordre 3 au point v/ A pour les quatre fonctions

3. On considere les suites (x,) , (yn) , (un) et (v,) définies par :
X1 = 81(Xn) , Ynt1 = 82(Yn) , Unsr1 = g3(un) et v,y = h(v,) puis on
pose :
en=VA—xy,en=VA-yy, dy=VA—-u,ets, =vVA-uv,
Trouver l'ordre de convergence et la constante d’erreur asymptotique dans
chaque cas, c.a.d:

1 ’en+1‘:C,1- ’£n+1‘:C,1- ’571+1‘:C,1- ’enle‘_C,
n—00 | ey ’Pl n—00 | &n ’pZ
ou p; et C; sont des constantes > 0

n—00 |5n ’p?r n—o00 |en ’P4 o

4. Conclure.
Exercice 2.6.3. Soit p un entier > 2 et f et g les fonctions définies sur R} par:
g(x) = Ax1P et f(x) = x+ A(g(x) — x)

1. La suite x, 1 = g(x,) converge-t-elle vers A'/7?

2. pour quelle valeurs de A a-t-on convergence de l'itération x, 11 = f(x,) vers
Al/p

3. Donner la valeur optimale de A ( c.a.d celle qui donne la convergence la plus
rapide)

4. Comparer avec la méthode de Newton appliquée a la fonction h(x) = x¥ — A

1
Exercice 2.6.4. Soient f et ¢ les fonctions définies sur R par : g(x) = i cos(x) et
1
flx)=x— 1 cos(x)

1. Montrer que la recherche des solutions de f(x) = 0 est équivalente a la re-
cherche des points fixes de g, vérifier que de telles solutions existent et étudier
I"unicité

2. Montrer que la suite récurrente définie par: up € R, u,1 = g(u,) Vn > 0 est

convergente

3. Cette convergence depend-elle du choix de u(?

Exercice 2.6.5. Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x>+ x — 1
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. Montrer que la fonction f admet un zéro 6 dans [0, 1]

Ecrire la suite (x,) obtenue a partir de la méthode de Newton

Etudier sur [0, +oco] le signe de la fonction h définie par : ii(x) = 2x% — 30x% —
1-06

On suppose que xg € [0, 1]

i) Montrer que x,, € [0, 1] pour toutn > 1

ii) Montrer que la suite (x,) est décroissante et conclure

Montrer que pour toutn > 0ona: 0 < x,41 —0 < x5 — X441

En prenant xo = 1, donner une valeur approchée de 8 avec une précision
e=10"2

Exercice 2.6.6. Soit 6 un zéro d’ordre 1 de f , xo un réel différent de 6 et a,, est une

approximation de f'(x,)

1.

. Quelle méthode (M4) obtient-on en prenant dans (M2) a, =

Considerons la méthode de Newton modifiée (M1) : x,41 = X, —

Vn>0

Quel est 1’ordre de cette méthode

Soit la méthode (M2) : x;41 = x, — fgxn) pour n > 0
n
Montrer que l'ordre de convergence est supérieur a 1 si a, — f'(0) quand

n—oo,

Si 0 est un zéro d’ordre 2 de f et f”(0) # 0 quel est I'ordre de convergence de

la méthode: (M3) x,41 = x, — Zf(x”) pour n > 0

f'(xn)
f(xn) = f(xn-1)

Xn — Xn—1
Facultatif : on démontre que l'erreur de la méthode (M4) vérifie :
e f(0)
n—oo epey_1  2f'(xn)

1++5

~ 1.62
2

et que I’odre de convergence est p =

Exercice 2.6.7. Soit f une fonction de classe C? sur R . On suppose que f admet

une fonction réciproque g.
On cherche un zéro 0 de f en passant par g. ( f(6) = 0 <= g(0) = 0)

1.
2.

Ecrire les dérivées premiéres et secondes de g

Soit P(y) le polynome de degré 1 vérifiant :
P(yn) = 8(yn) et P'(yu) = &'(yn)
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a) Exprimer P(y) en fonctionde v, v, , §(yx) et §'(yn)
b) Exprimer P(y) en fonctionde y, x, , f(x,) et f'(x,))
¢) Quel procédé obtient-on en prenant x,11 = P(0)
3. Soit P(y) le polynome de degré 1 vérifiant :
P(yn) = 8(yn) et P(yn-1) = &(¥n-1)
a) Exprimer P(y) en fonctionde v, yn , §(yx) et §(yn—1)
b) Exprimer P(y) en fonctionde y, x,—1, X, , f(xn—1) €t f(x,)
o) Quel procédé obtient-on en prenant x,11 = P(0)
4. Soit P(y) le polynome de degré 2 vérifiant :
P(yn) = g(yn), P'(yn) = &' (yn) et P"(yn) = 8" (yn)
a) Exprimer P(y) en fonctionde v, yn, §(vn) , &' (yn) et §”(yn)

b) En exprimant les dérivées de g en fonction de celles de f et en prenant
Xn41 = p (0)/
Montrer qu’on obtient le procédé (de Tchebychev) suivant :

Sl )P
R e T e A

Xn)
5. Facultatif : On montre que la méthode de Tchebychev est d’ordre 3
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Chapitre 3

Inroduction a I'interpolation

3.1 Rappel et définitions

Soit P, (x) 1'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a n .
On rappelle que {1,x,x?,....,x" } est une base de P, (x) (dimP,(x) =n+1)
On note ¢;; le symbole de Kronecker : 6;; = 1sii=j;6; =0 si i#]
Soient f une fonction continue sur [a,b] , x1,...., X, n points de [a,b] et g1, ....,gn

des réels de méme signe.
i=n i=n

Alorsona: Y f(x;)gi = f(c) ) g ou ce [a,b]
i=1 i=1

Définition 3.1.1. : Interpolant

Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a, b] contenant 1 + 1 points dis-
tincts xp, x1, ...., X4. Soit P, un polyndme de degré inférieur ou égalan .

On dit que P, est un interpolant de f ou interpole f en xg, x1,...., X, si:

Py(xi) = f(x;)) pour 0<i<mn

Définition 3.1.2. : Polyndmes de Lagrange
Soient xg, x1, ..., X, (n+ 1) points deux a deux distincts d’un intervalle [a, b] de R
On appelle interpolants de Lagrange les polynémes L; définis pouri = 0, ...,n par:
Li(x) = ﬁ’ (x —xj) _ (r— @) (x — xn)een (0 — i) (¢ — Xgr) e (% — Xn)

im0 g i —xj) (a0 = x0) (o6 — ) (3 — Xie1) (X — Xig1) e (35 — %)
On a en particulier :

j=n

Lo =[] ((x_xj)) (e x) (= ) (X = X (x — x,)

j=1




Sion prend P,(x) = Lo(x)f(x0) + L1(x) f(x1) + ... + Ly (x) f ()
alors : P, (x;) = f(x;) pour0 <i<mn

Exemple 3.1.1. :
Sixg=-1, x1=0 et x=1,
f(xo) =2, f(x1)=1, f(x2) = —1, on obtient
Lo(x) = F=xlemm) __ xx1) _ xlx—1)
(xo—x1)(x0—x2) (—=1)(-1-1) 2
Li(x) = (x—x)(x—x) (x—(=1)x—-1) (x+1)(x-1)
(1 = x0) (x1 — x2) —(-1)(-1) -1
Ly(x) = (x —x0)(x — x1) _ (x+1)x (x+1)x
b (x2=x0)(x2—x1) (1—-(-1))(1-0) 2

Py(x) = Lo(x)f(x0) + L1(x)f(x1) + La(x)f(x2)

= M fg) 4 CFDEED iy B D)
ox(x—=1)  (x+1D)(x—-1) (x+1)x
=2t -1 2
= —%xz - %x +1
On vérifie facilement que :
Pa(xg) = (1) = LD — g i)

Pa() = Po(0) = P =1 = )
Pa(er) = Bo(1) = ~ LD = 1= i)

Propriétés 3.1.1. :

Les polyndmes de Lagrange ont les propriétés suivantes :
P1) Lj(x) estun polyndéme de degrén;Vj=0,...,n
P2) Li(x;) =1 Vj=0,..,net Li(x;) =0 pourtoutj#i
P3) la famille {Ly(x),L1(x),....L,(x)} est une base de P, (x)

Preuve:
P1) Par définition L;(x) est un polynome de degre n
P2) Cette propriété est aisément vérifiée en remplagant x par x; dans L;(x)
P3)Ona:card {Lo(x),L1(x),....Ly(x)} = dimP,(x) =n+1
Pour montrer P3), il suffit donc de montrer que {Lo(x), L1(x), ....L,(x) } est un sys-
téme libre.
Soient Cy, Cy, .....,C;, des constantes telles que :
ClLo(x) + L1L4 (x) + ...+ CnLn(x) =0
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Alors, en prenant succéssivement x = xg...x; .. X, eten utilisant L;(x;) = &;;
ondéduitque:Co =C; =...=C,;, =0

La famille {Lo(x), L1(x),....Ly(x)} est libre et par conséquent c’est une base de
P, (x).

Définition 3.1.3. : Differences divisées

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [4, b] contenant n + 1 points
distincts  xg, X1, ..., X5 -

On définit les differences divisées d’ordre i de f aux points (xx) comme suit :

[f(x0)] = f(x0)
f(x1) = f(xo)

o), frn)) = L=

[f(xO)/f(xl)/---/f(xi)] _ [f(xl)lf(xz)f"'lf(xi>lc‘__[fx'£x0)lf(x1)/"'/f(xi—l)] pour
i>2 l

Exemple 3.1.2. :

Sixo=-1, xqy=0¢et x=1 ,f(xo) =2, f(x1) = 1,f(JC2) = —1, on obtient

f(=D] =2 -
A1), £(0)) = g5 = =1
—2—(=1) -1
o) =1 A0 0] = T =5
[£(0), (1)) = Tt = =2
W] =-1
Propriétés 3.1.2. :
La valeur d"une difference divisée est indépendante de de 1’ordre des x;
On a ainsi :
), fa)) = LELZLL0) - S JOU ), )
X1 — Xo X1 — Xp X0 — X1
Fo Sl fla)] = L0y S, S

(x2 —x1)(x2 —x0) (%1 —x2)(x1 —x0) (%0 —x1)(x0 — x2)

= [f(x2), f(x1), f(x0)] = [f(x1), f(x0), f(x2)]

et de facon générale :

i=k ,
[f(x0), f(x1), o f (xx)] = Z(’) f(xi)



Définition 3.1.4. : Interpolant de Newton :
On appelle interpolant de Newton le polyndme P, donné par :

Py(x) = f(x0) + [f(x0), f(x1)](x — x0) + oo +[f (x0), es f (x)] (X — X0 ) oo (X — 2Xp—1)

Exemple 3.1.3. :
Sixo=-1, =0, x=1, f(x0) =2, f(x1)=1, f(x2) =—1,0nobtient

f(=D] =2
1-2

[f(=1),f(0)] = 0—(=1) -1
£(0)) =1 0,0, £ = 5 =5
[£(0), (1)) = Tt = -2
[f(1)] =-1
Py(x) = f(xo) + [f(x0), f(x1)](x — x0) + [f(x0), f(x1), f(x2)] (x — x0) (x — x1)
— 2 1(x—xg) — %(x—xo)(x—xl) 2 (x41)— %(x+1)(x)
= 1- %x - %xz

Définition 3.1.5. : Base de Newton
Soient xg, X1, ...., X, (n+ 1) points deux a deux distincts d'un intervalle [a, b] de R
et les polynomes N; définis pouri =0, ...,n par:
No(x) =1
Nj(x) = (x — x0) (x — X1).evee. (x —xj_1) pourj=1,..,n
On a en particulier
N1(x) = (x = x0)
Nu(x) = (x —x0) (X — X1)cenree. (x —xy-1)

Propriétés 3.1.3. :

Les polyndmes N; ont les propriétés suivantes :

P1) Nj(x) est un polyndme de degré i

P2) Pouri > 1, N;(x)admet xq, x1,...., X;_1 comme racines

P3) la famille {Ny(x), N1(x),....N,(x)} est une base de P, (x) dite base de Newton

Preuve:

P1) Propriété évidente d’apres la définition de N;(x)

P2) Propriété également évidente d’apres la définition de Nj(x)
P3)Ona: card {No(x), N1(x),....Ny(x)} = dimP,(x) =n+1

Pour montrer P3), il suffit donc de montrer que {Ny(x), N1(x), ....N,(x)}
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est un systéme libre.
Soient Cy, Cy, .....,C;, des constantes telles que :
ClNo(X) + C1N1 (X) + .t Can(x) =0
Posons F(x) = C1Np(x) + C1Ny(x) + ... + Cy,N1(x) =0
Comme les x; sont supposés deux a deux distincts, on obtient successivement :
F(xo) = CoNo(x0) =0 <= Co =0
F(xl) = ClNl(xo) = Cl(xl — x()) =0«<—=C; =0
F(x;) = CuNy(xy = Cy(xn — x0) (X — x1).e.(xy —xy-1) = 0) <= C, =0
La famille {Np(x), N1(x),....N,(x)} est libre et par conséquent c’est une base de
P, (x).

Théoréme 3.1.1. :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a, b] .

Soit P, un polyndme interpolant f en (n + 1) points xg, x1, ..., X, de [a, b]

Alors :

a) On peut exprimer P,(x) comme combinaison linéaire des Nj de la base de Newton :

Pn(x) = D()N()(X) + D1N1 (X) + ..+ Dan (x)
b) Les D; sont des constantes qui peuvent etre détérminées en solvant un systeme linéaire.

Preuve:
a) Puisque P,(x) € P,(x) et que By = {No(x), N1(x),....N,(x)} est une base de
Pu(x),
on peut écrire P, (x) dans la base By
b) En écrivant P, (x) = DoNo(x) + D1 Ny (x) +....+ DNy (x) pourx = x;,0 <i <mn

on obtient le systeme triangulaire inférieur suivant :

Py(x0) = Do f(xo)
P,(x1) = Do + N1(x1)D1 = f(x)
(S1){ Pu(x2) = Do + Ni1(x2)D1 + Na(x2) D> f(x2)

[ Pu(xn) = Do+ Ni(xn)D1 + -+ No(xa)Dp = f(xu)
Les D; solutions du systéme (S1) sont données par :

Do = [f(x0)] = f(x0)
p, — f) —flxo) _ fx1) = f(x0)

N ( - ( — ) = [f(xO)/f(xl)]

1(X1 X1 — Xo

R e
pouri > 2 l
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Exemple 3.1.4. :
Soit la fonction f telle que

Xk 0.15 2.30 3.15 4.85 6.25 7.95
f(x) | 4.79867 | 449013 | 4.2243 | 3.47313 | 2.66674 | 1.51909

Donc Les Coefficients du polyndéme d’interpolation de f dans la base de newton
sont :

Dy = 4.798670 D; = —0.143507 D, = —0.056411 D3 = 0.001229

D4 = 0.000104 Ds = —0.000002

Et son graphe est donné par la figure (3.2)

T T T
#*  points d'interpolation
linterpolant de f |

FIG. 3.1 — Interpolation de Newton

3.2 Interpolation de Lagrange

3.2.1 Existence et Unicité de I'interpolant

Théoréme 3.2.1. :

11 existe un polyndme P, unique de degré < n , interpolant f en (n + 1) points, c.a.d : tel
que: P,(x;) = f(x;), x;=0,1,...,n

Preuve:
i)Existence :
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(x —x0)(x —x7) e (x — xi-1) (X — Xj1) e (X — X))
(2 = x0) (% — x1) e (37 = xi1) (35 — Xi1)eeen (X7 — %)

Soit L;(x) =

et Pofx) = Lo(x)f(x0) + Li(x)f(x1) + e+ L) f )

- 2 Li(x)f (%)
UL e ) g
_ Z{]H ‘_xj)}fm

=0, (%
Pour chaque i = 0, ...,n, L; est un polynome de degré n vérifiant : L;i(x;) = §;; et
par conséquent on a :

Py(x;)) = f(x;), i=0,1,...,n
ii) Unicité :
Supposons qu’il existe deux polyndmes doifférents P, et Q, de degré < n , inter-
polant f aux points x;. Alors, en posant D, (x) = P,(x) — Q,(x) , on arrive a une
contradiction.
En effet, D, est un polyndme de degré < n et par conséquent il peut avoir au plus
n zéros mais d’un autre cété D, (x;) = 0 pouri = 0,1,...,n, ce qui voudrait dire
que D, aurait (n + 1) zéros d’ot1 la contradiction.
Donc P, = Qy,

3.2.2 Interpolation linéaire

Dans ce cas, P; est un polyndéme de degré 1 interpolant f aux points xg et x;
onadonc Pi(x;) = f(x;),i=0,1 etles polyndmes de Lagrange donnés par :

D’out: Py(x) = Lo(x)f(x0) + L1(x) f(x1) = M(x —xo) + f(x0)

(%1 — xo)
qui est bien la formule d’interpolation linéaire qu’on obtient en cherchant la droite

passant par xg et x1
De facon similaire on peut exprimer P; dans la base de Newton pour obtenir :

Pi(x) = f(xo)+ [f(x0), f(x1)](x — x0)

3.2.3 Erreur d’interpolation (de Lagrange)

Théoréme 3.2.2. :

Soit le P, le polyndme interpolant f aux pointsa = xg < x1 < .... < x, =b
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Si f € C"la,b] alors:
a)Vx € [a,b],30 = 0(x) € [a, b] tel que :

(n+1)
en(x) = 1) ~ Balo) = L= 3

i=n
avec : T 4q(x) = H(X — X;)
i=0
b) En posant My 11 = maXa<y<p | f" (x)]

on obtient :

M
maxesxss |f(3) = Pa(¥)] < oy maXesass Mo (+)

et en particulier :

max [ex(x)] = max [f(x) — Pa(x)| < 2t

_ \ntl
a<x<b a<x<b (n—i—l)!(b )

Preuve :
a)
Si x = x; le résultat est évident.
Six # x;, posons :

R = £ - 2a(0) ~ L=,

On vérifie alors que R € C"! [a,b] et que :
ﬂn+1 (xi) .
R(x;) = - _— = =0,1,..
(xl) el’l('xl) ei’l(x) ﬂn+1 (X) OI 1 0/ 7 N,
et R(x) =en(x) —en(x) =0

Par conséquent, R admet au moins n + 2 zéros dans [a, b] et par suite, en appliquant
le théoreme de Rolle de proche en proche, on montre qu’il existe un point 6 € [a, b]
tel que : R+ (@) = 0. Le résultat annoncé en découle.

b RO(0) =02 e, = Lm0

maX;<x<p [T (x)|
- (n+1)!

Exercice 3.2.1. : Cas particulier : Points équidistants

= maX;<x<p |eﬂ(x)‘ Mﬂ+1

Si les points sont équidistants et : x;11 —x; = h Vi, montrer que:
2

. h
i) pour n =1ona:max,<,<p|e1(x)| < —Mz

ii) pour n = 3 ona: max,<y<p |e3(x)| < ﬂM4
Exemple 3.2.1. :
Construisons le graphe du polynéme d’interpolation de la fonction f dont on connait

les valeurs suivantes (voir figure (3.2)) :
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fix)|-15]0 |o25|0 |o

T T T T
#*  points d'interpolation
151 l'interpolant de f e

FIG. 3.2 — Interpolation de Lagrange

On peut aussi calculer les coefficients de ce polyndme. Le polyndme qui interpole
f(x) est donc donné par :

P(x) = 0.000000x* + 1.000000x> + —1.000000x* + —0.250000x* 4 0.250000

3.3 Exercices

Exercice 3.3.1. 1. Soit f est une fonction continue sur [0, 3]

a) Ecrire le polyndome de Lagrange interpolant f aux points xg =0, x; =1
etx, =2

b) Ecrire le polyndme de Newton interpolant f aux points xo =0, x; = 1 et
Xy = 2.

2. On consideére un point supplémentaire x3 = 3

a) Ecrire le pdlynome de Lagrange interpolant f aux points xo =0, x; =1,
Xy = 2et X3 = 3
b) Ecrire le polyndme de Newton interpolant f aux points xo = 0, x; =1,

X =2 etxz3=3
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3. Comparer le temps de calcul entre 2.a) et 2.b)

Exercice 3.3.2. :

1. Calculer I} = [} t(t —1)dt, I, = [y #(t — %)dt et Iy = [} 2(t —1)2dt
2. En déduire que :
i) [P(x—B)(x —a)dx = (B — )’y

i) [2(c— ) (v — T B)ax = (6 - @,

i) [P (x — B)2(x — a)%dx = (B — a)°I3

3. Montrer que si f est une fonction continue alors il existe ¢ € [«, 3] tel que :

—a)°
80— BP(x — P () = f(e) P

4. Peut-on dire qu’il existe d € [«, 3] tel que :

a+ _ ey (B—)
J& (e = ) (x = =) f(w)dx = f(d) 5

5. Soit f est une fonction continue sur [a, b] et soient « et 3 deux réels dans [a, D]

?

On suppose o < 3 et on note P»(x) le polynome interpolant f aux points :
a+f3
104 s et 3.

Exprimer P, (x) dans la base de Newton puis calculer [ P;(x)dx
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Chapitre 4

Intégration numérique

41 Introduction

Dans le calcul d’intégrales, on n’est pas toujours en mesure d’obtenir des ex-
pressions exactes. Il se peut que 'obtention d"une primitive soit impossible ou trop
compliquée.

Pour pallier & ce probléme, on cherche une approximation de l'integrale I(f) =
i) ab f(x)dx par une somme de surfaces de rectangles, de trapézes ou d’autres formes
géométriques dont on sait calculer laire.

Considérons une subdivision uniforme de l'intervalle [a,b] en n sous intervalles
b—a
n

[xi-1,x] ,i=1,..,n de méme longueur h = x; —xj_1 =
Onadonc:xp=4a <x1 < ..x < X411 < .. <x,=05>

oux;=a+ith pouri=0,1,..,n , enparticulierxo=a et x, =10
Soit f; la restriction de la fonction f a chaque sous intervalle [x;, x;;+1].

on obtient alors des approximations de l'intégrale I( f) en remplagant f;(x) par une
fonction V;(x) facile a intégrer sur [x;, x;41].
Si ¥; est la fonction constante A; sur chaque sous intervale [x;, x;j11] (Wi(x) = A;)

on obtient une approximation par les sommes de Riemann :
n—1

I(f) ~ R*(f) = Y (xiy1 — x))A; ot A; = f(x]) avec x quelconque dans [x;, X;1]
i=0
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4.2 Approximation

Théoréeme 4.2.1. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :

lim R'(f) = 1) = [ f(x)ex

n—oo

Preuve:
Remarquons d’abord que f est uniformément continue sur [a, b] et par conséquent :
Ve >0, 3n >0 tel que V(x,y) € [a,b] vérifiant: |x —y| <7
onait: |f(x) = f(y)| < e
et plus particuliéerement on a :
Ve >0, dn >0 tel que V(x,y) € [x;, xi11]| vérifiant: |[x —y| <7
. €
on ait: | £(x) ~ f(y)] < 5
Montrons maintenat que : Ve > 0, 3ng € N tel que Vn > ng
onait: |I(f) —R"(f)| <e

Soitng >

b—a Sb_
n no

Par ailleurs, pour x; € [x;, xi;1] et tout x € [x;,x; 1] ona: |x —x7| < h < netceci

implique que |f(x) — f(x})| <
et par suite :

n-l rxig
LRSI W RNICESCHLE Z/
x:+1 n—1
_b—alz/ _b— ;(xi+1_xi)26

0
Cas particulier de sommes de Riemann

—a a
alors pour toutn > np ona: h = <7

En particulier, sur chaque sous intervalle [x;, x;;1] ,on peut choisir x} et prendre
pour constante A; les valeurs f(x}) suivantes :

Xi
a) x;.k = x; et Ai = f(xz) donne fa f Z / +1 xl
Xi

(I} Yindice g pour signifier gauche)

b) xf = x;41 et A; = f(x;41) donne [7 f(x)dx ~ [} = Z /XZHf (xit1)dx

(I} ,Yindice d pour signifier droit)

%(xi +x;41) (milieude [x;, xi11]) et A; = f(%) donne [’ f(x)dx ~

I = Z / R i

(I 1’1nd1ce m pour signifier moyen ou médian)
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4.21 Approximation par des rectangles a gauche

Soit xp < x1 < ...x; < Xjiy1 < ... <X, unesubdivision uniforme de [g, ]
Si on prend x} = x; , on obtient une approxiamtion de |, ab f(x)dx comme suit :

Ji f(x)dx ~ I} ot
le n—1 n—1 b—a n—1
w—z/ (x)dx = ¥ (vis1 —x)f(x) =h Y f(x)) = =2 % f(x)

i=0 i=0 i=0

Théoréme 4.2.2. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :
1) La suite (I3 ) converge vers I(f)

2) Si la fonction f est de classe C! sur [a, b] alors ’I(f) - I
ol M1 = maXg<¢<p |f/(t)| .

Preuve:
1) analogue a celle du théoréme 1
2) Si f est de classe C! sur [a, b] alors : IM; > 0 tel que : My = max,<;<p | f'(t)]
Le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction f sur [x;, x| ol x €
[xi, Xi 1]
donne: J¢; €]x;, x[ tel que f(x) — f(xl) (x—xl)f’(cl)

d’our: ‘I(f)—lg gnz‘;/:i“](f( ))|dx < Z/ (x —xi)f'(ci) | dx

soit encore :

’1 ) I

x1+1

<Mlz/ (x —x;)d
- 1 2 h (b —a)?
<o gl = L =g = O

Corollaire 4.2.1. :
Pour obtenir une approximation avec précision de l'ordre de ¢ , il suffit de prendre I;°

—_ 4)2 2
M (b—a) < ¢ ou encore ng > My (b—a)
2ng 2e

ou l'indice ng est tel que :

Exemple 4.2.1. :
L’approximation de l'intégrale fol e~ *2dx avec la méthode des rectangles a gauche,
avec les précision ¢ = 0.1 et ¢ = 0.05
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>
f(x)=e ™ ete=0.1
!

0 0.5 1 15 2

:
f(x)=e™* ete=0.05
!

FIG. 4.1 — Approximation par des rectangles a gauche

4.2.2 Approximation par des rectangles a droite

Soit xg < x1 < ... X; < Xj41 < ... < X, une subdivision uniforme de |a, b
+
Si on prend xf = x;,1 , on obtient une approxiamtion de b £(x)dx comme suit :
p i + PP a
JPf(x)dx ~ Tt ou:

n=1 rx;q n—1 b—a i=n
=Y [ flrdx = ¥ (i = x)f (i) = 2 Y f(x)
i=0 7 Xi i=0 i=1

Théoréme 4.2.3. :

Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :
1) La suite (I)}) converge vers I(f)
2) Si la fonction f est de classe C' sur [a, b] alors |I1(f) — I}| < My
ot My = maxa<s<p | f'(#)]

(b —a)?
2n

Preuve : analogue a celle du théoreme 2

Corollaire 4.2.2. Pour obtenir une approximation avec précision de I'ordre de ¢ , il suffit

de prendre 1,° ot I'indice ng est tel que : MlT <& ouencorengy > M127‘€
0

Exemple 4.2.2. :
L’approximation de l'intégrale [, e~ *2dx avec la méthode des rectangles a droite,
avec les précision ¢ = 0.1 et ¢ = 0.05
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>
f(x)=e ™ ete=0.1
!

0 0.5 1 15 2

:
f(x)=e™ ete=0.05
!

FIG. 4.2 — Approximation par des rectangles a droite

4.2.3 Approximation par des rectangles médians

Soit xp < x1 < ... x; < Xj31 < ... <X, unesubdivision uniforme de [4, ]
. Xi + X . . .
Si on prend x; = % , on obtient une approxiamtion de fab f(x)dx comme

suit :
JP f(x)dx ~ I ou:
n—1

ol oy b Xi + X; b—a"t | xi+x
I,Z _ Z /x f( i 5 H_l)d.x _ Z (xi+1 _xi)f( 1 5 l+l) _ Z f( 1 5 l+l)
i=0 7 %i i=0 j

Théoréme 4.2.4. :
Soit f une fonction continue sur [a, b] alors :

1) La suite (I}},) converge vers I(f)
(b—a)’
24n?

2) Si la fonction f est de classe C? sur [a,b] alors |I(f) —I1.| < M, oil

Mj = max,<;<p |f”(t)’

Preuve:
1)analogue a celle du théoreme 2

2) Ici, au lieu du théoréme des accroissements finis, on utilise la formule de Taylor
. 1
al'ordre 2 sur l'intervalle [%;, x] ou &; = = (x; + xi+1) etx € [x;, x;41] .

2
On obtient I'expression suivante :

f) = f(x) = (x = %) f(%) + %(X —%)*f"(ci) avecc; € [%;,x]

On a alors :

n=l exig
1) -1l = ‘g [ )~ pta
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n—1 X — X 1
<Y / +1(x— %) f (x;)dx| + " (x — %)2f" (c;)dx
i=0 7 %i =
< A+B
xz+1 x1+1
ouA = (x —x;) f'(x;)dx| = |f'(%; Z/ (x — x;)dx| =0
=
Xit1 1 n-1 xz+1
etB—|Z/x (x — %)2f" (c;)dx §§ Z/ (x — x;)%dx
1. nlq Jrie x1+1 (b —a)®
—_ — X ! = — = M
= M2 X 5l %) 6 ; 2 242
Corollaire 4.2.3. :
Pour obtenir une approximation avec précision de 'ordre de ¢ , il suffit de prendre I;)
—g)3 b—a)?
ou l'indice ng est tel que : My (b24na%) <e¢ c-a-d n% > M2(24:)
(b—a)?
>/ M
ou encore ng > TP

Exemple 4.2.3. :
L’approximation de l'intégrale fol e *2dx avec la méthode des rectangles médians,

avec les précision € = 0.01 et ¢ = 0.001

2
f(x)=e ™™ ete=0.01
!

0 0.5 1 15 2

>
f(x)=e™* ete=0.001
!

FIG. 4.3 — Approximation par des rectangles médians

4.2.4 Approximations par des trapézes

Soit xp < x1 < .. X < Xj41 < ... < X, une subdivision uniforme et P 1(x)

un polyndme de degré 1 interpolant f aux points x; et x;;1 de chaque intervalle

[xi/ xi+1]'
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[Pr(xi) = f(xi) et Pr(xiy1) = f(xis1)]

En approchant sur chaque sous intervalle [x;, x;+1], f(x) par P;(x) on obtient :
f(x) = Pr(x) = fx) + [f (xi), f(xi2)] (x = xi)
f(x) = Pi(x) = flx;) + f(xig1) — f(xi) (x — x7)

Xit1 — Xi

et en conséquences :

() = J1 Flx)dx = [2 Pr(e)dx = BF(x0) + £ (xi)]

4.2.5 Formule de Simpson

Soit P>(x) un polyndéme de degré 2 vérifiant :

Po(xi) = f(xi) , Po(xis1) = f(xi1) et Pa(xiy2) = f(xit2)
En approchant sur chaque sous intervalle [x;, x;12], f(x) par P»(x) on obtient :
f(x) = Py(x)

~ fxo) + [f (xi), f(xign)] (x = xi) + [f (xi), f(xi1), f (xin2) (30 = x0) (% = Xiga)
et en conséquences :
X X h

[(f) = [ f(x)dx = [ Po(x)dx = Z[f (xi) + 4 (xis1) + f(xir2)]
Preuve:
Ona [,/ Py(x)dx = I(P2) + J(P2) + K(P2)
ou: I(P2) = f;iiﬂ f(xi) dx

](p2) — f;HZ f(xi+1) _f(xi) (x _ xi) dx

’ Xit1 — Xi

K(P2) = [&2f (), f(xiga), f(xig2) | (x = xi) (x = xi41)dox
On fait le changement de variables suivant :

(x —x;) = ht — dx = hdt
quandx =x; =t =0 etsix =x;1p =t =2

d’ot1 on obtient successivement :

I(Py) = [§ f(xi) hdt = 2hf(x;)
1(Py) = f(xiv1) — f(xi) 12 W2t

Xit1 — Xi

277
= h[f(xit1) — f(x:)] [2}
0
= 2h[f(xi+1) — f(xi)]
K(P2) = [f(xi), f(xiz1), f (xis2)] Jo (x = x;) (x = xi41)dx
= [f(xi), f(xi1), f(xiz2)] f5 H3t(t — 1)dt i
_ f(xina) = 2f(xina) + f(x1) 5 [t?» - tT
2h? 3 2],
= [ f(xi+2) = 2f(xiy1) +f(xi)]§

Soit enfin :
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Jo? Py (x)dx = 1(P2) + J(P2) + K(Py) = Z[f(xi) +4f(xip1) + f(xig2)]

4.3 Interpolation et Erreur d’intégration numérique

Définition 4.3.1. :
On appelle formule de quadrature de type interpolation la formule :

JP f(x)dx = 7 Py(x)dx

ou P, est le polynome d’interpolation associé a f.

4.4 Applications:

4.4.1 Interpolation lineaire et la formule du trapeze :

Soita = xp < x1 < .. < x, = b, une subdivision uniforme de [a,b] et
f € C2(la,b)
Considérons d’abord le sous intervalle [ x;, x;11], avech = xj11 — x;,
Soit P; le polynome de degré 1 interpolant f aux points x; et x;1;
Alors 'intégrale I;(f) = [ f(x)dx peut étre approchée par :

Xi

. h
li(f) = [ Pu(x)dx = S[f(xi) + f(xig1)]
L’erreur commise par cette approximation étant donnée par :
, 1 ..
Ei(f) = L ei(x)dx = 5 [ (x = xi) (o = xi0) £ (61)dx
My(x) = (x — x;)(x — xj41) garde un signe constant dans [x;, x;1]
d’oti, en appliquant la formule de la moyenne :

1" 3
Ei(f) = ! (m) St = xp) (x — x4 )dx = —%f”(m) ;i € [xi, Xiga]

4.4.2 Formule du trapéze composée

Pour chercher une approximation de l'intégrale sur tout l'intervalle [a,b], il
suffit d’écrire :
b:xn
g f(x)dx = Z
i=0
n—1 n—1 3

[Z[f(xz)Jrf(sz I+ L —5f )

l

Xi

Il
=}

N\R"

[f(x0) +2f(x1) + ... 2f (xn-1) + f(xn)] = Zf”

0.
g ()

I\J\R‘

[f(x0) +2f(x1) + .. 2f (xp—1) + f(xn)] —

avecn € [a,b]
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4.4.3 Erreur de la formule de Simpson

e2(x) = f(x) = Pa(x) et Ex(f) = J; ea(x)dx =

P
5o f@(©);0 € o

Fn posant: 7 (x) = Pa(x))dx
On démontre que : E>(f) = —

Exercice 4.4.1. :
Soit f € CZ([a b))

=
En posant [, = 5 Z (xi41) + f(x;)] , montrer que :
pan
Ir=
2) lim I" = I(f)
n—oo
(b ﬂ)3
<
Exemple 4.4.1. :

On veut calculer une valeur approcher de In 2 pour cela on va calculer l'intégrale
de la fonction f(x)=1/(x+1) sur un intervalle [0,1] par la méthode de Simpson (voir
??) la méthode des trapezes (voir ??), et la méthode des rectangles. Et on compare
les résultats avec différentes valeurs de n (le nombre de subdivision de I'intervalle

[0, 1]) alors on a le tableau suivant :

n méthode de Simpson | méthode des trapezes | méthode des rectangles
100 0.69314718057947511 | 0.6931534304818241 | 0.69565343048182404
200 0.69314718056116631 | 0.69314874305506269 | 0.69439874305506266
400 0.69314718056002178 | 0.69314757118464021 | 0.69377257118464031
800 0.69314718055995039 | 0.69314727821617628 | 0.69345977821617644
1600 | 0.69314718055994573 | 0.69314720497400739 | 0.69330345497400736
3200 | 0.6931471805599464 | 0.69314718666346065 | 0.69322531166346069
6400 | 0.69314718055994629 | 0.69314718208582515 | 0.69318624458582534
12800 | 0.69314718055994318 | 0.69314718094141725 | 0.69316671219141723
25600 | 0.69314718055994495 | 0.69314718065531489 | 0.69315694628031488
51200 | 0.69314718055994629 | 0.6931471805837861 | 0.69315206339628599

TaB. 4.1 - Ln(2) ~ 0,69314718055994530941723212145818

4.5 Exercices

Exercice 4.5.1. :

Soit a = xg, x1....,
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1. En faisant deux intégrations par parties succéssives, montrer que :

i = G = OO g e ) ) £

2. Sixjy1 —x; = h pour touti = 0,1,...,n — 1, montrer que l'erreur d’ap-

proximation de fé"“ f(x)dx par la méthode des trapezes est de la forme :
7
2)

1 (0) , 0 € [xi, xit1]

Exercice 4.5.2. Soit P3 un polyndme de degré 3 et f € C?([a, b]) avec f?) <0,

Soit I(f) = fab f(x)dx et IT 'approximation de I(f) par la méthode des trapezes,
Soit I}, ( resp. I ) I'approximation de I(f) par la méthode des triangles droits (
resp. gauches)

1. Ecrire les expressions de I7, I' et I]

I
2. Montrer que I] = -£ > d
3. En déduire que lim IT = I(f)
(b—a)’

4. Prouver que |I(f) — IT| < My 152
5. Btablir les inégalités : (b— a)f(" ; ) > [P F(x)dx > (b — a)(W}
6. Etablir I'égalité : [’ g(x)dx = (b ; ) [P3(a) + 4P3(b * a) + P3(b)]
7. Soita = xp < x1 < ... < x, = b, une subdivision de [a, b]

Montrer que :

) i i 1 )
it fla)x = (g — ) LSO L s ) ) ) ()

8. Sixjy1 —x; =h pourtouti =0,1,...,n —1, montrer que l'erreur d’approxi-
mation de [;7*! f(x)dx par la méthode des trapezes est de la forme :
h3
(2)

1 (8) ,0 € [xi, xis1]
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Chapitre 5

Méthodes directes de résolution
des systemes linéaires Ax = b

Dans ce Cha itre, on s’intéresse a la résolution numérique d’un systeme linéaire
4

ol A est une matrice carrée supposée inversible, b un vecteur second membre et x
— T .- T
i,j=1,-n’ b_(bll"'rbn> s x_(xll"'lxn> .

Théoriquement, le fait que A soit inversible entraine que le systéeme (5.0.1) admet

le vecteur des inconnues, A = (a;;)

une solution unique x = A~1b.

Mais cette écriture suppose que l'on dispose de la matrice A~!, or ’obtention de
A~ est équivalente a la résolution de n systémes linéaires, A. (Afl)]. = e =
(0,---,1,0,---,0)" en plus de la multiplication x = A~'b.

Une autre méthode consisterait a obtenir les x; a ’aide des formules de Cramer
Yo — det(Ai)

" det(A)
¢ant la i colonne de A par le vecteur b.

ott det(A;) désigne le déterminant de la matrice obtenue en rempla-

Le calcul de chaque déterminant nécessite n.n! multiplications et (n! — 1) additions.
Soit au total : (1 + 1)!n multiplications, (n + 1)(n! — 1) additions et n divisions.

A titre d’exemple, on a besoin de 4319 opérations si n = 5 et environ 41000 opéra-
tions pour n = 10. Comme les problemes d’analyse numérique donnent lieu a des
matrices de grandes tailles (n assez grand), la méthode de Cramer et les méthodes

similaires s’averent inutilisables.
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5.1 Résolution d’un systeme par les méthodes de descente
ou de remontée

C’est le cas o1 on a a résoudre un systéme de la forme

Ux =b (5.1.1)
ou
Lx=1b (5.1.2)

avec U triangulaire supérieure et L triangulaire inférieure.
Si on prend 1'équation (5.1.1) par exemple on obtient

up1X] +upXp + -+ Uy =by
0 Huppxy+ -+ Uppxy = by
Ux=b<&
0
UpnXn = bn

En supposant que les uy; sont non nuls, on obtient les x; de facon évidente en com-

mengant par le bas et en remontant. On obtient ainsi x,, = by, /uy, puis
n

xi= | bj — Z ui]-xi> Juj, pouri=n—1al.
j=it1
L’algorithme de résolution est le suivant :
Xp = bn/unn
Pouri=n—-1al
x; = b;
Pourj=i+1an

xi:xi—uij*xj

finj
Xj = xi /i
fini
. . . nn-—1 e nn—1 .
Le nombre d’opérations nécessaire est : nin 1) multiplications ) addi-

tions et n divisions. Soit au total n? opérations.

Remarque 5.1.1. Le cas d'un systeme avec matrice triangulaire inférieure se traite
de fagon similaire en obtenant x; d’abord puis en descendant.
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5.2 Matrices élémentaires

L3 Pl pd . k
5.2.1 Matrices élémentaires de Gauss
1
Soient les matrices .
1 0 .. 0
—Ml2q 1 0 0 SRR o
M = . , Mk = . A
: 0 . : —Mp41k "
—My1 1 .
0 — My 1k 1

en posante, = (0,---,1,0,- - ,0)Tetmg = (0,--+,0, —mypyqp, -+, —Mpg) |

7

on obtient M} I— mke];r et on vérifie facilement que My est inversible et que

M1:1 = I—l—mke,;r.

5.2.2 Matrices élémentaires de Danilevski

Elles sont de la forme :

1 0 0
0 1 0
M =
My Mgy - e My
o -~ -~ 0 1
et permettent de transformer une matrice A en une matrice de Frobenius P de la
forme
pl pz DR ... p]’l
1 0 - --- 0

P=1]10 1 0

0 -« -~ 1 0
Ces matrices seront utilisées dans le chapitre 6.

5.2.3 Matrices élémentaires de Householder

Ces matrices sont de la forme

T T T
Py = I, — 2wrw, avec wy = (0,-++,0, wry1x, - - ,wnk) et w, wy = 1.

On vérifie aussi qu'on a P, = P 1 = PkT , P est donc une matrice orthogonale
symétrique. Elle peut aussi s’écrire sous la forme explicite et en blocs :
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avec Py = I — 2] et @ = (Wii1k, -, Wyk)
5.2.4 Matrices élémentaires de permutation

Elles sont de la forme kI

o1 ..k

k1 L 10 o I DR

Remarque 5.2.1. [; ;A échange les lignes k et [ de A alors que Aly; échange les
colonnes k et/ de A . On a encore [ ; = Ik’,l1 = I,Il.

1 2 3 0 01
Exemple 5.2.1. Soit A lamatricedonnéepar:A=| 4 5 6 |etliz=| 0 1 0
7 89 1 00
7 89 321
alors [[3A=1] 4 5 6 et Al13 = 6 5 4
1 2 3 9 8 7

Définition 5.2.1. Une matrice de permutation est un produit de matrices élémen-
taires de permutation.

5.2.5 Matrices élémentaires de Perlis

Soient les matrices suivantes :

- lij, une matrice I, dont on a permuté les i et j*"** lignes;

- I;(d), une matrice I, dont la i®" ligne a été multipliée par un scalaire d;
- I;(d), une matrice I, dont la i ligne est multipliée par : ¢;; + de j, ot

Lij = (eif)i,j:1,~--,n;
Les matrices I;j, I;(d), I;(d) s’appellent matrices élémentaires de Perlis.
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o O

0
0 |, Ln(d) =
1

o O
(e S
- o O

0 01 1
Exemple522. 13=| 0 1 0 |,L(d)=1] 0
100 0
Ces matrices sont réguliéres et leurs inverses s’écrivent :

I';l = I,‘]’
d) = I(1/d)
d) = Ii(—d)

Les transformations élémentaires sur une matrice A peuvent se ramener a la pre-
multiplication de A par 'une des matrices élémentaires précédentes. Ainsi avec
A" = I3 A, A’ est la matrice obtenue apres permutation des lignes i et k.

A" = I;(d)A, A’ est la matrice dont la i ligne est remplagée par la somme de la
i ligne de A et d fois la [ ligne de A.

Remarque 5.2.2. On peut aussi définir des matrices élémentaires pour les opéra-
tions sur les colonnes, on les note P;j, P;(d), P;i(d).

1 2 3
Exemple523. A=| 4 5 6
7 8 9
Ici la matrice élémentaire M; de Gauss est donnée par
1 0
Mi=| -4 10
-7 0 1
Par ailleurs
1 2 3
Al=In(-49)A=] 0 -3 -6
7 8 9
1 2 3
et A/lzlgl(—7)121(—4)A: 0 -3 —6
0 -6 -—12
1 2 3
etona A(Z):M1A2131(—7)121(—4)A: 0 -3 —6
0 -6 —12
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5.2.6 Matrices élémentaires de Givens (ou de rotation)

Elles sont données par

1 ko
0 1
s |k .
; i avecc =cosf, s=sinf et k #1
,,,,,,, _S C L.
: 1

Remarque 5.2.3. On vérifie facilement que R/, = R

5.3 Méthodes de Gauss

5.3.1 Méthode de Gauss sans pivot

Elle consiste a transformer le systtme Ax = b (1) en un systeme Ux =
¢, (2) avec U triangulaire supérieure puis a résoudre le nouveau systéme par la
méthode de remontée.

Soit (S1) le systeme de départ :

agll)xl + aglz)xz + e+ a&)xn = bgl)

(S1) : :
af}l)xl + a%)xz + -+ a,(ﬁq)xn = b,(ql)

(1)
On pose m;; = % en supposant que ugll) #0, i=2,---,n.
a

1
Ensuite, on remplace la ligne L; par Ly = L; — m;; * L1, ce qui donne :
(2) _ (1) (1)

;7 = ;0 — My %y i=2,---,netj=2,---,n
5O =40 b im0
On obtient alors le systéme (S;) suivant :
N A
(2) 2, _p@

0 Ayy' Xp + -+ ay, Xy =Dy

(52)
0 P+ taiy, =b
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(2)
a. .
On suppose que ag) # 0 et on recommence avec m;; = % , 1=3,---,n.
a
22
ATétape k, le systeme se présente sous la forme :

k
agl)xl + . .( .......... + agi)xn — bgl)
0
k (Sk) 711,((],?35;( 44 a,gl;)xn = b,ik)
0 a,gk)xk + -+ a,(ffq)xn = b,(qk)
k aly)
En supposant a,((k) # 0, on pose mjx = % , i=k+1,---,n puisonremplace
Tk
la ligne L; par la ligne Ly = L; — mj; * Ly.
On aboutit alors au systeme final (S,) de la forme :
agl)xl _|_ ............ _|_ a%}i)xn e bgl)
0
(Sy) <= Ux = c <= ; 0+alx+- - +a¥x, =pP
0 O + ...... _.|_ a;(/;;) X — b)(/ln)

otre = (67, - ,b,S”))T.

Remarque 5.3.1. Matriciellement, la premiére étape est équivalente au produit ma-

triciel A = M; A ot M est la matrice élémentaire de Gauss . L’étape finale est

alors donnée par : A = U = M,_1M,_o--- Mo M; A, Evidemment, I'étape fi-
(k)

nale n’est accessible par ce procédé que si tous les 4, sont non nuls. Si a une étape

. (k . . )
donnée algk) est nul, et il y a au moins un a},f ) non nul, avec i > k on permute les

lignes L; et Ly et on poursuit le procédé. Sinon la matrice A n’est pas inversible et
le procédé ne peut continuer.

5.3.2 Meéthode de Gauss avec pivot partiel

Exemple 5.3.1. Soit a résoudre le systeme

1070 +x, =0
X1 — Xy = 0

La solution exacte est x; = x, = 1/(1 4 107°%) ~ 1. Cependant, la résolution
du systeme par la méthode de Gauss donne des résultats différents selon qu’on
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I'applique avec ou sans pivot.
i) Sion applique la méthode de Gauss sans pivot on obtient
(1)
1

4y 50
mp1 = aﬁ) =109 10
et
(52) { 10_50361 + x7 =0
(-1-10%)x, =10"

qui donne pour solution approchée x; ~ 1etx; ~ 0.

ii) Si on adopte la stratégie du pivot partiel qui consiste a mettre en premiere
ligne celle dont le coefficient de x; est le plus grand en module alors on per-
mute les lignes pour obtenir le systeme

(51){ X1 — X2 =0

10_50361 +x, =0

~50
Pour lequel my; = — = 107°Y et qui conduit a la solution approchée :

Xy~ 1letx; = xo.
A travers cet exemple simple, on voit donc le probleme que peut poser un pivot
trop petit. Pour éviter de diviser par des pivots trop petits pouvant conduire a des
solutions absurdes, on peut adopter automatiquement la stratégie du pivot partiel
de la maniere suivante :

A chaque étape k : choisir 4’ tel que : a;;” = max |

Matriciellement, cette opération revient 2 multiplier la matrice A¥) par une matrice

(k) (k) ).

de permutation Iy; avant d’appliquer I'élimination de Gauss. La méthode de Gauss
avec pivot partiel s’écrit donc :

A® = M1 A, AW = M, L, g My AY = U

ol les M; sont des matrices élémentaires de Gauss et les I;; des matrices de per-
mutation pour i > k. Si a une étape k on n’a pas besoin de pivoter, 1'écriture reste

valable avec Ij; = I ou I désigne la matrice identité.

Théoreme 5.3.1. Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une
matrice inversible M tellle que la matrice M A soit triangulaire supérieure.

Preuve:
Si A est inversible, le résultat est déja prouvé en appliquant la méthode de Gauss
sans pivot et en posant M = M,,_1--- M;. Si A n’est pas inversible cela signifie
qu’a une certaine étape k on trouve ag:) = 0 pour tout i > k. Mais dans ce cas, il
suffit de passer a 1’étape suivante.

Matriciellement, cela reviendrait a prendre [;; = My = I.
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5.3.3 Méthode de Gauss avec pivot total

On pourrait aussi adopter la stratégie du pivot total qui consiste, a chaque

étape k, a prendre al(i) tel que : a,(f;)

= max ’ag.() ‘ Ce qui reviendrait a multiplier la
i>
ljgk

matrice A¥) par deux matrices de permutation P et Q, I"une a droite pour permuter

les lignes et I'autre a gauche pour permuter les colonnes .

A2 — leliA(l)Ilj, v, AW = M, (L, g leliA(l)Ilj S T

5.3.4 Méthode de Gauss-Jordan

C’est une variante qui ressemble a la méthode de Gauss sauf qu’elle abou-
tit directement a une matrice diagonale. Au lieu des matrices M élémentaires on
considére les matrices

k
1 — My
0
0 —mg_qx 0
My=1 0 1 k
— My 1k "
0 — Mg 1k 1

5.4 Factorisation LU

Si on suppose que la méthode de Gauss sans pivot a été appliquée a toutes
les étapes du procédé on aboutit a

AW = M, M, 5 MoMAY = U avec AV = 4,

ou encore MA = U avec M = M,,_q - - - M;. Comme les matrices élémentaires de
Gauss sont triangulaires inférieures et inversibles. En posant L = M~ on obtient
A=1LU.

Remarque 5.4.1. Si on utilise des permutations, alors les matrices Myl ne sont
plus triangulaires inférieures. On démontre dans ce cas qu’on aboutit a la forme
PA = LU.

Théoreme 5.4.1 (Condition suffisante de la factorisation LU).
Soit A une matrice carrée d'ordre n telle que toutes les sous-matrices d'ordre k (k <
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n) soient inversibles, alors il existe une matrice triangulaire inférieure L avec l;; = 1 et

une matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU. De plus, cette factorisation est

unique.

Preuve:

Siaj; # 0, la matrice a1; (d’ordre 1) est inversible, donc on peut choisir la matrice

de permutation égale a I'identité et appliquer la méthode de Gauss sans pivot a la

premiére étape. Supposons qu’on ait pu choisir toutes les matrices de permutation

égales a l'identité jusqu’a I'étape k, il s’ensuit que

AR = M, My, -

Avec

A=

(k)

ayq
0
Ak
0
(k)
By
1
Kok
= *k .k 1
*k ok

i=1
- MiA =

(k)

(®)

ann

1 MA.

i=k—1

k
”51)

:

iy

(k)

anl

(k)

Ay

k k
, ,al({k?,,,.,.,, ,al(m),
”;(j;c) a,(j;)

en écrivant A sous forme de blocs et en effectuant le produit matriciel par blocs, on

(k)

(1) k
1 X Xy

obtient a;

Comme det(Bg) # 0 on a a,g,i) # 0 et par suite on peut choisir a;;

poursuivre le procédé.
Unicité

= det(Bk).

(k)

comme pivot et

Supposons qu'il existe Ly, Ly, U et Uy telles que A = L1U; = LUy, comme L; et

Uy sont inversibles alors L, 1. =U, u; 1
Ce qui impose L;lLl = LIZLIf1 =letdonc L1 = Ly et Uy = Us.
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5.5 Factorisation de Choleski (matrice symétrique)

Théoreme 5.5.1. Si A est une matrice symétrique, définie positive, il existe (au moins)
une matrice réelle triangulaire inférieure L telle que A = LL.

Si de plus on impose aux éléments diagonaux de L d’étre strictement positifs, alors la facto-
risation est unique.

Preuve:
Remarquons d’abord que si A est définie positive, alors toutes les sous-matrices
d’ordre k sont inversibles. Le théoreme 5.4.1 permet d’affirmer I'existence de deux
matrices L et U telles que A = LU. Ce que nous cherchons ici c’est de factoriser en

utilisant une seule matrice L. Raisonnons par récurrence sur n.

Sik=1, A=a;; >0doncay; = /a11./911-
Supposons qu’on ait pu factoriser jusqu’al’ordre k — 1 et soit Ay une matrice d’ordre
k alors Ay peut s’écrire :

A |
A = < - ¢ ) avec Ay_1 = Lk_lL]ll.
0 Ak

Considérons alors la matrice Ly obtenue a partir de L;_; et telle que :

Lo |1
L. =
k <1T zkk>

Le produit matriciel L;L; donne:

Ly L] Li 4]
L] =
kbt ( lTLl;r,l | lTl—i—l]%k >

Par identification on obtient :

Ly = v (5.5.1)
Lyl = A, (5.5.2)
"+ 12 = ay (5.5.3)

i) L’équation (5.5.1) permet alors de résoudre un systéme et d’obtenir la solu-
tion qui est le vecteur [.

ii) L'équation (5.5.3) permet d’obtenir la derniere inconnue du probléme, a sa-
voir

ik = /ag — 171 et on peut choisir Iy, > 0.
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Exemple 5.5.1. Soit A la matrice de Hilbert d’ordre 6, la factorisation de Choleski
est donnée par A = LLT ou

0.5 033 025 0.2 0.16

0.28 0.28 0.25 0.23 0.2
0 0.07 011 0.12 0.13
0 0 0.01 0.03 0.05
0 0 0 0.004 0.01
0 0 0 0 0.0012

1
0
0
0
0
0

5.6 Factorisation de Householder (matrice unitaire )

Soit Py = I — 2wy wg une matrice élémentaire de Householder avec

wy wy = 1. (5.6.1)

On cherche une matrice unitaire P, telle que
P()Cl = k@l, (562)

pour tout vecteur a = (ay,--- ,a,) ', aveck € Rete; = (1,0,---,0)".
Py est orthogonale c’est a dire POT Py = I et par suite, on doit avoir

<aTPOT) (Poa) =k* =a'a.

Soitk =+ (a'a) Y2 es équations (5.6.1) et (5.6.2) donnent :

Poa = a —2wowy a = ke; et parsuite 2wow] a = —ke; +a = v, sion pose & = 2w, a.

On obtient xwy = v, et comme on cherche wy tel que wg wy = 1,il vient: a? = v ' v.

T %

vlo
Remarques 5.6.1. i) Le choix de k se fait au signe pres , on peut choisir le

2
Parsuite Py = I — — Vv
1o%

signe +.
ii) Le méme procédé peut étre appliqué pour obtenir une matrice
Pe = I — 2wiw] avec wy = (0, -+ ,0, Wes1k, -+, Wk) -

On a constaté que Py peut étre décomposée sous la forme

avec P, = I, 1 — 2w, (voir paragraphe 5.2.3).

iii) La factorisation de Householder permet d’écrire :
Py 2Py 5---PiPA = U,

ou encore A = QU avec Q = PyP; - - - P,_» une matrice orthogonale.
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5.7 Conditionnement

Exemple 5.7.1. [di a R.S. Wilson]
Soit a résoudre le systeme linéaire Ax = b avec

10 7 8 32
7

A 5 6 5 b= 23
8 6 10 9 33
7 5 9 10 31

La solution exacte est donnée par x = (32,23, 33,31)T, si on perturbe le second
membre d'un 6b, quel est 'effet de cette perturbation sur la solution ?

Soit b + ob = (32.1,22.9,33.1,30.9) ", alors il en résulte une solution
X=x+06x=(9.2,-12.6,45,—1.1).

Soit une erreur de l'ordre de 500 ST les données et un rapport d’amplification
de l'erreur relative de 'ordre 2000 ce qui montre que le systéme n’est pas stable,
il reste vulnérable a toute perturbation, on caractérise la stabilité intrinseque d'un
tel systeme indépendamment de la méthode de résolution en disant qu’il est mal
conditionné. De méme si on perturbe les éléments ajj de la matrice A de 6A, on
aboutit a une solution approchée x qui est tres différente de la solution exacte.

Définition 5.7.1. Soit ||.|| une norme subordonnée et A une matrice inversible . On

appelle conditionnement de A relativement a la norme |.||, le nombre ||A||||A~}]|

noté C(A) ou cond(A).

Propriétés du conditionnement

On vérifie facilement les propriétés suivantes

i) C(A) > 1.

ii) C(A) =C(A™).

iii) C(aA) = |«|C(A), a #O.

iv) Co(A) = [|Al2[|A7Y], = m, p; valeur singuliere de A.
v) C(QA) =C(A) pour toute 1ma’arice orthogonale Q.

Théoreme 5.7.1. Soit A une matrice inversible, x et x + 6x les solutions respectives de
Ax=Dbet Ax=b+ dboit x = x + dx, alors on a

1 [ ob|| ||6x]| M
e (i) = T =< () 671)
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De méme la solution obtenue apres perturbation de A par 6 A vérifie :

lox]| C(A)  fleA]

< T5AT 4]
1—C(A)——
A ]

Si on perturbe en méme temps A et b alors on obtient :

Isxl_ | c 15A] lIsb]
Il < At | \al el )
1—-C(A)—

A

Preuve :
Ona Ax =bet Ax+ Asx = b+ 8b d’ott Asx = b ou encore 6x = A~16b, comme

b|| < ||A|l|lx]|, on déduit que |x] <C(A M
Tl o]

Les autres inégalités s’obtiennent de fagons similaires.

Remarques 5.7.1. i) L'équation (5.7.1) donne une estimation de I’erreur relative
[1b]]

1Bl
ii) Tous les calculs sont effectués sur un ordinateur, des erreurs d’arrondi sont

de la solution en fonction de l’erreur relative connue

accumulées a chaque étape de calcul. Si € désigne la précision numérique
relative (dépend de la machine), 'erreur relative de la solution explose si
C(A) xe~1.

1 n
iii) La matrice de Hilbertd ordren, H = <1+]1> présente un exemple
/=1

classique de matrices mal conditionnées.

5.8 Matrices creuses

On appelle matrice creuse une matrice dont la plupart des éléments sont
égaux a zéro. Si de plus la structure des éléments non nuls est simple, il n’est pas
nécessaire de réserver une quantité de mémoire égale a celle de la matrice compléte.
Des algorithmes spécifiques permettent de réduire le temps de calcul de maniére
considérable. Parmi les cas simples des matrices creuses, citons les matrices :

- tridiagonales : les éléments non nuls sont sur la diagonale et de part et d"autre
de celle-ci sur les deux lignes adjacentes. On a a;; = 0 pour |i — j| > 1,

- diagonale par bande de largeur m : les éléments de matrices tels que
li — j| > m sontnuls,
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- simplement ou doublement bordées : par rapport a la définition précédente,

des éléments non nuls supplémentaires existent le long des lignes ou co-

lonnes du bord de la matrice.

Matrices tridiagonales
Soit le systeme

dl €1 X1 bl
o dy e

Cn—1 dn—l €n—1

X b
Cy dn n n

(5.8.1)

Il y’a un vaste choix de bibliotheques disponibles pour calculer les solutions qui

prennent un temps de calcul proportionnel a n.

De maniere générale, on peut obtenir un algorithme proportionnel a n pour une

matrice a bande. Le préfacteur de 1’algorithme est proportionnel a m.

Formule de Sherman-Morison

Supposons que 1’on ait une matrice A dont on a facilement calculé I'inverse (cas

d’une matrice triangulaire ). Si on fait un petit changement dans A en modifiant

par exemple un ou quelques éléments de 1’ensemble de la matrice, peut on calculer

facilement l'inverse de cette nouvelle matrice ?
En effet soit B une matrice telle que

B=A+uv'
La formule de Sherman-Morison donne l'inverse de B.
B = (1+47'wo") A
— (1 A T 4 A T A T ) -1
= Al-A YA (1_;\+;\2+...)

;. AluvTAT!

= A~
1+A
oA =0v"A1u. Posonsz=Aluetw = (A_l)T vonald=70zet
Bl 41 zw !
N 1+ A
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Remarque 5.8.1. Dans le cas ot1 les vecteurs u et v sont des matrices U et V d’ordre
respectif n x k et k x 1 et si de plus la matrice I + VAU est inversible, alors

(A+uv)t=A"1-At1+valu)tva L

Supposons que les éléments de la matrice A vérifient

i) |di| > le1]
i) |di| > lei| +ci| i=1,---,n—1 (5.8.3)
iii) |dn| > |eq|
et que
ciei1#0, i=2,---,n (5.8.4)

Sous ces conditions la matrice A est irréductible a diagonale dominante donc A est
inversible. Wendroff a montré qu’il existe une factorisation de la matrice A sous la
forme suivante

A=1R (5.8.5)

ol R est une matrice triangulaire supérieure avec éléments diagonaux égaux a 1 et
L est une matrice triangulaire inférieure. Si A est tridiagonale, les matrices R et L

xq 1 n
. ~ €2 a2 =~ o
sont données par L = ) ) et R= ,
. ) . Yn
Cn Oy 1
ou .
, 1
i) aq =dy, n=g
ii) g =d; —ciyi1, 1=2,---,n (5.8.6)
€

iii) yi=—, i=2,---,n—1
i

n
Puisque A est inversible et det(A) = H «;, alors tous les «; sont non nuls et le
i=1
schéma récursif (5.8.6) est bien défini.
Remarque 5.8.2. On note que la factorisation (5.8.5) est obtenue par application de
la méthode d’élimination de Gauss usuellea A,

La résolution du systeme Inéaire est équivalente a
Lv=0>b, Rx =,

qui est obtenue de la maniere suivante

v1 =b1/
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Pouri=2an
v = (bi — civi—1) /e
fin
Xn = Un
Pouri=1an-1
Xn—i = Un—i = Vn—iUn—i+1
fin
Le théoreme suivant donne une majoration des quantités y; et o; indépendamment

de l'ordre de la matrice A.

Théoreéme 5.8.1. Si les éléments de A vérifient les conditions (5.8.3) alors

] | <1
l')- " : (5.8.7)
i) 0<|di| —|ci| < |di| +1ci], i=2,---,n
Preuve:
Onay; = % = %, la condition i) de (5.83) donne y| < 14 < 1.
e A

Supposons que y; < 1 pour j =1,---,i—1, en remplacant (5.8.6 (iii)) dans (5.8.6
(ii)) on obtient

Yi = ‘i
"di—civioa
et
il < Il
l \di| — |cil|vi-a]
leil
< —
|di| — |ci]

par hypothese. Ensuite en considérant (5.8.3 (ii)) il s’ensuit que |y;| < 1.
Pour montrer (5.8.7 (ii)) il suffit de considérer (5.8.6 (ii)) et (5.8.3 (ii)).

L’algorithme présenté précédemment peut étre simplifié en éliminant les «;,
C’est le cas ot la factorisation LR n’est pas nécessaire. L'algorithme se présente

comme suit

vy = by/dy

t=d

Pouri=2an
Yic1=ei_1/t
t=di —civia
V] = (bi — CiUl;l)/t

fin

Xn = Uy
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Pouri=1an-1
Xn—i = Un—i = Vn—iXn—i+1
fin
Si A est définie positive, elle posséde une factorisation de la forme LT DL qui est
obtenue facilement du schéma (5.8.6). Si

L= R (5.8.8)
Lo 1

et D = diag (61,---,6,), par identification des écritures et en posant ¢; = ¢;_1 on
obtient
61 =dh
Pouri=1an-1
li=ei/di
0iv1 =div1 — lie;
fin
A est définie positive donc u' L' DLu > 0, posons v = LTu (v # 0 car L est in-
versible ), alors v Dv > 0, ainsi D est une matrice diagonale définie positive, dont
les éléments diagonaux sont tous non nuls, et par suite le schéma récursif est bien
défini. Si on pose Lv = b, l'algorithme de résolution s’écrit
01 = bl
Pouri=1an-1

Viy1 = biy1 —liv;

fin
Xp = Z)n/ On
Pouri=1an-1
Xpn—i = (Un—i - en—i-xn—i-i-l)/‘sn—i
fin
Si la factorisation n’est pas nécessaire on obtient 1’algorithme simplifié suivant
v ="b
61 =dh
Pouri=1an-1
t=e¢; / o;

Siv1 =dip1 —te;

Viy1 = bip1 —ty;
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fin

Xy = Up/0p
Pouri=1an-1

Xpn—i = (vnfi - enfixnfiJrl)/(Snfi
fin

Exemple 5.8.1. Soit le systéme linéaire Ax = b, oi1 A est une matrice carrée d’ordre
n de la forme

al PR PR PR .. an
1 A 1
A=
1 A1
by -+ cer eee oee by,

Ce type de matrices est issu de la discrértisation de certains problemes paraboliques
voir [?,?].

Considérons la matrice

a 1
1 a« 1
A(): '..
1 a1
1 «
A—VAZ—4 A+ VAZ—4 .
avecoc:fetﬁ:f.ﬂser\smtque
Ao = LU
avec
1o% 1 B
1
L= , U=
B
1 « 1

La solution y de Agy = w, est donnée par

Yn = Upn

Yn = Om— PYmy1, m=0,--- ,n—1,
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ol v est donnée par

Un = ﬁwO

o = Plwm —wpy-1), m=1,--- ,n.

Soit z = x — y, on obtient

-
n n
Az = (wo - Y aye wn— Y bkyk> .
k=0 k=0

Comme
Zm—1+AzZw + 211 =0, m=1,--- ,n—1.
Il vient
Zm = Coynim + ClYm; m = O/ v ,n,
—A—VAZ2 -4 .
ouy = S — et ¢g, c1 sont des constantes a déterminer en résolvant le
systeme
n k n k n
co Y, Y +a ) ayt = wo— Y ayk
k=0 k=0 k=0
n X n r n
oY by +a ) by = wi— Y bk
k=0 k=0 k=0

Finalement on obtient la solution du systéme initial en posant x = y + z.

5.9 Résultats sur les matrices non carrées

Théoreme 5.9.1. soit A une matrice rectangulaire (m,n) alors il existe deux matrices
carrées unitaires U et V d’ordre respectivement m et n tel que : U*AV = X, oit L est une
matrice rectangulaire (m,n) donnée par :

251

Hy |

0

oit les ; sont les valeurs singulieres de A.
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Corollaire 5.9.1. — Lerang de A est égal au nombre de valeurs singuliéres non nulles.
— La forme A = UXV* est appelée décomposition en valeurs singulieres de A et on a
r r
A= Z piuv; et A*A = Z pizuiv;-‘ ol u; et v; désignent, respectivement, les

i=1 i=1
i°™me colonnes de U et de V.

Preuve :
e1 -+ en e1 -+ ey
1 0 1 0
Soient I,, = : : et Iy =
0 1 0 1

on a par définition

n n
V:Zwe;k, V*:Zeivf, Yej = pieipour i=1---n,
i=1 i=1

n r r
LV = Z pieivi, ULV* = Z piuiv; et A*A = Z p,izuiv:-‘.
i=1 i=1 i=1
510 Résolution des systemes a matrices non carrées

X1
1 2 2 1
7 X2 — .
2 31 2

X3

Exemple 5.10.1.

-1 -2

|
[
W
/
= R
N =
N~
Il
—_ N = N

Casoum >netrang A =n

Considérons le systeme Ax = b, on définit le i"* résidu
n
ri= Y apxj—b i=1,--,m.
j=1

( Vectoriellement r = Ax — b).
La méthode des moindres carrées consiste a minimiser ||7(|3.

Posons
I(x) =r"r = (Ax —b)" (Ax — D).

Donc minimiser I(x) revient a chercher des solutions de I"équation

dl(x)
axi

= 0.
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Posons e, = (0,---,1,---,0)", onad’une part

r'r =xTATAx—bTAx—x"ATb+b"b
=x"TATAx—2xTATb+b"0.

D’autre part

dl(x)

e = el-TATAx +xAT Ae; — ZelTATb
i

=2¢/ (ATAx— ATD).

Donc trouver un minimum de I(x) revient a résoudre le systeme linéaire
ATAx = ATh.

Définition 5.10.1. Soit X la matrice rectangulaire (1, n) donnée par
n
H1

U2

0

* 0 m>n

Définition 5.10.2. Soit A une matrice de forme (m, n) dont la décomposition en
valeurs singulieres est A = UZV*. On appelle pseudo-inverse(ou inverse géné-
ralisé) de la matrice A, la matrice A de la forme (n, m) donnée par A* = VZtU*.

Remarque 5.10.1. 1. ATA=VITU*ULV* = VETLV*.

2. Sous Matlab la commande svd(A) donne la décomposition en valeurs singu-
lieres de A.
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Exemple 5.10.2. Soit la matrice A donnée

0111111111
0211111111
0311111111
A 04 11111111
0511111111
06 11111111
0711111111
08611111111

La décomposition en valeurs singulieres de A est donnée par

A=UwV",

ou
0.34 054 -0.32 -0.003 -030 -048 0.09 -0.37
034 039 055 -023 -03 0.12 0.02 0.5
035 023 -012 0.33 0.66 009 044 022
U — 0.35 0.08 —-0.1 0.08 —-0.13 078 —-0.16 —0.43

0.35 —-0.07 —-0.23 0.19 0.14 -0.16 —-0.78 0.32
035 -022 0.02 -078 038 -0.09 —-0.01 -0.2
035 —-0.38 0.59 041 -001 -0.27 0.03 —-0.35
0.36 —-053 -0.39 -0.001 -043 0.02 037 031

8.1

S

O O O O O O O

S O O O O o o o
S O O O ©O O o O
S O O O o o o o
O O O O O o o o
S O O O © O o O
S O O O o o o o
O O O O O O o o

N
(e}




0.15 —-0.98 0 0 0
034 0.05 093 0 0
034 0.05 -0.13 0.92 0
034 0.05 -0.13 —-0.15 0.91
V=1034 005 -013 —-0.15 —-0.18 —-0.89 0 0 0
034 005 -013 -0.15 -0.18 022 -05 -05 —-0.5
034 0.05 -0.13 -0.15 -0.18 0.22 083 —-0.16 —-0.16
034 0.05 -0.13 -0.15 -0.18 022 —-0.16 0.83 —0.16
034 0.05 -013 -0.15 -0.18 0.22 -0.16 —-0.16 0.83

o O o O
o O © O
o O O O
o O o O

Théoréme 5.10.1. Si A est une matrice rectangulaire (m, n) alors on a

n
1. AT =Y u o
i=1

n
2. AAY =Y uuf matrice de projection orthogonale sur ImA.
i=1

3. ATA= Zn: v;v; matrice de projection orthogonale sur ImA*.
i=1
Remarques 5.10.2. 1. Le nombre K(A) = ||All2||AT||2 est appelé conditionne-

ment généralisé de A.

2. Sirang(A) =n alors K2(A) = K(AAT) = Cond(AAT).

3. Lacommande MATLAB \ (backslash) estla commande générique pour résou-
dre un systéme linéaire. L'algorithme mis en ceuvre dépend de la structure
de la matrice A du systeme. MATLAB utilise dans 1’ordre les méthodes sui-
vantes :

i) Si A est une matrice triangulaire , le systeme est résolu par simple substi-
tution.

ii) Si A est une matrice symétrique ou hermitienne, définie positive , la réso-
lution est effectuée par la méthode de Choleski.

iii) Si A est une matrice carrée, mais n’entrant pas dans les deux cas précé-
dents, une factorisation LU est réalisée en utilisant la méthode d’élimina-
tion de Gauss avec stratégie de pivot partiel.

iv) Si A n’est pas une matrice carrée, la méthode QR est utilisée.

4. La matrice A peut étre creuse, elle comporte une forte proportion de coeffi-
cients nuls (de nombreux problémes issus de la physique conduisent a ’ana-
lyse de systémes linéaires a matrices creuses ), I'intérét de telles matrices ré-
sulte non seulement de la réduction de la place mémoire (on ne stocke pas les
zéros) mais aussi de la réduction des nombres d’opérations. Dans le cas de

ces matrices des algorithmes particuliers sont mis en ceuvre.
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5. Chacune des méthodes précédentes peut étre utilisée de maniére spécifique
grace aux commandes chol, [u, gr.

5.11 Conclusion

Avant d’entamer la résolution des systémes linéaires de grandes tailles, il
est impératif de commencer par une analyse des propriétés de la matrice afin de
détermi-ner la méthode la plus adaptée afin d’obtenir une solution avec une préci-
sion correcte et pour un temps de calcul qui sera minimal. Les différentes méthodes
dans ce chapitre ne sont qu'une introduction a ce trés vaste sujet.
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5.12 Exercices

Exercice 5.12.1. Une matrice A = (a;;) carrée d’ordre n a diagonale strictement
dominante en colonnes.
1. Donner l'expression du terme général de la matrice A(?) obtenue apres la

premiére étape du procédé d’élimination de Gauss .

2. Montrer que la matrice B d’ordre (1 — 1) obtenue a partir de A(?) en enlevant
la premiére ligne et la premiere colonne est a diagonale strictement domi-

nante en colonnes.
3. Quel est l'intérét de cette propriété ?
Exercice 5.12.2. Soit a et b deux vecteurs ayant le méme nombre de composantes et

o un scalaire.

1. Montrer que la matrice | — aab’ admet une matrice inverse de la méme forme
en imposant une condition sur «. En déduire 1’expression de (A +ab')~! en

fonction de A~! et des vecteurs a et b.
2. Appliquer ce résultat aux matrices de Gauss : I + nye,
3. Montrer que :
(I4+mye] ).(I+maey ) (I+my_ve) |)=1+me] +-- +my_1e, ,
Exercice 5.12.3. Soit A une matrice rectangulaire (m,n) avec m > n.

1. Montrer que il existe deux matrices carrées unitaires U et V d’ordre respec-
tivement m et n telles que : U"AV = D ou D est une matrice rectangulaire

(m,n) donné par :

1
D= 0 ‘g avec (; valeurs singulieres de A
0 --- 0
2. Déduire le rang de A
21 0 0
1 4
Exercice 5.12.4. Soit A = > 3

0 3 —-20 15
0 4 15 -5
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1. Utiliser les transformations de Householder pour obtenir une matrice tridia-
gonale .

2. Utiliser les transformations de Givens pour obtenir une matrice tridiagonale.

Exercice 5.12.5. Soit B = (b;;) une matrice tridiagonale donnée par : b;; = 1 et

1 1
bi_1; = bj1; = i et E une matrice carrée vérifiant :||E||; = ¢ < 5
Montrer que les systéemes Bx = b et (B + E)y = b ont des solutions uniques x et y

4¢
161

t : — <
et prouver que: ||y — x|; < T2
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Chapitre 6

Méthodes indirectes de résolution
des systemes linéaires Ax = b

6.1 Introduction

Pour résoudre le systeme
Ax = b, (6.1.1)

on utilise des méthodes, dites indirectes, du type
xkt) = 10 4 C (6.1.2)

ou T est une matrice obtenue a partir de A et C un vecteur dépendant de A et de
b. Pour passer de 1'équation (6.1.1) a I’équation (6.1.2) on écrit A sous la forme :
A = M — N avec M inversible. En remplagant dans (6.1.2) on obtient Mx = Nx + b
et par la suite

x =M 'Nx+ M'b, (6.1.3)

qui suggere le procédé itératif suivant
D = MIN®) + M1 (6.1.4)
qui est de la forme (6.1.2) avec T = M~ !N et C = M~ 'b.

Remarque 6.1.1. En général il y a une multitude de fagons d’écrire A sous la forme
A = M — N. Dans le cadre de ce chapitre, nous nous limiterons a deux familles
de décomposition. La premiere comprend les méthodes classiques A = M — N =
D — L — U, en précisant :

— Méthode de Jacobi: M = D,N = L+ U.

— Méthode de Gauss-Seidel : M =D — L,N = U.
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1
— Méthode de relaxation: A = A(w) = M(w) — N(w), avec M(w) = ;D —L,
N(w) = 1_TwD — U ol w est un scalaire.

La deuxieme sera consacrée aux matrices positives.

6.2 Généralités et définitions

Définition 6.2.1. Une méthode de type (6.1.2) est dite convergente si pour toute

valeur initiale x(©) on a 1in+1 x" = x. Si une telle limite x existe alors elle vérifie
n—-+00

Tx +C = x.

Définition 6.2.2. On appelle erreur de la méthode ( a la k" itération ) la quantité

k) k)

e®) = x(0) — x . avece(® = x(9) — x on obtient e} = Te(?) pour tout k.

La méthode est convergentesi lim T* = 0.

k—+o0

Définition 6.2.3. Une matrice carrée B est dite convergentesi lim BF = 0.

k—+o00
Théoreme 6.2.1. Soit A une matrice carrée. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) lim A*=0.

k—+o0

i) lim A¥v = 0 pour tout v.
k— 400

iii) p(A) < 1.
iv) |A|l <1, pour au moins une norme matricielle induite.

Preuve : On utilisera les résultats de 1’exercice 1.5.3
i) =>1i)
On a || AFo|| < ||A¥||||v|| ; 'assertion i) et la continuité de la norme implique que
kirg:oo | A¥|| = 0 et par suite kirﬂoo | Akv|| = 0 et kir-ri-loo Ay = 0 pour tout .
ii)=— iii)
Ceci revient a montrer que : Non iii)== Non ii)
Supposons que p(A) > 1 et soit v le vecteur propre associé a la valeur propre A qui
vérifie |A| = p(A), donc Av = Av et on en tire A*v = Ao d’o1y, si |A| > 1 finalement
AFv ne converge pas vers 0 pour ce v et donc Non ii) est vraie.
iii)=> iv)
D ’apres l'exercice 1.5.3, pour tout ¢ > 0 il existe une norme induite telle que
Al < p(A) + € il suffit de considérer un ¢ tel que p(A) + ¢ < 1, pour ce ¢, I'exer-
cice 1.5.3 assure que || A|| < p(A) + ¢ et par suite ||A|| < 1.
iv)=— i)
Elle est évidente car si || A|| < 1 alors kﬂr—r:oo |A||¥ = 0 et par ailleurs || AX|| < || A¥

dou lim |A¥|=0et lim A*=0
k—+o00 k—+o0
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Théoreme 6.2.2. Soit A une matrice carrée et ||.|| une norme quelconque,

alors lim HAkHUk: p(A).

k—+o00
Preuve:
i) Ona p(A) < ||A| et comme p (A%) = (p(A))
il s’ensuit que p (AF) = (p(A))F < HAkH et par suite p(A) < HAkHUk donc

p(A) < lim HA"HW

k—+o0

1/k
ii) Pour montrer que lim HAkH < p(A), introduisons pour tout ¢ > 0 la ma-
k— 400
trice A, = #A, pour cette matrice on a p(A;) = ﬂ < 1 et d’apres
p(A) +e p(A) +e

le théoréeme précédent on obtient : ||A;|| < 1 pour au moins une norme matricielle
induite, donc lim A = Oet l1m | Ac|[F = 0.

k—+o0

Donc Ve > 0, 3 N(e), tel quepour toutk > N(e) onait: ||A¥]| <1
ou encore || AF|| < ( (A) + ¢)¥ soit encore HAkHl/k < (p(A) + ¢) pour tout € > 0

finalement lim HAkH < p(A).

k—+o00

Remarque 6.2.1. || Al = p(A*A)Y/2 et si A est hermitienne alors || Al|; = p(A).

Théoréme 6.2.3. Considérons deux méthodes itératives X%+ = Tx*) 4 C et
x*D) = Tk - C, avec p(T) < p (T) et x0 = xO) alors Ve > 0 Tky > 0 tel que
Vk>koona

Donc la méthode itérative de matrice T converge plus rapidement que celle de
matrice T, en résumé, 1’étude des méthodes itératives consiste a étudier les deux

problémes suivants :

1. Etant donné une méthode itérative de matrice T, déterminer si la méthode
converge, ie si p(T) < 1 ou s'il existe une norme telle que ||T|| < 1.

2. Etant donné deux méthodes itératives convergentes de matrices T et T, les
comparer, la méthode la plus rapide est celle ayant le plus petit rayon spectral.

Définition 6.2.4. On appelle taux moyen de convergence sur k itérations le nombre
R(k,T) = — log || T* Hl/ “ et taux asymptotique de convergence le nombre

R(T) = lim R(k,T) = —log(p(T)).

k—+o0

R(T) joue le role de vitesse de convergence, plus R(T) est grand plus rapide est la
convergence.
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6.3 Description des méthodes classiques

6.3.1 Méthode de Jacobi

Elle consiste a choisir M = D = diag(a;;) inversible et N = (—a;;);+; le schéma

itératif est comme suit
x4 = DYL + U)x® + Db,
La matrice T; = D~!(L + U) est dite matrice de Jacobi associée a la matrice A. Si

x(0) est le vecteur initial (donné ), I'algorithme de Jacobi est de la forme

k) _ Ly b
X; __;Z”ij —i—a—ii i=1,2,---,n.
Cet algorithme nécessite a;; # 0 pouri=1,---,n c.a.d D inversible .
Explicitement, on obtient :

ﬂllxgk—i_l) = _a12x§k) — e — alnxi(/lk) + bl
k k
annxglk-‘rl) = —{,‘lnlx:(l ) e — al’lnfle,l_)l + bi’l

On a besoin de stocker les n composantes de x(¥) et les n composantes de x*+1).

Matriciellement, le schéma itératif est du méme type que le schéma (6.1.2) avec
T)=DYL+U)etC=D"'b.

D’apres les théoremes précédents, une condition suffisante pour que la méthode de
Jacobi converge est p(T}) < 1 ou || Tj||s < 1.

Théoreéme 6.3.1. Si A est une matrice carrée a diagonale strictement dominante en lignes

alors la méthode de Jacobi converge.

Preuve:

Ona .
Y laijl <lag| i=1,---,n (6.3.1)
j=1
i

, aij . o

d’autre partona:t;; = —— pouri # jett; =0dou

ii

b

2] Y |uij|} et d’apres (6.3.1) ona || Tj||» < 1.

1T} loe = max ¥ Jt] = m{
b ! j#i

Corollaire 6.3.1. Si A est une matrice a diagonale strictemant dominante en colonnes,

alors la méthode de Jacobi converge.
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Preuve : Identique a celle du théoreme 6.3.1.
Pour le cas des matrices irréductibles la stricte dominance en lignes ou en colonnes
peut étre affaiblie, pour de telles matrices le théoreme qui va suivre assure que

Théoreme 6.3.2. Si A est une matrice irréductible et vérifie

(Jai| > Y law|, i=1,2,---,n), avec inégalité stricte pour au moins un indice i, alors
k£i
la méthode de Jacobi converge.

Preuve:
On procéde d’une maniére analogue a celle de la preuve du théoreme 6.3.1 pour
montrer que ||T}||o < 1.
Donc
ITile <e, |Tjle#e, e=(1,1,---,1)". (6.3.2)

Puisque A est irréductible, T} est aussi irréductible.

Pour montrer le théoreme, il suffit de montrer que
Ty"e <e,
car si c’était le cas alors
(o(T7))" = p(T7) < [(ITH M) < 1.
D’apres (6.3.2) et le fait que |Tj| > 0, on a
Ty < [Tyle <ee,

et par suite
T e<|Tjfe <+ <e,

donc le vecteur t) = ¢ — | Tj| e satisfait
0<tM <t <... (6.3.3)

Montrons que le nombre de composantes non nulles 7; de () croit avec .
Si ce n’était pas le cas, (6.3.3) impliquerait qu'il existe i > 1 tel que 7; = T;11.
t() peut s’écrire sous la forme

<a), a>0, aecR.
0

(6.3.3) et T; = 1,41 impliquent que t(*1) est aussi de la forme

(Z) b>0,becRP.
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Si |Tj| est écrite sous la forme

T T
Tj| = Tul Tl ,|Ti1| matrice p x p.
To1| |T2o

Il s’ensuit que

b . . .
( > ) — o T > |Tyle — [Ty e

iy = (1Tl Tzl ) (
|To1| |Taa] 0

Puisque a > 0, ceci n’est possible que si Tp1 = 0 ie T} est réductible. Ceci contredit

les hypotheses du théoreme.

Donc0<m <1 <---,ett >0.La preuve est ainsi achevée.

Pour remédier au probleme du stockage et dans I'espoir d’améliorer les résultats
en accélérant la convergence, on cherche une méthode qui utilise les composantes
de x+1) au fur et & mesure qu’elles sont calculées. C’est ce que réalise la méthode
de Gauss-Seidel.

6.3.2 Meéthode de Gauss-Seidel

Pour cette méthode, les matrices M et N sont données par : M = D — L inver-
sible et N = U ou D, L et U proviennent de I'écriture A = D — L — U, le schéma
itératif est comme suit :

(D —L)x® D = ux® 4+ p (6.3.4)

ou encore

y(k+1) (D — L)—lux(k) + (D — L)_lb (6.3.5)

en supposant que D — L est inversible .
Les équations (6.3.4) et (6.3.5) peuvent aussi étre présentées sous les formes :

Dx®) = LD e ® (6.3.6)
et (si D est inversible)

x(kt1) — D112 (k+1) 4 D117k 4 p-1p (6.3.7)
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en explicitant (6.3.6) on obtient :

k+1 k k

a11x§ ) = —ﬂlzx(z - alnx£1 4+ by
k+1 k+1 k k

11223(& ) = —a21x§ ) a23xg - aan1(1 ) + by
k+1 k+1 k+1 k k

aiixl( ) = —ai1x§ ) - aiiflxl(_l ) — ﬂii+1xf+)1 T ainx1(1 ) + by
k+1 k+1 k+1

G = —an1x§ S annflx,g,l ) 4+ b,

La matrice Tgs = (D — L) ~'U est dite matrice de Gauss-Seidel associée a la matrice
A.

Remarque 6.3.1. Si D est inversible, la matrice de Gauss-Seidel s’écrit
Tes = (I— D*1L)*1D*1U.

Théoréeme 6.3.3. Si A est une matrice carrée a diagonale strictement dominante en lignes
alors la méthode de Gauss-Seidel converge .

Preuve:

T||oo = max HTXHOO.
A0 [|¥]|oo
Soity = Tx = (D — L) 'Ux onaalors (D — L)y = Ux ou encore Dy = Ly + Ux et

y = D~ 'Ly + D~ 'Ux. Considérons I'indice iy tel que

Posons T = (D — L) ~'U et montrons que ||T|| < 1 oit

i = max|yi| = [yl = [|T¥|co-
Il vient :
1'071 1 n 1
Vo= Y (D 'Ly + Y (D7 U)ija;.
j=1 j=io+1
Par suite
io—l ai()j n aioj
Wiol = llylleo < X |2 ylloo + 3 |2 [1xleo:
j=1 1 %ioio j=io+1 | “oio
En regroupant les termes
L [ Il g
j=1 | igio [x]|oo — j=ig+1 | Foio
=1 g.
Par hypothese, le terme 1 — ) a—o] est strictement positif d’ot1 on en tire :
j=1 1 %ioio
ITxlos _ Il (g |2 [} (25 2]\
© _ Yllo < o] 1— Z o] ,
[P [x][o0 j=ig+1 | Foio j=1 | @gig
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finalement

max
A0 ||l

Remarques 6.3.2. 1. Un résultat de convergence similaire a lieu si A est a dia-
gonale dominante en colonnes.

2. Si on se place dans les conditions du théoreme 6.3.2, la méthode de Gauss-
Seidel est convergente.

6.3.3 Meéthode de relaxation

Si on considere des matrices M et N dépendantes d'un parametre w
on obtient : A = M(w) — N(w).
Prenons M(w) = éD —LetN(w) = 1_TwD + U, en supposant M (w) inversible.
Le schéma itératif qui en résulte est le suivant :

1 11w 1 -1
(k1) — (D _ L) (D + u) x4 <D _ L> b (6.3.8)
w w w

I’équation (6.3.8) peut étre remplacée par :

-1
L) _ <1D> L) 4 ((1 — W)+ 1D‘1U> ) (1D—1> b (639)
w w w

1 -
La matrice de relaxation est donnée par T, = (wD - L> <wwD + LI> .

Remarques 6.3.3. - SiDestinversible, T, = (I — wD L) - (1-w)+wD ).

— Si w = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel.

- Si w > 1, on parle de sur-relaxation.

— Si w < 1, on parle de sous-relaxation.

Ici la condition de convergence ||T,|| < 1 dépendra du parametre w et par
conséquent, on est amené a chercher tous les w pour lesquels il y a convergence et
ensuite choisir la valeur optimale wy de telle sorte que la vitesse de convergence
soit la meilleure possible.

Théoreme 6.3.4. Soit A une matrice hermitienne et inversible définie positive (A =
M — N) telle que M soit inversible, et la matrice M* + N soit définie positive, alors le
schéma (6.1.4) converge si et seulement si la matrice A est définie positive.

Preuve:
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i) Supposons que A est définie positive
A=A"= (M—-N)*=M"-N"=M-N.

Dou M*+N =M+ M—-A = M+ N* = (M*+ N)*. Par conséquent si
A est hermitienne alors M* + N est aussi hermitienne. Comme A est définie
positive, I'application v — (v*Av)'/? définit une norme : v — |[v|la =
(v* Av)1/2. Considérons alors la norme matricielle induite par ||.||4 ona:

s = 1, = _sup -0

A
v/|lvlla=1

En posant w = M~ ! Av il vient que Mw = Av et on est amené a travailler sur

|l — w|l4 avec ||v||]a =1ona:

lo—wli = (@-w)Al-w)
= ol —v"Aw — w"Av + ]|}
= l-—w'Mw—-w'Mw+wAw
= 1-w'Mw—-w'Nw
= 1—-w'(M"+N)w
Onav # 0donc w # 0 et M* + N est définie positive donc w*(M* +

N)w > 0 par conséquent |[v — w||3 < 1et||[M~'N|, <1.
ii) Réciproquement, posons T =1— M 'AetR = AM* 1(M*+ N)M ' A.

(Rx,x) = (M +M* — A)y,y) avecy = M L Ax.

Or la matrice M + M* — A = M + N est définie positive et A est inversible,
onadonc (Rx,x) >0 Vx #0.

Par suite R est hermitienne définie positive.

En remarquant que A = R + T* AT, on obtient

A = R+T"(R+T*AT)T =R+ T*RT + T**(R + T*AT)T?
k—1 ) ]
= Y TYRT'+ T**RT".
i=0

Par hypothese le schéma (6.1.4) est convergent, donc
o (M*lN) <1,
or M IN=I1-M1'A=Tdoncp(T) < letona

lim T¢ = lim T* = 0.

k— o0 k— 00
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Donc
A=Y TYRT'=R+ ) T"RT.
i=0 i=0
Puisque R est définie positive, et que (T*kRTkx, x) > 0,Vx, il en résulte que
A est définie positive.

Théoreme 6.3.5 (Condition nécessaire de convergence).
Si A est une matrice hermitienne définie positive alors la méthode de relaxation converge si
w €]0,2[.

Preuve:
D’apres le théoreme précédent, si A est hermitienne définie positive et M* + N
définie positive alors la méthode converge. Il suffit donc que M* + N soit définie
positive.

7 _
@ > 0cad

2_
Or M*+ N = TwD et par suite M* + N est définie positive si
si0 < w < 2.

Théoreme 6.3.6 (Kahan).

Le rayon spectral de la matrice de relaxation vérifie toujours I'inégalité

p(Tw) > |w — 1|, w # 0 il s’ensuit que la méthode de relaxation ne peut converger quie si
w €]0,2[.

Preuve :

1 11w
To,=(—D-L ——D+ U
w w

Si les valeurs propres de T, sont notées A;(w) ona:

det (1_‘”1) 1 u>

n
detTo = [T Ai(w) = “1’ =(1- )"
i=1 det <D — L)
w
1

Dot p(Tw) > [|1 - @|"]n = |1 - wl.
Pour que la méthode converge, il est nécessaire d’avoir p(T,,) < 1 et par conséquent
|1 —w| <1douw €]0,2].

Remarque 6.3.4. Le résultat reste valable si A est tridiagonale par blocs (voir Ciar-
let(1984) ou Sibony(1986)).
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6.4 Comparaison des méthodes classiques

6.4.1 Comparaison des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

Théoreme 6.4.1. Soit A une matrice tridiagonale. Alors les méthodes de Jacobi et de
Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément ; lorsqu’elles convergent, la méthode
de Gauss-Seidel est plus rapide que celle de Jacobi, plus précisément, on a
o(Tes) = (p( T]))2 oit Tgs et Ty sont les matrices de Gauss-Seidel et Jacobi (respective-

ment).

Preuve:
Tes = (D—L)'UetT) =D (L+U)

On est donc amené a chercher les valeurs propres de ces deux matrices.
1) Soit A une valeur propre de T;. Alors A est racine du polynome caractéristique
Pr(A)
Pi(A) = det (D’l(L +U) — Al
= det (—D*l) det(AD — (L + U))
= Kjdet(AD— (L+U))
2) Soit & une valeur propre de Tgs. Alors « est racine du polyndme caractéristique
PG S (0() .
Pos(a) = det <(D )Y - ocI)
= det <—(D - L)*l) det(aD — aL — U)
= Kydet(aD —aL —U).
Comme il s’agit de matrices tridiagonales, on a le résultat suivant (voir exercice

(3.7.2))
Pgs(a) = Ky det (ocD —aul — pflll) pour tout p # 0.

En particulier pour u = a~!/2 on obtient
Pgs(a) = Koa™/? det (ocl/zD —(L+ U)) :
On voit bien donc que Pgs(a) = Kppa/ ZP] (ocl/ 2) . Par suite, si 3 est une valeur
propre de Tj alors 32 est une valeur propre de Tgs.
Réciproquement, si 32 est une valeur propre non nulle de Tgs alors 3 et — 3 sont des

valeurs propres de Tj. En effet, en prenant u = —1, il vient que det(fD — L — U) =
det(BD + L+ U) = 0donc Pj(3) = 0et P;(—B) = 0.
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6.4.2 Comparaison des méthodes de Jacobi et de relaxation

Théoréme 6.4.2. Soit A une matrice tridiagonale, telle que toutes les valeurs propres de
la matrice de Jacobi associée soient réelles. Alors les méthodes de Jacobi et de relaxation,
pour w €10, 2[, convergent oir divergent simultanément. Lorsqu’elles convergent, on peut
déterminer une valeur optimale wq du parametre w telle que

2 .
wy = , P(Tw,) = inf p(Tw) = wo—1.

14+4/1— ,O(T])z we)0,2]

Plus précisément, si on considere la fonction qui & w fait correspondre p(Ty,)
alors cette fonction a I’allure suivante

0.95F g
0.9F i
0.85 R
0.8F g
o750 g
Q
0.7F g
0.65F g
0.6 R
0.55F g

05 I I I I I I I H I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 al@ 18 2

w

Remarques 6.4.1. 1. p(Tgs) = p(T1) est obtenue comme cas particulier avec
w = 1 on sait d’apres le théoréme précédent que p(Tgs) = (p(T7))>.

2. On voit que pour la valeur wy de w on obtient

p(Tw,) < p(Tgs) < p(Tj)

qui indique qu’avec un choix approprié de w, la méthode de relaxation converge
plus rapidement que celles de Gauss-Seidel et de Jacobi.

Preuve:
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Notons « une racine de Pj et notons A une racine de P,,, On obtient alors
P(a) = Kjdet(aD—-L—-1U)

1—w-—A
et Po(A) = K,det <ZD+2\L+U>

—1
—  (=1)"K, det (MD —AL-— u)
~ 2 pa—
Pu(A?) = K, det (H;‘”D — AL - u)
~ A —1
— Kydet <+;UD—)\L—)\U> L A£0
Soit encore :
—1
- ag w1
Pu(A?) = KpA"det TAD —L—U| pourtout A#0
Par identification, on voit que :
~1
~ At (wA )
Pu(A?) = KunP; —

= AM+w-—1
= Keal) (m)

I s’ensuit qu’on peut déterminer une relation liant les valeurs propres non nulles

de Ty, et celles de Tj.

P+w-—1
Soit A2 # 0 une valeur propre de T, donc £ AMrw—? est une valeur propre de Tj.

w
Inversement, si « est valeur propre de Tj, on sait que —a est aussi valeur propre de
T) et ceci implique que A? et A sont valeurs propres de T, oi1 A; et Ay sont données

par:

M= (oczwz—Zw—i—Z) — %\/(oczwz—i—él—élw)

2_ L ( 2 2 aw 2,2 _
Az—z(ocw 2w+2)+ 5 \/((xw +4 —4w)
A1 et Ay proviennent de la résolution de I’équation du second degré en A, a savoir

N tw-1

@ Aw

Oou encore
Moawd+w—1=0 ()
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on a

1.

Ala) = ?w? —dw+4 = ?w® —4(w —1) = ?w? +4(1 — w)

Six > 1, on est dans le cas ou la méthode de Jacobi diverge.

Considérons alors A(«x) comme équation du second degré en w : A(a) =
a?w? — 4w + 4, son discriminant est A’ = 4 — 4a? < 0 d’ o1 A(«) est toujours
du signe de a? c’est a dire positif.

A(a) > 0 implique que (*) admet deux solutions réelles

aw — /Ax) aw ~+ /Aa)
M=y —eth=—py——

on en tire

7\%:%( 2a)2—2w+2) —%\/(o@wz%—él—élw)

1 aw
2 _ 1 ( 2 2 2,2 _
et Az—z(ocw 2w+2)—|— 7 \/(cxw +4 —4w)
ona
1 w
2 > (0 —2w+2)+ =|lw—2| si a>
A5 > 2( 2 2) 2] 2| si a>1

> %(wZ—Zw—I—Z—i—Zw—wZ) =1

Donc si la méthode de Jacobi diverge (« > 1) alors on a aussi p(T) > 1, par
conséquent la méthode de relaxation diverge aussi.

. Sial <1

On est amené a étudier

4

p(Tw) = ag;g();}) {max (’A%(cx, w)

)
pour cela, considérons la fonction f définie par :
f : R+ X]O,Z[—> ]R+

)

Remarque 6.4.2. on n "a pas besoin de considérer o« € R_ car
flo, w) = f(—e, w).
i) D’abord si « = 0 alors (0, w) = |1 — w|.

7

(o, w) — max { ‘7\%
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ii) Si 0 < a < 1 alors le trindme w — a?w? — 4w + 4 = A(a) considéré
Comme équation de second degré en w admet pour discriminant,
A" =4 — 4a* > 0 d’ ot deux racines réelles :

22— 4—4a? 4o 2
o’ 2 (1+V1-02)  14V1-02

24 V4—4a? 4o 2

wi (ex) o2 _2“2(1_m>_1—m

wo (o) et wy («) satisfont les inégalités

wo ()

1< wy(a) = <2< wi(a)

2
14+vV1—a?
Donc pour « telle que 0 < o < 1 et pour w compris entre wy et wy (en
particulier wy < w < 2) A(a, w) est négatif. Ce qui veut dire que pour ces
valeurs, A? et A3 sont des complexes conjugués.
Comme Aq et Ap vérifient A1 + Ay = aw et A1.A = w — 1.
Or MA; = [M|? = [M}] = |A}| = w — 1 etparsuite f(a, w) = w —1.
On vérifie que f(a, w) = [AJ| = A car A(a) > 0 et on a deux racines réelles
A1 et A, et on est amené a étudier 'allure des courbes f(«, w) on obtient
EE))Z) <Opour0 <a<let0< w < wy(a)donc la fonction
w — f(a, w) est décroissante.
(i) Si0 < w < wy(ax).
Puisque 0 < w < wy(«) alors f(a, w) = |A3| = A3.
A(a) > 0 donc on a deux racines réelles

of [a  wa*—2

dw §+2i@

en utilisant 2A; = aw + /A(«) donc \/A(ax) = 2A; — aw d’out

2_
o _ <“+w“ 2 )27\2

2A2

ow 2 2022 — aw)

20 — wa? 2_2
_ (cx wa” + wa )2)\

2(2A — aw)
aA —1
= (7=—)2A
<2)\—ocw> 2
/\206—1
20 (| 77—
2<2A2—ocw>
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of

Donc =— < 0 car aA; < Ay < 1pour 0 < a < 1 en effet

Jw
2 2
2 aw” —2w+2  aw ,
— - —4 4
A3 7 + \/(cxw w+4)
2
w—-2w+2 w 5
< — T3 (w? —4w+2)
2
w —-2w+2  w
(2 —
< 5 +2( w)

AN
—_

Par ailleurs

1- SL{)(O) =0 donc A(a)(w=0)=4

2_
sf (@=0) = 24 [ 2+ 22
@ A(a)(w = 0)
2
= 24(0) | A:(0) —
Ala)(w = 0)
2
= 21-7)
~ 0
2o ) = t racine de A(xr) d’ott —— tend vers linfini
aw Wp) = OO Car wyp est racine de 04 ou A((X) end vers 1 1nrini

quand w tend vers wy.
En conclusion, pour 0 < &« < 1et0 < w < wy la courbe de f comme fonction
de w al’allure suivante
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0.95- 7

0.851 4
0.8 q

;3075 = E
Q

0.65- q
0.6~ 4

05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 w@ 1.8 2

Enfin, remarquons que la fonction :

104 est croissante en fonction de «

2
I
1+vV1—a?

donc le maximum est atteint pour p(T7)

0.9 N i

08F N B

= \
0.4+ Ay 0 B
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6.5 Méthodes semi-itératives

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons considéré les méthodes ité-
ratives du type x*1) = Tx*¥) 4+ C, impliquant deux itérés successifs x(¥) et x(-+1).
A présent, nous considérons des méthodes semi-itératives permettant d’exprimer
y®) comme combinaison algébrique des k itérés précédents x(0), x(1), ...  x(k=1),

Nous obtenons l'expression :

k .
y(k) — Z gj(k)x(J), k>0,
j=0

k
avec Z 0;(k) =1, k>0.
i=0

Si el) = x() — x est I'erreur de la j¢ itération et ¢/} = yl/) — x est I'erreur de la

méthode semi-itérative alors on a :

k
) — Z Qj(k)e(j),
j=0

et comme et) = Tke(o), il vient :

=0
ou encore
e®) = Qu(T)el?, (6.5.1)
k .
ot Qx(x) est le polyndme Qi(x) = Y 6;(k)x/.
=0
1
Remarques 6.5.1. 1. Sion prend 6;(k) = 1 pour j =0,1,--- ,k, onretrouve

y%) comme moyenne arithmétique des x(*).

2. Laméthode de Richardson donnée a 1’exercice 3.7.6 peut étre considérée comme
un cas particulier des méthodes semi-itératives.

Théoreme 6.5.1. Si les coefficients des polundmes Qy(x) sont réels et si la matrice T est
hermitienne et ses valeurs propres vérifient —1 <a < Ay < --- < A, <b <1, alors

1Qc(Ml2 = max QX[ < max |Qx(A)].

AE€Sp(T a<A<b
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En revenant a 1'équation (6.5.1), nous sommes donc amenés au probleme de

minimisation suivant :

min x)|.
Jmin |0¢(x)]

Ceci conduit au probléeme bien connu de minmax de Chebyshev :

Oc(1)=1 —1<atr<b<1 1Qe(x)l,

dont la solution est donnée par les polyndomes de Chebyshev (voir Varga(2000),
Golub(1989))

Colx) = cos(kcos™!(x)),-1<x<1, k>0
A cosh(k coshfl(x)),x >1, k>0

6.6 Décomposition des matrices positives

Théoréme 6.6.1. Soit B une matrice carrée; si B > 0 alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
i) B> p(B).

ii) BI — B est inversibleet on a :
(BI—-B)"1>0

Preuve:
Supposons que 3 > p(B).
En posant M = (I — B) = 3(I — Bg) ou Bg = [15B, il est évident que p(Bg) < 1 et
il découle du théoreéme ?? que B est inversible et (31 — B)~! > 0.
Réciproquement, en supposant ii) et en utilisant le théoreme ?? avec B > 0,siv > 0
est un vecteur propre de B associé a la valeur propre p(B) alors v est aussi vecteur
propre de (BI — B) associé a la valerur propre (3 — p(B)).
De l'inversibilité de (I — B) il s’ensuit que (3 — p(B)) # 0 et par suite

1 1
(B1=B)"0 = 5 om) ™

Enfin, v étant un vecteur propre > 0 (non identiquement nul) et (3 — B)~! > 0
entraine que (3 — p(B)) > 0.

Théoréme 6.6.2. Soit A une matrice réelle avec a;; < 0 pour tout i # jet D = (a;;), on
a équivalence entre :
i) A est inversibleet A=1 >0
et
ii) D > 0, et en posant B = 1 — D YAonaB > 0et Best convergente.
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Preuve :
Supposons que A est inversible et A™! = (a;;) aveca;; > 0V i,j= 1,n,en
explicitant A~1A =1, il vient

aidi; + Z ajjaj =1 pourtout i=1,---,n
j#i

et par suite ajia; = 1 — Zcxz-]-aﬁ >1Vi=1,--- ,ndufaitqueas;; < Oetoa;; > 0
pour tout i # j. 7
Onadonca; >0Vi=1,---,n etlamatrice D est inversible avec D! > 0, d’ou
B=1-D"1!A>0etl— B = D !Aestinversible comme produit de deux matrices
inversibles.
Enfin, la convergence de B (p(B) < 1) s’obtient en remarquant que
(I —B)~! = A7'D > 0 puis en appliquant le théoréme 6.6.1 avec 3 = 1.
Réciproquement, toujours d’aprés le théoreme 6.6.1, on a I — B inversible et
(I-B)™'>0ce qui entraine que A"ID>0etA 1 >0.
Autres résultats
Avec des hypothéeses suppémentaires, notamment d’irréductibilité, on obtient les
résultats suivants (voir Varga [?]).

Théoreme 6.6.3. Si A > 0 alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) o > p(A) et Aest irreductible.
i1) ol — A est inversible et on a :

(al —A)"1 >0

Théoréme 6.6.4. Soit A une matrice réelle avec a;; < 0 pour tout i # jet D = (a;;), on
a équivalence entre :

i) A est inversibleet A1 > 0 et

ii) D > Oetenposant B=1—D"1Aona B > 0 et B est irreductible et convergente.

Théoreme 6.6.5. Soit A une matrice réelle irreductible a diagonale dominante avec a; j <
0 pour touti # jeta; >0 Vi=1,--- ,nalors A=1 > 0.

Théoréeme 6.6.6. Soit A une matrice réelle symétrique inversible et irreductible avec
ajj < 0 pour tout i # j, alors A~1 > 0 si et seulement si A est définie positive.
6.6.1 Décomposition réguliere des matrices

Définition 6.6.1. Soient A, M et N des matrices carrées d’ordre n. Une décomposi-
tion A = M — N est dite réguliére si : M est inversible avec M~! > 0 et N > 0.
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La décomposition est dite réguliere faible si : M est inversible avec M~1 > 0 et
M~IN > 0.

Théoréeme 6.6.7. Soit A = M — N une décomposition réguliere de A. Alors
A est inversible avec A~' > 0 si et seulement si p(M~N) < 1 oil
_ p(A7IN)
MIN)= —— <1
PIMEN) = T ANy <
et par conséquent, si A est inversible avec A~Y > 0alors la méthode D) = MINx(®)
c est convergente pour n’importe quel choix initial.

Preuve :
Supposons A monotone.
En posant B = A7IN, on peut aisement voir que
- M7IN = (I+B)!B,
si M~'Nv = Av alors Bv = pv avec u =

M IN>0etB>0,
: u
la fonction g — i
p(AT'N)
1+ p(A~IN)
Réciproquement, si p(M~!N) < 1 alors(I — M~ !N) est inversible et on a successi-

etA = L,

1—-A 1+u

est strictement croissante pour . > 0 d’ott p(M~IN) =

< 1 et par conséquent la méthode converge.

vement
M1A=1I-MN etAl=(1I-MIN)"M?

comme M~! > 0 et que le théoréme ?? donne (I — M~'N)~! > 0 on en déduit que
A1 >0.

Théoreme 6.6.8. Soient A = My — N1 = My — N deux décompositions régulieres de
Aavec A~ > 0.

Si0 < Ny < Nayalors0 < p(M;'Ny) < p(M;'N,) < 1.

Sideplus A= >0 etsi0 < Ny < Npalors 0 < p(M;'Ny) < p(M;'Np) < 1.

Preuve :
Ona A~!N; < A~INj; et par suite p(M; 'Ny) < p(M,'Np) < 1.

6.7 Comparaison des méthodes classiques dans le cas des

matrices positives

Soit la décomposition A = D — E — F ou D = (aj;)i—1,... » et E etF sont respecti-
vement triangulaire inférieure et supérieure. En supposant D et (D — E) inversibles
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eten posant L = D~!E et U = D~'F, on retrouve les matrices de Jacobi Tj = L + U
et de Gauss-Seidel Tgs = (I — L) ~'U qu’on peut comparer dans certains cas parti-
culiers.

Théoreme 6.7.1 (Stein & Rosenberg).

Soit T; = L + U la matrice de Jacobi supposée positive avec diagonale nulle et Tgs =
(I — L)~'U la matrice de Gauss-Seidel. Alors une et une seule des relations suivantes a
lieu

1. p(Ty) = p(Tcs) =0,
2. 0 < p(Tes) < p(T7)
3. p(Ty) = p(Tgs) =1,
4.1 < p(Ty) < p(Tgs)

)
(

Corollaire 6.7.1. Si la matrice de Jacobi est positive avec p(Ty) < 1, alors
R(T]) < R(TGS)-

Remarques 6.7.1. 1. Le théoreme de Stein & Rosenberg affirme donc que les
matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent ou divergent simultané-
ment. Lorsqu’elles convergent, la matrice de Gauss-Seidel converge asymp-
totiquement plus rapidement.

2. En prenant L + U positive et en posant
Mi=INi=L+U,

MZZI—L;NQZU.

Le théoreme 6.6.8 permet d’obtenir directement le point 2 du théoréeme de
Stein & Rosenberg.

Théoreme 6.7.2. Soit A =1 — Bout B= L+ U est positive, irreductible et convergente
avec L et U, respectivement, triangulaire strictement inférieure et triangulaire strictement
supérieure alors la matrice de relaxation définie par

My = (I — wL) Yl + (1 — w)I)
est convergente pour 0 < w < 1. De plus, si 0 < w1 < wy < 1, alors
0 < p(Mw,) < p(Mgy,) <1

et par conséquent R(Mg, ) < R(Mg,).
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6.8 Complément bibliographique

Selon le type de matrice a savoir, positive, définie positive, symétrique, her-
mitienne, a diagonale dominante, tridiagonale ou autre, plusieurs auteurs se sont
intéressés aux méthodes itératives, a leur convergence et leurs comparaisons. La
encore, il serait vain de vouloir faire la review de tous les papiers traitant ces su-
jets. A titre indicatif, nous donnons une chronologie de quelques travaux tout en
renvoyant a Ostrowski(1956), Collatz(1950), Bonnet & Meurant(1979), Stoer & Bul-
risch(1983), Golub(1989,), Berman & Plemmons(1994) et Varga(2000) pour plus de
détails.

Les méthodes classiques de Jacobi et de Gauss-Seidel ont été considérées par
différents auteurs dans différentes situations. Ainsi, Mehmke(1892) et von Mises et
al.(1929) figurent parmi les premiers a avoir considéré les conditions suffisantes de
convergence de ces méthodes prises individuellement ou simultanément. Les résul-
tats concernant les matrices a diagonale strictement dominante ont été démontr-és
par Collatz(1942) et autres. Stein & Rosenberg(1948) ont considéré les matrices po-
sitives. Le traitement des matrices a inverses positives a débuté avec Stieljes(1887)
et Frobenius(1912) mais les concepts de M-matrice et H-matrice sont attribués a Os-
trowski (1937,1956) . D’aprés Varga(2000), un moyen de mesurer I'importance de ce
concept est I’existence d’au moins 70 définitions équivalentes de M-matrice dans la
litterature dont 50 ont été tabulées dans le livre de Berman & Plemmons(1994).

Pour les méthodes iteratives avec relaxation, semi-iteratives, d’extrapolation et
d’inverses généralisés, nous renvoyons aux contributions de Frankel(1950),
Young(1950,1971), Ostrowski(1954), Householder(1958), Keller(1958), Golub& Varga
(1961), Varga(1959,1979, 2000) et Golub & Van Loan(1989) parmi tant d’autres.

Il faut signaler aussi qu’avec I'avenement du calcul parallele, les méthodes de
relaxation et de décomposition en général, ont connu une nouvelle relance. Voir a
ce propos Evans(1984), Plemmons(1986), White(1989) et Golub & Van Loan(1989).
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6.9 Exercices

Exercice 6.9.1. Soit B une approximation de l'inverse A~! d’une matrice carrée A
et £ une solution approchée du systeme Ax = b.
EnposantR = — BAetr = b — A%, montrer quesi |R|| < 1 alorsona:

iy < B

S BRI

i) |[A71—B|| < 1—-—

. | Wi
s

i) |lx — 2l < ——"—

Exercice 6.9.2. Soit 6 un scalaire non nul et A(9) la matrice tridiagonale suivante :

aq b1971
c20 an bz@fl
0
A() = .
bn,16*1
c,0 ay

montrer que det A(6) = det A(1).

Exercice 6.9.3. Soit E un espace vectoriel normé complet et A un opérateur de

E — E vérifiant :
|Ax — Ay|| < a||x — y|| Vx € E,Vy € E;

avec 0 < a < 1.

1. Soit xg € E donné, montrer que l'itération x, 11 = Ax;, définit une suite de
Cauchy dans E. On notera x* la limite de cette suite .

2. On considére une itération approchée donnée par : y,+1 = Ay, +0y, Yo € E
donné et ||, || < e pour tout n > 0, prouver que

o £
* < .
I = all < 15l — |+

11
3 Soitr = 1), M= 1 etb(x) =1 [ N
X7 3\1 1 4\ sinxp

a) Montrer que I'équation x = Mx + b(x) admet une solution unique x*
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b) Montrer que si on utilise l'itération x,, 11 = Mx, + b(x,) alors on obtient
12" = Xt llog < Kl X1 = Xnlloo,

ol k est une constante a déterminer.

c¢) Comment peut-on améliorer la vitesse de convergence de l'itération pro-

posée ci-dessus ?

Exercice 6.9.4. On consideére les deux matrices suivantes :

1 2 =2 1 -1 1
A=111 1 et B= 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Chercher les matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel associées aux matrices A et B et
comparer les rayons spectraux.

Exercice 6.9.5. Soit A une matrice symétrique définie positive et T la matrice définie
par: T =2D"! — D1 AD~!. On suppose que 2D — A est définie positive.
1. Montrer que la méthode de Jacobi appliquée au systeme Ax = b converge .
2. Soit la méthode itérative suivante :

x(©) donné
x("+1) = x(n) +T (b — Ax(”))

Montrer que cette méthode converge et comparer sa vitesse de convergence a

celle de la la méthode de Jacobi.

Exercice 6.9.6. Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans C". Pour

chercher la solution du systeme Ax = b on considere le schéma itératif suivant :

) = (T — aA)x") + ab
x\Y) e C" donné

avec o > 0.
I- On suppose que A est a diagonale strictement dominante en lignes.

1
max(a;;)
1

II- On suppose que A est hermitienne définie positive dont les valeurs propres

Montrer quesi 0 < o < alors (x) converge.

sont rangées par ordre décroissant : 0 < A, < A, < --- < Aq.
1. Quelle condition doit vérifier &« pour que la méthode converge ?

2. Déterminer la valeur optimale de .
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Exercice 6.9.7. Soit A(h) la matrice tridiagonale donnée par :

24+ h2a; -1
-1 2+ h%a, —1
1 -1 . .
A(h):ﬁ ' avec a4; >0,i=1,---
. -1
-1 2+ h%ay,
1. Montrer que A(h) est définie positive
2. Donner un algorithme de décomposition A = LU ou A est donnée par :
ai dz 1 uq dz
c1 dp d3 11 1 Uy d3
. l
A= €2 2
dy . . dy
Cn—1 an lnfl 1 Un
en posant: ¢,+1 = dq = I; = 0 et en supposant que |a;| > |ci+1] + |d;]
Montrer que: |I;| < 1 et |u;| > |cit1]
a b b
Exercice 6.9.8. Soit A la matrice donnéepar A= | b a b | aveca>b>.0
b b a

1. Ecrire les matrices de Jacobi et de relaxation associées a la matrice A.

2. Donner une condition sur a et b pour que la méthode de Jacobi soit conver-
gente.

3. On suppose que a > 2b, montrer que A est inversible que le conditionnement

de A pourlanorme || || vérifie C(A) < zz —f gZ

ol « et 3 sont des constantes
a déterminer.
Exercice 6.9.9. Soit A une matrice carrée hermitienne et définie positive, pour ré-
soudre le systéme Ax = b,onpose A= D—E—F L=D'EetU = D 'Fet
on considere le procédé itératif B(w)x* V) = (B(w) — A)x®) + b avec B(w) =
1
—D(I — wl).
~D(1 - wl)
1. Ecrire l'itération sous la forme x**1) = T(w)x® 4 ¢ (*) et montrer que
T(w) = (I —wL) }((1 - w)I + wl).
2. Montrer que la matrice B(w) + B (w) — A est définie positive pour 0 <
w < 2.
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Montrer que si A est valeur propre de Q(w) = A~1(2B(w) — A) alors ReA > 0.
Vérifier que Q(w) + I est inversible et que (Q(w) — I)(Q(w) + I)~! = T(w).

Trouver une relation entre les valeurs propres p de T(w) et les A.

o Uk W

En écrivant p en fonction de A, prouver que le carré du module de p peut
|A|?> 4+ & — 2ReA

secmre]u!2 |A]2 4 8 + 2ReA

ou 0 est un nombre strictement positif a expri-

mer.

7. En déduire que l'itération (*) converge pour 0 < w < 2.
Exercice 6.9.10. Examen d’Analyse Numérique Faculté des sciences Oujda

Exercice 1. Soit A = (a;;) une matrice carrée inversible dont les éléments diago-
naux sont non nuls. A est écrite sous la forme A = D — L — U o1 D est une matrice
diagonale et L ( respectivement U) est triangulaire inférieure (respectivement supé-
rieure). Pour résoudre le systéme Ax = b, on utilise la méthode itétative suivante :

k (k
aiixf o aiiX,; ¥ _g Z a;jx,; +1) Yw Z a,]
j=
i1
+ (1—w)92aijx wZa”x + wb;
=1

ol 0 et w sont des réels fixés (wnonnul) etk =0,1, - --

1. (a) Montrer que la méthode proposée peut s’écrire sous la forme matricielle :
D = M9, w)x® +¢(6,w)  (x)

(b) Pour quelles valeurs de 6 et w obtient-on les méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel ?

2. Onprend 6 =1

(a) Trouver une relation entre les valeurs propres de M(9, w) et celles de la
matrice de Gauss-Seidel associée a A.

(b) Peut-on comparer la vitesse de convergence de la méthode () a celle de
Gauss-Seidel ?

3. Onprend U =Liet 6 =0

(a) Trouver une relation entre les valeurs propres de M(6, w) et celles de la
matrice de Jacobi associée a A.
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(b) En supposant que la méthode de Jacobi converge, montrer que la mé-

thode (x) avec 8 = 0 converge pour 0 < w < 1 ou pjest la plus
1

petite valeur propre de la matrice de Jacobi associée a A.

4. En supposant que A est une matrice tridiagonale, trouver une relation entre
les valeurs propres M(0, w) et celles de M(1, w).

5. En supposant que A est définie positive et symétrique peut-on comparer les
vitesses de convergences des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, M(0, w) et
M(1, w).

Exercice 6.9.11. ||.|| une norme matricielle subordonnée.

1. On considere le systeme linéaire : (I + E)x = b et le systéme perturbé
(I+E+F)(x+6x)=b

out I est la matrice carrée identité d’ordre n, E et F deux matrices carrées

d’ordre n1; b et x sont des vecteurs a n composantes. On suppose que
a+ be

c+de

1 1
|E|| = 5 et |F|| =¢< 5 Montrer que ||6x| < ||b|| ot a, b, c et d sont

des constantes a déterminer.

2. Soit A une matrice diagonalisable admettant Ay, Ay, - - - , A, pour valeurs propres,

Montrer que si p est une valeur propre de la matrice perturbée
i=n

A+ 6A alors miln |Ai — u| < C(P)||8A]| ou C(P) désigne le conditionnement
1=

de la matrice P telle que P~*AP = diag(};).

Exercice 6.9.12. Soit A = (a;;) une matrice carrée inversible dont les éléments dia-
gonaux sont non nuls. A est écrite sous la forme A = D — L — U ou D est une
matrice diagonale et L (respectivement U) est triangulaire inférieure (respective-
ment supérieure). Pour résoudre le systeme Ax = b, on utilise la méthode itérative

n i—1
suivante : aﬁx(kﬂ) = aﬁxlgk) +w (bi - Z az-jx;k)> +7r Z aij (xg.k) - x}kﬂ)) ,ouret
=1 j=1

i
w sont des réels fixés (wnonnul ) etk =0,1,---

1. Montrer que la méthode proposée peut s’écrire sous la forme matricielle :
x*1) = M(r, w)x® + c avec : M(r, w) = (D —rL)~(aD + bL + eU)
ot a , b sont des réels qu'on exprimera en fonction de r et/ou de w.

2. Vérifier que cette méthode permet d’obtenir les méthodes de Jacobi, Gauss-

Seidel et de relaxation pour des choix appropriés de r et w.

3. Montrer que les valeurs propres de M(r, w) sont les racines de 1’équation :
det(aD — BL —wlU) aveca =A+w—letB=(A—-1)r+ w.
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4. En supposant que A est une matrice tridiagonale, montrer que les valeurs
propres p de M(0, 1) sont liées aux valeurs propres A de la matrice générale
M(r,w) parlarelation (A+w —1)? = wp?((A —1)r+ w).

5. Comparer la vitesse de convergence des méthodes classiques en discutant
selon les valeurs des parametres.

Exercice 6.9.13. 1. Soit H une matrice hermitienne définie positive.
a- Montrer que pour tout r > 0, la matrice rI 4 H est inversible.

b- Montrer que la matrice (rI — H)(rI + H)~! est hermitienne et en déduire
r J—

que : ||(rI —H)(rI+ H)"!||, = max;

ou les A; sont les valeurs
r+ A

propres de H.

2. Soient H; et Hy deux matrices Hermitiennes définies positives.
Etant donné un vecteur initial x(°) on définit la suite des vecteurs x*) par :

1
k —
(rl 4+ Hl)x( 2 (rI — Hy)x® 4+ b
1
k —
(rI + Hy)x&+1) = (y] — Hl)x( 2 +0b

ol b est un vecteur et r un scalaire strictement positif.

k+1

a- Ecrire le vecteur x*™1) sous la forme : x*t1) = Tx(®) 4 ¢

b- Montrer que p(T) < 1 (on pourra considérer la matrice T = (rl —
HQ)T(TI‘F Hz)fl

c- Montrer que la suite (x(k)) converge vers x*, solution d’un systéme li-
néaire que 'on déterminera.

c- On suppose que les valeurs propres de Hj et de H, sont dans l'intervalle
[a,b],a > 0, trouver la valeur de r qui rend minimum la quantité :

H(rl CH) (I + Hl)—lH2 H (r] — Hp) (rT + Hz)_1H2

> (Ve-va\ .,
_<\/W> et qu’il

r—Xx
r+x

(On pourra montrer que min max
r>0 0<a<x<b

est atteint pour r = Vab)

Exercice 6.9.14. Soit A une matrice carrée autoadjointe. On suppose que A est sy-
métrique.
1. En décomposant A sous la forme A = M — N, établir les relations suivantes :

(@) AM~'N=N-NM"'N
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(b) (M”N)T AMIN=AM"'N—- (I- (M™'N)")N (I- M~'N)

© A= (I—(MIN)")MT

d) A— (M'N)" A(MIN) = (I-M"'N)" (MT +N) (I— M~IN)

(e) En déduire que si x est un vecteur propre de M~!N associé a la valeur
propre A alors

(1 - \)\|2) (Ax,x) = |1 — A2 <(MT + N) x,x>

et que si [A| < 1alors (Ax, x) et((M" 4+ N) x, x) sont de méme signe.

2. Théoréme d’Ostrowski.
En supposant A définie positive et en la décomposant sous la forme
A=D-L-LT

(a) En notant T la matrice de Gauss-Seidel associée a A et en posant
Ty = DV2TD~V/2 et L1 = DY/2LD~"/> montrer que Ty = (I — L) ~'L]
(b) Montrer que T; et T ont mémes valeurs propres.

(c) Soit A une valeur propre de T; associée au vecteur propre x tel que
a® + b?
1—2a+a?+0b%

H

xHx = 1enposant: x"L1x = a+ib, montrer que: |A|? =

(d) Montrer que 1 —2a > 0 et déduire que p(T) < 1.

(e) Conclure.

Probléme 6.9.1. A désigne toujours une matrice carrée d’ordre n.

1. Montrer que sila matrice A = M — N est singuliére alors on ne peut pas avoir
p(M~IN) < 1 méme si M est réguliere.

2. Soit A une matrice hermitienne mise sous la forme A = M — N ot M est
inversible. on note B = [ — (M ! A) la matrice de 'itération associée a Ax =
b. On suppose que M + M* — A est définie positive.
Montrer que si x est un vecteur et y = Bx alors :

(x, Ax) —(y, Ay) = (x —y, (M + M" — A)(x — y)).

En déduire que p(B) < 1 si et seulement si A est définie positive.

3. Soita € R; la matrice A est définie de la maniére suivante :

1
A= |a
a

ISEEN

a
a
1
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(a) Pour quelles valeurs de a de la matrice A est-elle définie positive. Peut-
on en déduire les valeurs de a pour lesquelles la méthode de Gauss-
Seidel est convergente.

(b) Ecrire la matrice | de l'itération de Jacobi. Pour quelles valeurs de a la
matrice de Jacobi converge t-elle.

(c) Ecrire la matrice G de l'itération de Gauss-Seidel. Calculer p(G). Pour
quelles valeurs de a la matrice de gauss-Seidel converge t-elle plus vite
que la méthode de Jacobi.

4. On donne deux matrices réelles régulieres A et Beta, b € R".

(a) On construit les deux itérations suivantes :

xo, Yo € R”
Xk+1 = Bxp+a (6.9.1)
Y1 = Ay +b

Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence des deux

suites xi et yy.

(b) On pose zx = (x%, yk)T. Expliciter les matrices C et c telles que z 1 =
Czy + c et comparer p(C) et p(AB).
On consideére les deux itérations

=B
Xi+1 Yk ta (6.9.2)
Yip1 = Axgp1 + b

(c) Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence de (6.9.2).

(d) Mettre (6.9.2) sous la forme zj 1 = Dz +d. Expliciter D et d et comparer
p(D) et p(AB).

(e) Comparer les taux de convergence des algorithmes (6.9.1)et (6.9.2).
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Chapitre 7

Analyse numérique des équations
differentielles ordinaires (e.d.o)

7.1 Rappels surles équations differentielles ordinaires (e.d.o)

On considere 1'e.d.o du premier ordre

!

y(x)=f(xy), f:RxR" —R"xeR, yeR" ot y=(y1,¥2, ", Ym)'

(7.1.1)
L’équation (7.1.1) peut encore s’écrire sous la forme d’un systéme d’e.d.o:
no= Ay ym)

vo = HX YL Ym) (7.1.2)
y;rl = fm(x/ylr"‘/]/m)

Lorsque les conditions initiales sont précisées, on obtient un probleme de condition

initiale ( p.c.i) encore appelé probleme de Cauchy :
y(x) = floy)
y(a) = a avec a=(aq,--- , &) donné (7.1.3)

L’existence et l'unicité de la solution du p.c.i (7.1.3) sont données par le théoreme

suivant

Théoréme 7.1.1. Soit f : R x R" — R™ une fonction définie et continue pour tout
couple (x,y) € Dot D = {(x,y);a <x <b,—oo < y; < oo}, avec a et b finis. On
suppose qu’il existe une constante L telle que :

| f(x,y) — f(x,y)|| < L|ly — y*|| pour tous (x,y) et (x,y*) appartenant a D (7.1.4)
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Alors pour tout o € R™, il existe une solution unique y(x) du probleme (7.1.3), oit y est

continue differentiable pour tout couple (x,y) € D.

Remarque 7.1.1. Un systeme differentiel d’ordre g peut toujours étre ramené a un

systeme du premier ordre du type (7.1.3)

y(q):qg(x,y(o)’...,y(qfl)>; (P:RXRmX"‘XRm—)]Rm

Enposant: Y1 =y, Yo=Y (=), -+, Y, = Y;]_l(: y@=1) on obtient

, T
Y = F(x,Y)avec Y= (Y],¥],---,Y]) €R™
.
F=(Yi,Ys, Y], @") er™

oﬂy(’>(a) =oy41,r=0,1,---,9g—1.
On obtient
Y = F(x,Y);Y(a) = a

Exemple 7.1.1.
y® = f(x,y), f:RxR—R

Yi=yYo=Yi=y,Ya=Y,=y Ya=Ys=y Y, =y

sionposeY = (Y1,Y2, - ,Y4)" on obtient Y = F(x,Y).

7.2 Systémes linéaires

Le systeme

!

y () =flxy), f:RxR" —R"
est dit linéaire si f est de la forme
floy) = A(x)y +(x)

ot A(x) est une matrice d’ordre m et ) € R™.

(7.2.1)

Si de plus A(x) = A est indépendante de x, on obtient un systéme linéaire a

coefficients constants de la forme :
Y (x) = Ay + ()
Si (x) = 0, le systéme est dit homogene.
y = Ay
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Si les valeurs propres de A sont distinctes, la solution du systéme homogene est de
la forme
k
y(x) = X Cjexp(Ax)Vj+ o(x) (7.24)
j=1

ou A; est valeur propre de A associée au vecteur propre V; et les C; sont des
constantes arbitraires et ¢(x) est une solution particuliere de I’équation (7.2.2).

Exemple 7.2.1.
y =Ay+(x) ,y(0) =«a
12 T T
avec A = 5 1 ,P(x) =(2x—1,x+1)",a = (0,0) , les valeurs propres de
Asont A} =3et A = —1.
Les vecteurs propres de A sont Vi = (1,1) et V, = (1,-1) " .

b
En cherchant une solution particuliére de la forme : ¢(x) = ( ax:::d ), on
cx

obtient

y(x) = Crexp(3x) < 1 ) +Crexp(—x) ( _11 ) * ( _x—i/j/3 ) '

Enfin, en considérant la condition initiale on obtient C; = 1/6 et C; = 3/2,

1 3 5
drott y(x) = ( () ) [ gepBN)+yexp(-x) - 3

1 3 4
2(x) - 2 ) x4
y g exp(3x) 5 exp(—x) —x + 3

7.3 Notions de stabilité

Considérons le systeme nonlinéaire suivant

ax(t

0 _ Fx(e) ()
ou X(t) = (Xq,--- ,Xn)T est un vecteur de R" et F = (fy, - - ,fn)T une fonction
de R" dans R" suffisamment réguliére.

Si F est lineaire le systeme est dit linéaire

Définition 7.3.1 (Point d’équilibre). Un vecteur X est un point équilibre du systeme
(xx) sial’ instant t; 1’état du systeme est égal a X et il restera égal a X dans le futur
cad:

X(tg) =X et ¥V t>t) X(t) =X.
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On parle aussi de point stationnaire, état stationnaire et solution stationnaire

qui désignent la méme notion.

Définition 7.3.2. 1. Un point d’équilibre X est dit stable si :
JRo > 0etVR <Ry 3Ir 0<r<RtelquesiX(ty) € B(X,r) alors
X(t) € B(X,R) V t>ty, B(X,r) :boule de centre X et de rayon r;
2. Un point d’équilibre est dit asymptotiquement stable s’il est stable et en plus
3Ry tel que pour tout X () € B(X, Rg) ona t lirf X(t)=X;

3. Un point d’équilibre est dit marginalement stable s’ il est stable et non asymp-

totiquement stable;
4. Un point est instable si il n” est pas stable;

5. Un point est globalement asymptotiquement stable si pour tout X(#p) on a
lim X(t) = X.

t—-+00
Théoreme 7.3.1. Si F est linéaire, une condition nécessaire et suffisante pour que le sys-
teme (xx) admette O comme point d'équilibre asymptotiquement stable est que

Re(A) < 0, pour toute valeur propre A de F.

Si au moins une des valeurs propres de F vérifie Re(A) > 0 alors le point d’équilibre O est

instable .

Définition 7.3.3. Si le systéme non linéaire (x) admet un point d’équilibre X, on
appelle matrice de linéarisation du systéme la matrice

ot . 9h
X4 0X,,
ofr . Of
A= 8X1 E)Xn ,
fy fn
0X,  90Xu/ x

dY (1)
at

le systeme = AY(t) est dit systéme linearisé obtenu a partir du systeme

Théoréme 7.3.2. Si le systeme non linéaire (xx) admet I'origine comme point fixe unique
alors dans un voisinage de I'origine, les comportements du systeme non linéaire et du sys-
teme linearisé sont équivalents a condition que le systéme n’admette pas de point centre

(valeurs propres imaginaires pures).

Remarque 7.3.1. Le théoreme peut s’appliquer aux points d’équilibre qui sont dis-
tincts de l'origine, il suffit d'introduire des coordonnées locales.
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Théoréme 7.3.3 (Théoreme de Liapunov). Soient X un point d’équilibre de (xx) et V
une fonction définie de U dans R de classe C*, U un voisinage de X tel que :
) V(X)=0etV(X)>0si X # X,
i) V(X) <0 VX elU\{X}.
Alors X est stable. Si de plus
i) V(X) <0 VX elU\{X}
Alors X est asymptotiquement stable. V (X)) est dite fonction de Liapunov.

Pour les preuves des théoremes 7.3.1, 7.3.2 et 7.3.3, voir ([?, ?, ?]).

7.4 Systéme d’équations aux differences linéaires avec coéf-

ficients constants

Soit {yy,n = No,Ng+1,- -, } une suite de vecteurs de R" et () une suite de
réels. On appelle systéme d’équations aux differences linéaires d’ordre k le systeme
d’équations suivantes

k
AjYnyj = Pu,n = No,No+1,-- avec P, € R" (7.4.1)
j=0

Si de plus 1, = 0, le systeme est dit homogene :

k
Ajyntj =0,n=No,No+1,--- (7.4.2)
i=0

]

La solution générale du systeme (7.4.1) s’obtient de fagon similaire a celle qui donne
la solution du systéme d’équations differentielles linéaires (7.2.1). Elle est donnée
par la somme d’une solution (Y;) du systeme homogene (7.4.2) et d'une solution
particuliere @, du systeme (7.4.1) (y, = Yn + @n).

Définition 7.4.1. On appelle polyndme caractéristique de 1’équation aux differences
k .
linéaires le polyndme défini par 7(r) = Y a;r/. Si les racines r; de 7(r) sont
j=0
simples alors la solution générale du systeme (7.4.1) est donnée sous la forme y,, =

k
Z 9]'1”]-1 + @u, o @, est une solution particuliere du systeme (7.4.1).
j=1
Si r1 est une racine de 71(r) de multiplicité m, la solution générale du systéme

mo k
(7.4.1) est donnée sous la forme : vy, = Z nf’lﬂjrﬁl + Z Bjr;-l + Q.
j=1 j=m+1
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1
Exemple 7.4.1. y12 — Vi1 + SYn = 1, K = 2 est une solution particuliere
2 1 2
n(r)=r —r+§, A=1-2=17.

Les racines sont complexes conjugués r1 = (1+1i)/2 etr, = (1 —i)/2. La solution
générale est donnée par y,, = 61(1 +1)" /2" + 0,(1 —i)" /2" + 2.

7.5 Meéthodes numériques pour les problemes de condition
initiale
Considérons le probleme de condition initiale

y(x)=flxy), y@)=ea (7.5.1)
On suppose que ce probleme admet une solution unique dans l'intervalle [a, b] .
Les méthodes numériques utilisent la discretisation de l'intervalle |4, b] en po-
sant
x;=a+ih, i=0,1,---,N

N —a P . . .
ouh = est le pas de discrétisation (ici le pas est supposé constant mais on

peut envisager des pas h; variables).

La solution exacte au point x; est notée y(x;), la solution approchée est notée y;
( y(xi) ~ y;), une méthode numérique est un systeme d’équations aux differences
impliquant un certain nombre d’approximations successives VY, YVyt1, " - * , Yn+k OU
k désigne le nombre de pas de la méthode.

Si k =1 on parle de méthode a un pas.

Si k > 1laméthode est dite a pas multiples ou multi-pas.

Exemple 7.5.1.
Yn+1 — Yn = hfn

h
Yni2 + Yni1 — 2Yn = Z(fn+2 +8fn+1+3fu)
h
Yni2 — Yny1 = §(3fn+1 —2fn)

h
Ynt1 —Yn= Z(kl +k2)

avec

1 1
kl = fn = f(xﬂ/ yn) et k2 = f (xn +h, yn + Ehkl + 2hk2> .
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Ces exemples peuvent étre donnés sous la forme générale

k
Z XiYntj = qbf(]/n+k1 o Yn, xn}h>- (752)
=0

751 Convergence

Considérons une méthode numérique de type (7.5.2) avec des valeurs initiales
appropriées :
X; = PR , X ;h
. iYntj qbf(]/n+k Yn,Xn ) (7.5.3)
y%ZYM(h)/%:OIL"‘ /k_]-

k

]

Définition 7.5.1. La méthode (7.5.3) est dite convergente si pour tout probléeme de
condition initiale vérifiant les hypotheses du théoreme 7.1.1 ( existence et unicité)
ona

max ||y(x,) — yn|| =0 quand h — 0

0<n<N
Définition 7.5.2. On appelle erreur de troncature locale de la méthode numérique
le résidu R,, ¢ (h) défini par

k

Ryk(h) =Y ajy(xnij) — hebr(y(Xnsn) Y (Xnik—1), -, y(xXn), %, 1) (7.5.4)
=0

1
Remarque 7.5.1. Parfois on utilise aussi 7,(h) = —R,, (k) comme définition d’er-

reur de troncature locale, mais dans le cadre de ce chapitre c’est la premiéere défini-
tion qui est adoptée.

Définition 7.5.3. La méthode (7.5.3) est dite d’ordre p si R, 1, = O (h**1).

7.5.2 Consistance

La méthode numérique est dite consistante si son ordre est au moins 1 ou en-
core, pour tout p.c.i vérifiant les hypotheses du théoréme 7.1.1 d’existence et d"uni-
cité on a

1
hlino EanLk(h) =0, x=a+nh.

Lemme 7.5.1. La méthode numeérique (7.5.2) est consistante si et seulement si

k
l) Z (X]' =0.
=0
k
ii) (d)f(y(xn),y(xn) < y(xn), x0,0))/ Z()jocj = f(xn, y(xn)).
j=
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7.5.3 Stabilité

Considérons le probleme de condition initiale
7 =f(x,z), z(a) =a, x € [a,b]

Avant de définir la stabilité de la méthode numérique, on pourrait se poser la ques-
tion de savoir comment réagirait la solution z(x) de ce probléme a une perturbation
des conditions initiales et/ou de f ? Soit donc z* la solution du probleme perturbé :

' = f(x,z) +8(x), z(a) =a+6, x€lab].

Définition 7.5.4 (Hahn,Stetter). Si (6(x), 6 ) et (6*(x), 6* ) sont deux perturbations
et z(x) et z*(x) les solutions qui en résultent et s’il existe une constante S telle que

Vx € [a,b],]|z(x) —z"(x)|| < Sesi [[6(x) — 86" (x)|| < eet ||6—6"| <e
Alors le p.c.i est dit totalement stable.

Remarque 7.5.2. Dans cette définition de stabilité, on exige simplement l’existence
d’une constante S finie ( mais pas nécessairement petite) et on montre que les hy-
potheses du théoréme 7.1.1 sont suffisantes pour que le p.c.i soit totalement stable.
On dit aussi que le probleme est bien posé.

Si maintenant on considere la méthode numérique, on peut se demander quel
effet aurait une perturbation de 1’équations aux differences sur la solution numé-

rique y,. On a alors la définition suivante :

Définition 7.5.5 (Lambert). Soient (6,,n =0,1,---N) et (5;,n=0,1,---N) deux
perturbations de I’équation aux differences (7.1.1)et (z,,n = 0,1,--- N) et

(zi,n =0,1,---N) les solutions qui en résultent. On dira que la méthode numé-
rique est zéro-stable si il existe deux constantes S et I telles que pour tout h €
[0, ho, si||6n — 65| < €0 <mn < Nalors ||z, —z]| <S¢, 0<n<N.

Remarque 7.5.3. La zéro-stabilité est encore appelée stabilité au sens de Dahlquist.
Définition 7.5.6. On appelle 1 polyndme caractéristique de la méthode numé-

k .
rique le polynome p(t) défini par p(t) = ) a;t’.
i=0

Définition 7.5.7. On dit que la méthode numérique satisfait les conditions aux ra-
cines si tous les zéros du 1¢ polyndme catactérisitique sont de module inférieur ou
égal a 1 et ceux ayant un module égal a 1 sont des zéros simples.
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Théoreme 7.5.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode soit zéro-
stable et que la méthode vérifie la condition aux racines.

Théoreme 7.5.2. Une condition suffisante et nécessaire pour que la méthode (7.5.2) soit
convergente est qu’elle soit zéro- stable et consistante.

Pour les preuves des théoremes 7.5.1 et 7.5.2, voir ([?, ?]).

7.5.4 Méthode d’Euler

La plus simple et la plus connue des méthodes d’approximation des solutions
des e.d.o est la méthode d’Euler donnée par :

Ynil = Yn = hfn, Yo=« (7.5.5)

En considérant

1
y(xn+h) —y(xn) —hf(xn, y(xn)) = Ehzy”(en) avec x,; < 6, < X401 (7.5.6)

On voit que la méthode d’Euler est une méthode explicite d’ordre 1 (donc consis-
tante).

Lemme 7.5.2. i) Pour tout x > —1 et toute constante positive m on a

0 < (1+x)" < exp(mx)

ii) Sis et t sont des réels positifs et (z,)"=k une suite vérifiant

t
zoz—getzn+1§(1+s)zn+t Vn=1,---,k

Alorsona
t t
zn1 < exp((n+1)s) (s + zo> -5

Théoreme 7.5.3. Soit f : R x R — R une fonction continue et vérifiant la condition
de Lipschitz pour y sur D = {(x,y);a < x <b,—00o <y < oo} avec a et b finis. On
y”(x)| < M pour tout x € [a,b]. Soit
y(x) la solution unique du p.ciy (x) = f(x,y), y(a) = a et (y,)"=Y la suite des

suppose qu’il existe une constante M telle que
approximations générée par la méthode d’Euler. Alors on a :
hM
ly(xn) — yu| < ——(exp(L(x, —a)) — 1) pour chaquen =0,1,--- ,N

2L
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Preuve.
Pour n = 0, I'inégalité est vérifiée puisque y(xp) = yo = .
Les équations (7.5.5) et (7.5.6) donnent :

1 7”7
[y (xns1) = Ynral < |y(xn) = yul + 1If (e, y(x0) = f (20, yn) | + §h2|y (6n)| (7.5.7)
Les hypotheses du théoréme conduisent alors a la mojoration

M
[y (xnt1) = Yur1| < y(xn) — yul(1+hL) + 5
2

il vient :

En appliquant le lemme avec z, = |y(x,) — yu|,s =hL ett =

h?M h?M
5m12) = ] < exp((r+ DL) (Iytxo) = ol + 0 ) = 7

et comme |y(xg) —yo| = 0et (n+1)h = x,41 —a, on obtient :
hM
|y (1) = Yunr| < 5 (exp(L(xngr —a)) = 1)
D’aprés le théoreme 7.5.3, 'erreur de la méthode d’Euler est majorée par une fonc-
tion linéaire en h. Ceci laisse comprendre que plus on diminue & plus on réduit

'erreur. Cependant, le corollaire qui va suivre indique autre chose.

Corollaire 7.5.1. Soit y(x) la solution unique du p.ciy (x) = f(x,y),a < x < b,
y(a) = aet wo, w1, -, wy les approximations vérifiant wy = o« + &g et

Wyt = Wy + Wf(xp, wy) + 6py1;n=0,--- ,N—1.5i |6,] <6YVn=0,---,Netles
hypotheses du théoréeme précedent sont vérifiées, alors

1 /hM 6
) =l < 7 (54 7 ) (explLxa =) = 1)+ eo]exp Lixs —a)
2
Preuve. Identique & celle du théoréme avec y(xg) — wp = g et t = —— + |8,].

2

Remarque 7.5.4. La simplicité de la méthode d’Euler en fait un exemple pédagogi-
que d’introduction aux autres méthodes plus complexes. Cependant, un des cri-
teres principaux de l'analyse numérique consiste a chercher des méthodes ayant
I’ordre de précision le plus élevé possible et comme la méthode d’Euler est d’ordre
1, son utilisation se trouve limitée en pratique et on est amené a considérer des
méthodes plus précises. Trois directions principales permettent d’obtenir des mé-
thodes d’ordres élevés.

La premiere direction consiste a travailler avec des méthodes a un pas mais en

cherchant a atteindre des ordres élevés en utilisant un développement de Taylor
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et en négligeant le terme d’erreur mais ces méthodes ont un handicap a cause des
dérivées susccessives de f.

Une deuxieme possibilité est donnée par des choix appropriés de
¢ f(yn+k, -+ Yn, Xp; h) dans 1'équation (7.5.1), les méthodes de Runge-Kutta sont la
meilleure illustration de cette direction.

Enfin, une troisieme direction est offerte par les Méthodes Linéaires a Pas Mul-
tiples (MLPM).

En se basant sur le critere de précision, on voit qu’on est obligé de chercher des
méthodes dont la performance est supérieure a celle d’Euler. On fait donc appel a

d’autres méthodes plus précises.

7.5.5 Meéthodes de Taylor dans le cas scalaire

Supposons que la solution y(x) du p.c.i

!

y(x)=f(xy), a<x<b, y()=«a (7.5.8)

est de classe C"*1). Alors en écrivant le développement de Taylor au point x,, 1 = x, +
on obtient

2 W hn+1

Y(xni1) = y(xn) + h]//(xn) + jy//(xn) +oeee Hy(”)(xn) + (n+ 1)!y(n+l)(5n)r

Xn < Cn < Xp+1

En remplacant v (x,,) par f(x,, y,) ainsi que les dérivées supérieures de y' par celles

n+1
de f puis en laissant tomber le terme CES y"+t1)(Z,), on obtient la méthode
numérique :
Yo=«
yn+1:yn+hT}l(xnzynzh)/ 1’l=0,1,~--,N—1

n—1

h h
T (X, yn 1) = f(xn, yn) + gf/(xn/ Yn) + -+ Tf(”_l)(xn,}/n)
Exemple 7.5.2. La méthode d’Euler fait partie des méthodes de Taylor.
Exercice 7.5.1. En faisant un développement de Taylor de y(x) a l'ordre 3 puis

en remplagant y”(x,) par %(y’ (xp41) — ¥/ (x4)) + O(h), montrer qu’on obtient la

méthode d’Euler modifiée y,+1 — yn = g(f(xn, Yn) + f(Xnt1, Ynt1))-
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Remarque 7.5.5. Au vu du critere de précision et bien que les méthodes de Taylor
paraissent faciles dans leur écriture, elles sont rarement utilisées dans la pratique a
cause des difficultés engendrées par le calcul des dérivées successives de f comme
fonction de deux variables. C’est pour cette raison qu’on cherche des méthodes per-
mettant d’atteindre un ordre élevé tout en évitant le calcul des dérivées successives

de f. Au critere de précision s’ajoute le critere de cofit.

7.5.6 Méthodes de Runge-Kutta (R.K) dans le cas scalaire

Revenons au p.c.i (7.1.3), les méthodes de R.K se présentent sous la forme :

I
Yns1l — Yn =Y bik;
=1

1

! !
aveck; = f <xn +cih,yn+h Z az-jkj> ,i,=1,2,---,letonsuppose quec; = Z aij,i,=1,2,---,1
j=1 =1
Sia;jj =0 pour j>ialors:

ki:f<Xn+Cih/yn+hZﬂijkj> i,=1,2,---,1
j=1
on obtient ainsi :
kl = f(xn/ yn)
ko = f(xn +c2h, Yn + Czhkl)
ks = f(xn + c3l, yn + (c3 — az)iky + azliky)

Remarques 7.5.6. 1. Les méthodes de R.K sont des méthodes a un pas, elles

peuvent-étre écrite sous la forme générale v, 1 — Yy, = hd)f(xn,yn,h), ol
!

Gr(x,y,h) =Y bik;.
i=1

2. Les méthodes de R.K satisfont la condition aux racines, elles sont donc zéro-
stables. Par conséquent, pour étudier la convergence il suffit d’étudier la consis-
tance.

7.5.7 Méthodes de Runge-Kutta explicites
Les méthodes explicites de R-K d’ordre 1,2 ,3 et 4 sont obtenues en considérant
Yns1 = Yn + h(brky + boky + bsks + baky)
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en déterminant pour chaque ordre les valeurs possibles des parametres.

ki = f(xn, Yn)
ky = f(xn+ cah, yu + cohky)
ks = f(xn + c3h, Yn + (C3 — a32)hk1 + ll32hk2)

Les formes explicites des méthodes d’ordre 1,2 et 3 sont obtenues aprés differentia-
tion et identification.

Méthode d’ordre 1

En considérant y, 1 = vy, + hbiky aveck; = f(x,, y,) on voit que le I'odre maximal
est 1 obtenu avec le parameétre by égal a 1 et qui donne la méthode d’Euler :

Yn+1 —Yn = hf(xn/ yn)

Méthodes d’ordre 2

En partant de y,, 41 = yn + hbiky + baky avecky = f(x,, yn) et

ko = f(xn+ c2h, yn + c2k1), p = 2 est1’ordre maximal possible qu’on peut atteindre
si les parametres by, by et covérifient les équations by + by, = 1 et bycy = 1 Comme
on a deux équations pour trois inconnues, il en résulte une infinité de méthodes

explicites d’ordre 2 . On en donne quelques unes :

Méthode d'Euler modifiée : (b = 0,by — 1 et ¢y — %)

1 1
Yn+1 —Yn = hf (xn + Eh,yn + 2k1>

Méthode d’Euler améliorée : (b = by = % et o =1)

h
Ynr1 = Yn = 5 (f(Xn, Yn) + f(Xn + 1, yn + 1))

3 2
,bzIZet CZI*)

Méthode de Heun d’ordre 2 ( b1 = 3

=~ =

h 2 2
Yn+l = Yn + 1 <f(xn/]/n) + 3f(xn + gh, Yn + 3k1))

ki = hf(xn, yn)

Méthodes d’ordre 3
En considérant y,+1 = yn + bik1 + baka + bsks avec ky = hf (xn, yn) ,
kr = hf(xn + coh, Yn + Czhkl) ethks = hf(xn + c3h, Yn + (C3 — 6132)](1 + a32k2).
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On obtient une famille de méthode d’ordre 3 si les parametres vérifient les équa-
tions

by +by+bs =
baco +bzcz =

sz% + b3c§ =

bycoazy =

ANl = W= N ==

Deux représentants de cette famille de méthode d’ordre 3 sont :

1 3 1
Méthode de Heun d’ordre 3 (b1 = 1 b, = 0,b3 = 1 et ¢ = 3 et ¢35 =
2 2

g,ﬂ32 = 5)
h
Yn+1 = Yn+ Z(kl + 3k3)
ki = hf(xn,yn)
ky = h + 1h + 1k
2 = f Xn 3 s Yn 3 1
2 2
ks = hf (xn + gh, Yn+ 3k2>
) 1 2 1 1
Méthode de Kutta d’ordre 3 (b1 = o b, = g,bg, =2 et ¢ = Eet c3=1,a3 =2)
h
Yn+1l = Yn + g(kl + 4k2 + k3)
ki = hf(xn/ yn)
kh = h + 1h + 1k
2 = f Xn 5 s Yn 5 1
ks = hf(xy+h, vy, —ki+2ky)
Méthode d’ordre 4

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

Ynt1l = Yn+ Z(kl + 2ky + 2ks + k4)
ki = hf(xn, yn)
e = 0f (3 3o+ 5k
2 2
ks = hf (Xn + 1h, Yn + 1k2>
2 2
ky = hf(xn+h/yn+k3)
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Meéthode de Runge-Kutta d’ordre 4

h
Ynr1 = Yn+ gk 43k +3ks +ky)
ki = hf (xn/ Yn)
1 1
ky = hf <xn + *h/ Yn + kl)

kb = hf<xn+ 20, - k1+k2>
ky = hf(xn+hyn+ki —ky+ks)

Méthodes de Runge-Kutta d’ordre supérieur et contrdle de I’erreur
Des méthodes de R-K d’ordres successifs peuvent étre combinées pour le controle
de l'erreur. Deux types de cette utilisation sont illustrées [?] par :

1. Méthode de Runge-Kutta-Fehlberg. Elle consiste a utiliser une méthode de
R-K d’ordre 5
16 6656 28561 9 2

Yt = Yn 135k + g5k + 54300 ~ 5005 + 5556

pour estimer l'erreur de troncature locale de la méthde de R-K d’ordre 4

.25, 1408 2197, 1
Yl = Yn T 516" T 25653 T 4104 1 50

avec

ko = hf <xn+ —h v+ k1>

3 3 9

12 1932 7200, 7296
ks = hf (x" T3t g197M T o7 T 2197k3>

439 3680, 845

ks = hf <X”+h’y” 216"~ Bt 53 k3_4104k4>

. 8 3544 1859, 11
ke = hf (xn + 5h, Yn = gkt + 2k — Semks o ks — 40k5>

2. Méthode de Runge-Kutta-Verner. Elle consiste a utiliser une méthode de R-K
d’ordre 6 :
3 875 23 264 125 43

Yt = Ynt goki+ oggks ket 5seks + 1150557 T 616k
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pour estimer l'erreur de troncature locale de la métohde de R-K d’ordre 5 :

13 2375 5 3
Yt = Yn ¥ 750k T 5oggs T ket %kf’ + gl
avec
kl - xn/yn
ko= hf(xn+ LT k1>
4 16
ky = o, 2+ —k
3 (xn+ Yn + 75 1+ 75 2)
5 5
ky = (x + hyn+ k1—*k2+ k3)
165, 55 425 85
k5 - (xn+ hyn_674k1+zk2_6 k+96k4>
4015 11 88
ke = (xn+h Yn + k1 8ky + 2 ——k3 — 3% 4+ 255k5>
o etk _8263 L1240 643, 81, 2484
7T ” "y = 15000 T 75 %2~ 680" T 250 T 10625
3501 300, 297275 319 24068 3850
ke = If (x” Tl 3720% T a3 R T 50632 T 2322 T 84065 T 26703

Méthodes Linéaires a Pas Multiples (MLPM)
En posant f, = f(x4, yn) , on définit une MLPM par Z XiYnyj=h Z Bifn+is

j=0 j=0
avec «; et 3; des constantes vérifiant les conditions o = 1 et |ag| + |Bo]| # 0.

Exemple 7.5.3. ¥,12 — Yn+1 = hfn+1 (oude fagon équivalente y,,11 — yn, = hfy,) est
la méthode d’Euler a un pas.

Définition 7.5.8. On appelle 2°"" polyndme caractéristique de la méthode, le poly-
k .

ndme défini par o(t) = Z Bit!.

L'opérateur de difference linéaire est défini par

k
L(z(x); h) := zb(oc]-z(x + jh) — hBjz (x + jh))
=

Si on suppose que z est une fonction qu’on peut dériver autant de fois qu'on
veut, on obtient :

L(z(x);h) = Coz(x) + C1hz' (x) + - - - + thqz(q)(x) + -
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Définition 7.5.9. La MLPM est dite d’ordre p si
Co=C=--=C=0etCpn1 # 0.

Cp+1 est appelée constante d’erreur de la MLPM

7.6 Applications

La modélisation et la simulation par ordinateur ont fait de I'outil mathématique
un moyen important pour la compréhension, 1’analyse et le controle de certaines
maladies. La formulation d’un modéle permet de tester des hypotheses, d’estimer
des parametres, de construire des théories, de discuter des conjonctures, de for-
muler des scénarios prédictifs, de visualiser certaines sensibilités et de remédier
a I'impossibilité de certaines expériences pour cofit élevé ou danger opérationnel.
La modélisation mathématique permet de mieux saisir les concepts d’épidémie, de
seuil et des nombres de contacts, de replacements ou de reproduction. Le modele
mathématique fournit également le support nécessaire a la réalisation d’appareils
et d’équipements d’analyse et de controle dans le domaine médical. A ce propos,
nous renvoyons a une review récente de Hethcote [?] et aux 200 références citées
par l'auteur.

Dans ce chapitre, nous considérons trois types d’applications, la premiere traite
les maladies d’infection transmise de facon directe, la deuxiéme est consacrée a
la transmission par vecteur et la troisieme traite 1'effet de 1’effort physique sur les
dynamiques d’insuline et de glucose.

Pour les modeles a transmission directe, nous nous limiterons aux cas discrets.

Application 7.6.1. Modeles épidémiologiques
Pour les maladies infectieuses, les modeles mathématiques utilisés sont en général
des modeles a compartiments c a d que la population est subdivisée en sous classes :
— M(t) : nombre d’individus avec immunité passive a l'instant ¢ ;
— S(t) : nombre des susceptibles a l'instant ¢ (on désigne par susceptibles, les
individus qui peuvent avoir la maladie);
— E(t) :nombre des exposés a 'instant t (on désigne par exposés, les individus
qui sont infectés mais ne sont pas infectieux);
— I(t) : nombre des infectieux a l'instant ¢(les personnes qui sont déja touchées
par la maladie et peuvent transmettre la maladie) ;
— R(t) : nombre des résistants a l'instant f (les personnes qui sont guéries avec

immunisation )
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Chacune des classes précédentes est dite compartiment, et suivant les caractéris-
tiques de chaque maladie on a les types de modeles suivants : SI, SIS, SIR, SEIR,
SEIRS,- - -)

Remarque 7.6.1. — En général les classes M et E sont souvent omises.

— une population est dite fermée si on néglige 1’émigration et 'immigration,

— une population est dite homogene si la population se mixe de fagon homo-
gene c a d si on néglige, les détails associés a 1’age, la location géographique
(ville, village), les facteurs socio-culturels et 'hétérogénéité génétique,

— une population est de taille fixe si le taux de naissance est égal au taux de

mortalité.

Exemple 7.6.1. Modele SIS

C’est un modele a deux compartiments utilisé essentiellement pour décrire les ma-
ladies sexuellement transmissibles. Les guéris ne développent pas une immunité
et redeviennent susceptibles a la maladie : deux classes de sous populations sus-
ceptibles et infectieux. La dynamique des sous populations est régie par le systeme
d’équations suivant :

Sui1 = S,(1 = AAtL,) +y.At.L + pAt(1 - S,)
Iy11 = I,(1 —y.At — w.At + A.AL.Sy)
Ip+Sy =1lavecSy> 0Oetly >0

ou Sy et I, sont les proportions d’individus susceptibles et infectieux, respective-
ment.
Comme S, + I, = 1 alors I, 11 = I,(1 — (v + p). At + A At — AALL).
— si (A —y)At < 2 alors on a convergence vers le point fixe;
- si2 < (A —7y)At < 2.449 alors on a 2_points cycles ;
- si (A —y)At estassez grand alors on a comportement chaotique.
N =150,Ip =2,y =15At=.5
A = 4.5 = convergence voir figure 7.1;
A = 6.0 = 2_points cycles voir figure 7.1;
A = 6.5 = 4_points cycles voir figure 7.2 ;

A =7.0 = comportemet chaotique voir figure 7.2.

123



Nombre des infectieux

Nombre des infectieux

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.9

o
o

o
3

o
2

o
@

1
»

o
w

o
)

0.1

Le modele SIS

Le modele SIS

0.9 T T

o o o
IS o )
T T T

Nombre des infectieux

=3
w
T

0.2

0.1r

L L L 0 L L L L L L L

10 15 20 25 30
Temps

Le modéle SIS

35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35

FIG. 7.1 —Convergence A = 4.5,2_cycles A = 6 "

Le modéle SIS

40

45

50

14 T T T

0.8

0.6

Nombre des infectieux

0.2

10 15 20 25 30
Temps

35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35
Temps

FIG. 7.2 -4 _cycles A = 6.5,Chaos A =7

124

40

45

50



25

201

Nombre des infectieux

Exemple 7.6.2. Modele SIR

Le modele SIR est un modele simple de transmission des maladies par contact entre
les individus ,ces derniers deviennent immunisés apres une seule infection, une
troixieme classe de sous populations est considérée : la classe R des isolés ou enle-
vés "removed" ce sont les personnes qui, une fois infectés soit deviennent immu-
nisés soit ils meurent. Le modéle SIR est plus adapté pour les maladies d’enfants
comme la rougeole. Les équations qui régissent ce modele sont :

Sus1 = S,(1— AALL) + A1 = S,,)
Ipit = I,(1 — y.At — At + A.ALS,,)
Ryt = Ru(1 = .Ab) +v.At I,

So+Ip+Ry =1lavecSy>0,Ih>0etRy >0

N =200,Ip = .115,50 = .885 et At = 0.2:
1. A =3.5,y = 2 voir figure 7.3;
2. A =5.5,y = 2.5 voir figure 7.3.
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(SIR a deux populations)

1) At = 0.25,0611 = 2,0612 = 0.5,0621 = 4,0622 = 2,”)/1 = 2,’)/2 = 1,N1 =
100, N? = 200, I& =10, 13 = 50.

ii) At = 025,011 = 2,010 = 05,001 = 4,000 = 2,71 = 2,y = 1,N! =
100, N2 = 200, I} = 10, I3 = 150.

Le modéle SIR a deux populations Le modeéle SIR & deux populations
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Exemple 7.6.3. Modele SEIR

Modele SEIR avec A indépendante du temps

Le modele SEIR est une variante du modele SIR ot la période de latence est prise
en compte c.a.d une classe de la population est intermédiaire entre la classe des
susceptibles et les infectieux : la classe des exposés qu” un susceptible traverse pour
passer a l ’état d'infection. Un autre parameétre est introduit qu’on note 3 et on parle

de période de latence /13 Les équations régissant ce modele sont :
Sut1 = Sn(1 —AL,.At) + p.At(1 - S,)
Eny1 = Ep + SpA LAt — (B + u).AL.E,)
Liv1 = L,(1 —y.At — u.At) + B.ALE,

Rut+1 = Ry (1 — p.At) + y.At. I,
So+Ip+Ro+Ey=1

On suppose toujours que la taille de la population est constante.
Pour A =103 =456 ,y =73 ,u=0.02 ,I = 0.0006 , Ey = 0.001 et
So = 0.25, le modeéle SEIR a le comportement suivant :

i) At = 0.01 — convergence voir figure 7.5.

ii) At = 0.018 — oscillation puis convergence voir figure 7.5.

iii) At = 0.027 — oscillation voir figure 7.6.
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Exemple 7.6.4. Modéle SEIR saisonnier
Le modele saisonier SEIR tient compte de la variation du taux d’infections selon les
saisons donc on a le systéme suivant :

I I
200 250 300

FIG. 7.6 — Oscillation At = 0.027

Spi1 = Sp(1 — Ay L. At) + w.At(1 = Sy)
Ent1=E;,+ SuAn I, At — (/3 + u).At.En)
Iiy1 = L,(1 — y.At — w.At) + B.ALE,
Ry+1 = Ry (1 — p.At) + y.At. I,
So+Io+Rop+Eg=1
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avec A, = A(n.At) = co + ¢1(1 4 cos(27tnAt)) (da a Bolker et Grenfell)
i) Pour 3 = 45,y = 78, u = 0.01, At = 0.001, Iy = 0.006, Ey = 0.03 et
So = 0.25il y’a une épidémie voir figure 7.7.
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ii) Pour B = 45, vy = 73, u = 0.02, At = 0.027, Iy = 0.001, Ep = 0.01 et
So = 0.25il y’a oscillation voir figure 7.7.
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FIG. 7.7 — Convergence-Oscillation

Application 7.6.2. Transmission indirecte par vecteur
Nous considérons le cas de la maladie infectueuse DENGUE transmise a I’homme
par le mosquito (Aedes) et qui est actuellement endemique dans plus de cent pays
d’Afrique, d’Amérique et d"Asie [?].

Le modele comporte un ensemble d’équations pour ’'homme et un autre pour

le vecteur (mosquito) exprimés a partir du diagramme de la figure 7.8.

| Moy
A Sh b, Sv
(J
v
/"I Nh’Cq,h Iv/Ny, ChoIn|Nn o
A
!\bh/ I, Lun, I, V7
\
\\ Yh
uh\\
Ry, | B,

FIG. 7.8 — Schéma de transmission

On suppose qu’on dispose d"une population humaine (respectivement de vecteurs
mosquitos) de taille Nj(resp. N,) composée de Susceptibles Sy, d'infectieux I, et de
guéris Ry, (resp. Sy et I,).

Le modele suppose un mixage homogéne d’humain et de vecteur de telle sorte
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que chaque piqure a la méme probabilité d’étre appliquée a un humain particulier.
En notant b, le taux moyen de piqures d'un vecteur susceptible, pj, la probabilité
moyenne de transmission d’un infectieux humain a vecteur susceptible, le taux
d’exposition pour les vecteurs est donné par : (pj,Inbs) /Ny
en notant p,, la probabilité moyenne de transmission d’un infectieux vecteur a
un humain et I, le nombre de vecteurs infectieux, le taux d’exposition pour les
humains est donné par : (p,,I,b;) /N, par conséquent :

— Le taux de contact adéquat d’humain a vecteurs est donné par : Cp, = pp,bs

— Le taux de contact adéquat de vecteurs a humain est donné par :

Con = Ponbi.

La durée de vie humaine est prise égale a 25 000 jours (68.5 ans), et celle des vec-
teurs est de : 4 jours. Les autres parametres sont donnés dans le tableau 7.1 d’apres

[21.

H Nom du parameétre ‘ Notation ‘ valeur de base H
probabilité de transmission de vecteur a humain Pho 0.75
probabilité de transmission d’humain a vecteur Pon 0.75
piqure par susceptible mosquito par jour b 0.5
piqure par infectieux mosquito par jour b; 1.0
taux de contact effectif humain a vecteur Cho 0.375
taux de contact effectif, vecteur a humain Con 0.75
1

Durée de vie des humains — 25000 jours
Hn
1

Durée de vie des vecteurs — 4 jours
Ho
1

durée de l'infection 3jours

Bn+ Y

TAB. 7.1 — définitions et valeurs des parametres

Les équations qui régissent le modele sont données par
Population humaine

ds

ddth = Ny — (up+ p+ Conlo/Ny) Sy,
I

7: = (Conlo/Nu)Sp — (un +vu)In

dRy,

=h— ps I — wR
T, pon + Yuly — Uy

Population vecteur
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ds

tv = .quv - (/Jv + Chvlh/Nh)Sv
i
dt

5 — (Chvlh/Nh)Sv — ol

Avec les conditions S, + [, + Ry, = Ny, Su+I, = Ny, R, = N, — S, — I, et
So =Ny — I
Le systéme s’écrit

ds

aflth = Ny — (up +p + Conlo/Ny) Sy
I

7: = (Conlo/Ny)Sp — (un + vi) I

dl

7: = Cthh/Nh(Nv - Iv) - /Jvlv

Pour I’étude de stabilité et d’autres détails concernant les parametres du modeéle,
le lecture pourra consulter le papier cité en réferences. Dans le cadre restreint de ce
chapitre, nous discutons tres brievement I’output du modele.

La diffuculté principale de la dengue provient du fait qu’elle est causée par
quatre virus différents et que 'ummunité provisoire acquise contre un virus ne pro-
tege pas contre les autres virus, au contraire, un individu attaqué par un deuxieme
virus court le danger d’évoluer vers le stade de Dengue Hemorragique.

La recherche de vaccin se complique par le fait que ce vaccin doit couvrir le
spectre des quatre virus et ceci constitue un probléme.

Le modele montre que la réduction du nombre de mosquitos (par insecticides
ou autre) n’est pas suffisante pour éradiquer I'épidémie de la Dengue. Elle peut
tout au plus retarder 'apprition de 1’'épidémie. Comme la découverte d’un vaccin
global n’est pas attendue dans le court terme, les auteurs suggerent la combinaison
du controle des facteurs environnementaux et de vaccins partiels contre chaque

virus.
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Application 7.6.3. (Diabete et effort physique[?])

Pour un diabétique, 'effort physique figure au méme niveau que le traitement me-
dical et la diétitique. Il peut ’aider a controler la quantité de sucre dans le sang
de fagon directe ou indirecte en améliorant la sensibilité de I'insuline et la réponse
des muscles et des cellules ou encore en combattant 1’exces de poids qui consti-
tue un facteur a risque. S'il est bien connu que les spécialistes du diabétes insistent
toujours sur le role de 'effort physique en prenant en compte les capacités et les
données de chaque individu, il est aussi intéressant de voir comment les modéles
mathématiques sont utilisés dans ce domaine.

En 1939, Himsworth et Ker ont introduit la premiere approche de mesure de
sensibilité d’insuline in vivo. Les modeles mathématiques ont été utilisés pour la
dynamique de glucose et d’insuline. Le pionnier dans ce domaine est Bolie(1961)
qui a proposé un modele simple supposant que la disparition du glucose est une
fonction linéaire du glucose et d’insuline , la secretion d’insuline est proportion-
nelle au glucose et elle disparait proportionnellement a la concentration d’insuline
dans le plasma. Ce modele qui sera utilisé avec quelques modifications par d’autres
auteurs ( Akerman et al (1965), Della et al (1970), Serge et al. (1973)) peut-étre for-
mulé par le systeme différentiel suivant :

dcd;gt) = —alG—a21+p
dI(t
d(t) = —ElgG—El4I

ot G = G(t) représente la concentration de glucose et I = I(t) représente l'insuline,
p,ai, az, as, a4 sont des parametres.
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Durant les derniéres décennies, une littérature abondante a été consacrée a ce
sujet, le lecteur interessé pourra consulter les deux reviews récentes par Bellazi et
al (2001) et Parker et al. (2001).

Incorporant l'effet de 1'effort physique sur la dynamique du glucose et de l'in-
suline, Derouich et Boutayeb (2002) ont proposé le modele suivant

T — (14 g)XO60) + (1 +40) (G~ G)
M) — (ps + 43) (100~ 1) + p2X (1)
ou (I(t) — I) représente la différence entre 1'insuline dans le plasma et I'insuline
de base (G, — G(t)) représente la différence entre la concentration de glucose dans
le plasma et le glucose de base X(t) est I'insuline interstitiale, 41, 42,43 sont des
parameétres liés a I'effort physique.

Les auteurs ont discuté les résultats de ce modele dans trois cas différents :

- cas normal( non diabétique),

— cas diabétique insulino-dépendant,

— cas diabétique non insulino-dépendant.

Dans les trois cas, le modele met en évidence 1'intérét de l'effort physique a amé-
liorer la sensibilité de I'insuline mais le dernier cas reste le plus illustratif comme
I'indique la figure 7.10 ot1 on voit qu'un diabétique non insulino-dépendant pour-
rait étre amené a vivre continuellement avec 2g/ml de glucose dans le sang sans
se rendre compte des conséquences a long terme de cette overdose. Avec un ef-
fort physique, le diabétique peut ramener la courbe de glucose au voisinage de la

concentration normale de 1g/ml.

133



glucose

300 T
N\
250 -\ b
N
AN
@ 200 - N S~ B
2 N e
= AN
150 N B
~
100+ Tee— o L ~ i
50 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
time
iterstitial insulin plasma insulin
0.05 150
0.04 P
] -
Fi i £ 100
£ 0.03 4 3
= ’ £
= / ol
B 0.02 y &
oo1f /
/
125
0~ 0
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
time time

FIG. 7.10 - Effet de l'effort physique

7.7 Complément bibliographique

La modélisation épidémiologique remonte au moins a 1760 lorsque Bernouilli
proposa un modele mathématique pour la variole.

En 1906 un modele discret pour 1'épidémie de la rougeole a été considéré par
Haner.

Ross utilisa les équations differentielles pour des modéles hote-vecteur de Ma-
laria en 1911.

D’autres modeles déterministes ont été proposés par Ross, Hudson et Lotka
(1922).

A partir de 1926 la contribution de Kermack et McKendrick restera marquée par
le seuil endémique que la densité des susceptibles doit dépasser pour que 1'épidé-
mie se propage .

Le livre de Bailey publié en 1957 sur la théorie mathématique des maladies in-
fectieuses marquera la lancée d"une nouvelle vague de la deuxieme moitié du 20"
siécle.

Bartlett (1960) est parmi les precurseurs des modéles épidémiologiques stochas-
tiques méme si ceux-ci ont été utilisés auparavant par Yule(1924) et d’autres.

Les années 60 verront aussi le débat s’animer entre stochastique et determi-
nisme. Certains écologistes vont soutenir que les modeles stochastiques sont les
mieux adaptés a décrire la nature avec des facteurs imprédictibles et des événe-
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ments aléatoires conduisant a des séries chronolgiques. D’autres vont défendre les
modéles déterministes sous-jagant I'idée du chaos apparaissant comme du stochas-
tique ou un bruit blanc dans les séries chronologiques. Les travaux de May (1974,
75) et plus particulierement son excitant papier publié dans la revue Nature en
1976 sous le titre de “Simple mathematical models with very complicated dyna-
mics” constitueront des réferences pour les écologistes. Par la suite, Anderson et
May vont publier une multitude de papiers et de livres dévoués a ’épidémiologie
des maladies infectieuses.

Hoppensteadt (1975) est considéré par certains auteurs comme le premier a
avoir proposé une analyse mathématique des modeles avec structure d’age.

Durant les derniéres décennies, la littérature consacrée a la modélisation
épidémiologique a connu un essort considérable comme en atteste la dizaine de re-
views (Becker, 1978 ; Castillo-Chavez, 1989 ; Dietz, 1967-75-85 ; Wickwire, 1977 ; He-
thcote, 1981-94-2000 ; Isham, 1988) et la trentaine de livres (Anderson & May, 1982-
91; Bailey, 1975-82 ; Bartlett, 1960 ; Castillo-Chavez, 1989 ; Diekman, 2000 ; Frauen-
thal, 1980 ; Grenfell and Dobson, 1995 ; Hethcote, 1984-92 ; Isham & Medeley, 1996 ;
Kranz, 1990; Lauwerier, 1981; Ludwig & Cooke, 1975; Mollison, 1991 ; Scott &
Smith, 1994). D’autres ouvrages et reviews traitent les modéles épidémiologiques
comme partie des modeles écologiques (Dietz K. (1975), Pielou (1977), Okubo (1980),
Kot (2000)).
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7.8 Exercices
Exercice 7.8.1. On considere le modele discret suivant :
Sp+1 = exp(—al,)Sy
Iyt1 = bl, + (1 —exp(—al,))Sy
Ryt1=(1-0b)I,+ R,

On suppose que Ry = 0, montrer que

1. La population des susceptibles tend vers une limite S quand n tend vers l'in-
fini.
2. SiF =S§/Sy alors
F =exp(—aSo/(1—0))(1+1/Sp — F).
3. Expliquer comment F peut jouer un role de seuil.

Exercice 7.8.2. Chercher I'ordre et la constante d’erreur C, pour la méthode sui-

vante :

Yniz — (1 + @) yni1 +ayn = h((1+ B) furz — (@ + B+ af) fur1 + aBfn)

Exercice 7.8.3. Chercher les solutions des systemes differentiels et aux differences
suivants: ¥ = Ay +(x) ,y(0) = aavec

11 1 2
() (1) e ()

n
Ynra — 6Ynt3 + 14Yni2 — 16Y,41 + 8yn = ¢y avec y, € R? et ¢, = ( 1 ) -

Exercice 7.8.4. Considérons le systeme aux differences :
Ynt2 = 2UYns1 + HYyn =c¢, n=0,1,---

avec Yy, c € R"et0 < pu < 1.
Montrer que y, converge vers ¢/(1 — u) quand n — oo.

Exercice 7.8.5. A- Montrer que :
i) Pour tout x > —1 et toute constante positive m on a :

0 < (1+4x)" < exp(mx)
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ii) Sis et tsont des réels positifs et (z,)"=K une suite vérifiant :

t
Zo > —5 etzy 1 < (1+4+s)zy+tVn=1,---,k

Alorsona: ; ;
zZns1 < exp((n+1)(1+5)) (s +zo) -5

B- Soit y(x) la solution unique du p.ciy (¥) = f(x,y) ,a < x < b, y(a) = a
etwg, wy, - - -, wn, les approximations vérifiant : wy = a + g et w1 = wy, +
hf(xy, wy) +6ps1;n=0,...,N—1

1. On suppose que : D = {(x,y);a <x<b,—oco<y<oo} avecaeth
finis
i) il existe une constante L positive telle que :

If(x,y) = f(x, ") < Lly—y*|Vy,y" € D

ii) il existe une constante M telle que :|y”(x)| < M pour tout x € [a,b].
iii) les perturbations verifient: |6, < 6Vn =0,--- ,N

Montrer que :

1 (hM o

() — wa] <+ (MM +) (exp(L(xs — ) — 1) + |So] exp L(xs — a)

=L\ 2 "nh

(Preuve : identique a celle du théoréme du cours avec y(xp) — wy =
M
ett = ——+[6u])
2
5
2. Enposant ¢(h) = - + 7 et en remarquant que }lir% ¢(h) = oo, montrer
qu’on peut déterminer une limite inférieure iy de i qui rend minimum

e(h).

Exercice 7.8.6. Soit A une matrice diagonalisable admettant les vecteurs propres V
associés aux valeurs propres A; avec Re(A;) < 0 pour tout .
On considere les deux schémas d’Euler donnés par :

El . un+] — un + hAulfl/ uO = n

E2 : uyi1 =uy,+hAu,11, up=n

Montrer que les solutions de ces deux schémas sont données par :

k
S1 MHZZC]‘(l—FI’l]\]')an
j=1

k
S2 : u, = Z C](l —hADinVJ‘
=1
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Quelles conditions doit-on imposer a i pour que les solutions S1 et 52 tendent vers
zéro ou restent bornées quand n — oo

Exercice 7.8.7. En posant f, = f(xy, ), on définit une MLPM par :

k k
Y Yutj =h Y Bifusj
j=0 j=0
avec «; et 3; des constantes vérifiant les conditions :

o = 1et|ag| + [Bo] # 0

On appelle 1 er (resp. 2 eme) polyndme caractéristique de la MLPM le polynome
p(t)(resp. o(t)):

=Y ait!, o(t)=Y Bt
j=0 j=0
Si l'opérateur de difference linéaire est donné par :

k
Z z(x+ jh) hﬁjz/(x+jh)) = Coz(x) + Cihz' (x) + -+ -+ Cgh?2D (x) 4 - - -

1. Montrer que :

K
=Y o =p(1)
i=0
K
Cr =) (jaj—Bj) =p'(1) —0o(1)

k
C, = qu“._#ﬂ—lﬁ. g=2,3,--
M VT e V) Kt

2. La MLPM est dite consistante si son ordre est supérieur ou égalal (p > 1)

Montrer que la MLPM est consistante si et seulement si :
p(1) = 0etp'(1) = o(1)
Exercice 7.8.8. Chercher ’ordre des méthodes numériques suivantes :
D Yni2 = (fn +4fni1 + fus2)
2) Ynta =Yn+ ?(2fn+1 — fut2 + 2fns3)
3) Ynt1=Yn+ Z <f(xn,yn) +3f (20 + %h, Yn + §k1)> ki = Rf(xn, yn)
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h
4) Yn+1l = Yn + g(kl +4k2 +k3)

kv = hf(xn yn)

1 1
k2 = hf <xn + Eh, Yn + 2k1>
ks = hf(xn+h,y,—k +2k)

Exercice 7.8.9. Considérons la méthode numérique

Yni2 — (1 + Q) Yni1 + ayn = g(<3 — o) fur1 — (L+ &) fu)

Ol\l fn - f(x;/l, yn) et _1 S [0 4 S ]..

1. Donner l'erreur de troncature locale de la méthode et 1’ordre de la méthode

en fonction de «.

2. Cette méthode est utilisée numériquement pour résoudre I'équation scalaire

{y'(x) = y(x)
y(0) =1

ensupposantque Yo = 1+ wh’
y1 = exp(h)+ 0w’
Montrer que la solution approchée vy, peut-étre donnée sous la forme

Q(ra)r] — Q(r)r]
rp—1

Yn =

ou 1 et rp sont les racines de 1’équation caractéristique asociées a I’équation
aux différences. et Q(r) = exp(h) —r + (0 — rw)h3.

3. On suppose que r; est de la forme
hZ
n=1+h+= +O(h)

(a) Donner une expression analogue pour r;.

(b) Etudier la convergence de y, dansle cas &« = —1.
Exercice 7.8.10. On considere la méthode numérique suivante
Ynt2 + Ynt1 + &oYn = h(B1fut1 + Bofu) (M)
ott fu=f(xn yn) et f(xu,y(xn)) =y (xn).
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1. Déterminer les constantes ag, o1, o et 31 pour que la méthode soit d’ordre

maximum.
2. La méthode est-elle zéro-stable pour les valeurs des constantes trouvées ?

3. On utilise la méthode (M) avec yo = 1 et y; = exp(—h) pour approcher la
solution du probleme de condition initiale suivant

y'(x) = —y(x),y(0) =1 (P)
Montrer qu’on obtient I’équation aux différences suivante
]/n+2+4(1+h)yn+1+(—5+2h)yn =0n=0,1,--- (D)

4. Montrer que les racines r; et rp de 1'équation caractéristique associée a (D)

sont
1/2 1/2
n=-2-21+3 (14 2ht o2 et m=—2-2n-3(1+2h+on2) .
3 9 3 9
5. Montrer que la solution de (D) est de la forme
yn = C1(r1)" + Ca(r2)",
avec C; = r2 = exp(=h) etCy = exp(=h) —n n
rn—-n r2—n
6. On donne | 1+ 2 + 22 v 1+ L - Lo Ly - 1 s + O(h°)
' 3 9 N 3 6 18 216 ’
En déduire quer; = 1 —h + %hz — %h3 + %h4 + O(h®), 1, = —5—3h+
O(h?).
7. Montrer alors que C; =1+ O(h?) et C; = —ﬁh‘l +O(h°).

n

8. En considérant pour x fixé, nh = x, montrer que Ci(r1)" — exp(—x) quand

n —— oQ.

9. Montrer que (y,) diverge. Cette divergence était-elle attendue ? (justifiez).

7.9 Examen d’Analyse Numérique Session de juin

Exercice 7.9.1. : (6 points)

. _ 2tLog(t) x
Soit f(t) = (P et F(x)=J{ f(t)dt avec x €]0,+o0|
_ x?Log(x) 1 oo 1
1) Montrer que F(x) = iz ELog(l +x%) + ELog(Z)
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2) Déduire lir% F(x)
X—

1

3) Montrer que F (;) = F(x) etdéduire 1ir+n F(x)
x—+00

4) Etudier la nature de [;" f(t)dt
Exercice 7.9.2. : (7points)
Soient f une fonction de classe C3([0,1]) et e € ]0, 1]
Soit P¢(x) le polyndme interpolant f aux points: 0, ¢ et 1
1) Exprimer P¢(x) dans la base de Newton
2) Montrer que pour toutx € [0,1],0on a:

lim P*(x) = P(x) = £(0) +xf'(0) + (f(1) = f(0) = f'(0)x* ()

3) Montrer que le polynéme P(x) trouvé dans (*) est 'unique polyndme qui véri-

fie :
P(0) = f(0) ; P(1) = f(1) et P'(0) = f'(0)
4) Pour un x arbitraire dans ]0, 1 [ on pose K = M et on considere la

fonction :
W(t) = f(t) — P(t) - K£*(t —=1) = f(t) — P
a) Vérifier que ¥(0) = ¥'(0) = ¥(1) =¥(x) =0

b) Montrer que ¥’ s’annule en 3 points de [0, 1 ] et ¥ s’annule en 2 points de [0, 1]

t) — wtz(t— 1)

~_

c) Déduire qu'il exisite 8 € [0, 1] tel que ¥(®)(8) = 0 et conclure que :
)

f(x) =P(x) = sz(x -1

5) On pose M3 = maxp<<1 ’f(f‘)(t)

7

a) Montrer que |f(x) — P(x)| < % Vxel0,1]

b) Montrer que : ‘fol (f(x) — P(x))dx‘ < %
Exercice 7.9.3. (6 points) :

A) On consideére I'équation différentielle :
(E1) iII; =rP(t)(1— PI(;)) ouKe R etr e R avec P(0) # 0et P(0) # K.
1. En faisant un changement de variables, montrer que la résolution de (E1)
revient a celle de (E2) % =ry(t)(1—y(t)) ouKe R, etreR
2. Intégrer I’équation différentielle (E2)
3. Déduire la solution de I’équation différentielle (E1) qui vérifie P(0) = Py ( Py
donné)
4. Chercher tLieroo P(t) selon les valeurs de r
B) La discrétisation de (E2) conduit a la suite récurrente (u,) définie par :
0<uy<letuyi1=h(u,)=ru,(1—u,) Yn>0 rel0,4]
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1. Trouver les points fixes 61 et 6, de h

2. A quelles conditions sur r la suite (u,) converge-t-elle vers les points fixes 6;
et 6,?

710 Examen Analyse Numérique Session de juin (rattrapage

)

Exercice 7.10.1. : (4 points)

On définit la fonction g(x) = 11fx pour x € [0,1]

2
1) Calculer F(x) = [y g(t)dt ot x <1 et donner la valeur F(§>

1 2
2) Donner l’expression du polynome de Lagrange Q(x) interpolant gen: 0, = et =
3) Trouver les coéfficients dy , dq et d; tels que pour tout polyfiome P de degré
inférieur ou égal a2 (P(x) = ax? + bx +¢) on ait :

3 1 2
J@ P(#)dt = doP(0) +dy P(3)+d2 P(5) (%)
4) Utiliser 1’égalité () pour donner une valeur approchée de Log(3)

Exercice 7.10.2. : (4 points)
Soit h une fonction de classe C3(R) dont la dérivée et la dérivée seconde ne s’an-
nulent pas au voisinage de a et telle que : h(a) = 0

On considere les suites (x,) et (y,) définies par la donnée de x et les relations :
— h(xn)
s " W (xn)

h(yn
Xn+1 = Yn — h’(({cn))

On suppose que ces suites convergent versa et que Vn € N, x, #aet y, #a

. ]/n —a . h”((l)
1. Montrer que lim (xyn—a)2  2H(a)
Xn+1 — 4

2. Calculer lim
n—oo (X, — ﬂ)(yn —a)

3. Démontrer que la suite (x,) est d’ordre au moins 3

en fonction de '(a) et i’ (a)

4. Trouver l'ordre de convergence de la suite (y,) .

711 Corrigé( Session de Juin)

Exercice 7.11.1. : ( 6 points)
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2tLog(t)

: _ _ X
Soit f(t) = atpe et F(x)= [{ f(t)dt avec x €]0, +oo|
_ x?Log(x) 1 oo 1
1) Montrer que F(x) = a2 ELog(l +x%) + ELog(Z)
. o g 2tLog(t)
En faisant une intégration par partie ou U’ (t) = A+ p)ye et V(t) = Log(t) ona:
~ [—Log®)1" . 1 ~ [—Log(t)1" 1 N
F(x) = [(1_”2)]1—#[1 71‘(1—1—1‘2)6“_ [(1+t2) 1—}— Log(t) 2Log(l—H ) 1
~ —Log(x) 1 o1 )
= T+x2) + Log(x) ELog(l +x%) + ELog(Z) (2 points)
x*Log(x)

= M) %Log(l + x2) + %Log(Z) (1)

2) Déduire lirré F(x) (0.5 point)
x—

=0)

‘4 . . 1 . . x*Log(x)
L'équation (1) nous donne }cli% F(x) = ELog(Z) (‘en utilisant 112% T+

3) Montrer que P(%) = F(x) etdéduire lim,_ . F(x) (1.5 point =1+ 0.5)
En faisant le changement de variable u = 1 on obtient :
1 _ —du  2tLog(t) ,, 2uLog(u)

t=1—-u=1 t= =< dt= dt = LR85
- T 2 S ee” T aree™

1
ra i G Q)

On en déduit que limy_, oo F(x) = lim,_o F(%) = lim,_,o F(x) = %Log(Z)

4) Etudier la nature de [;"* f(t)dt (2 points = 1+ 1)

Ona ["® f(t)dt = [3 f(t)dt+ [ f(t)dt = —limy_o [7 f(£)dt +1imy oo [ f(t)dt

- }cli% F(X) T x1—1>1:i-rloo F(x)

2uLog(u) .1

Dot F(x) = f

D’aprés la question précédente ces deux limites existent donc [;"* f(¢)dt converge
On peut aussi le faire directement en décomposant et en intégrant par parties ou en
utilisant les fonctions équivalentes.
Exercice 2: (7 points)

Soient f une fonction de classe C3([0,1]) et e € ]0, 1]
Soit P¢(x) le polynéme interpolant f aux points: 0, ¢ et 1
1) Exprimer P¢(x) dans la base de Newton (1 point)

f() = fle)  f(e) = f(O)
Pg(x):f(0)+f(£);f(0)x+ 1—¢ 3 x(x —¢)

1-0
2) Montrer que pour toutx € [0,1],0on a: (1 point)

li_r% f(e);f(()) = f'(0) (0.25 points)
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e—0 1—¢
D’ou

= f(1) — f(0) (0.25 points)

lim P*(x) = P(x) = £(0) +x£ '(0) + (F(1) — £(0) ~ £(0)x ()
3) Montrer que le polyndme P(x) trouvé dans (*) est 'unique polyndme qui véri-
tie :
P(0) = f(0) ; P(1) = f(1) et P'(0) = f'(0) (0.25 point)
En effet, on vérifie bien que : P(0) = f(0) ; P(1) = f(1) et P'(0) = f'(0)
Par ailleurs, si Q(x) = ax? + bx + c est un autre polydme qui vérifie (+*) alors on
Q(0) = c= £(0)
Q'(0) = b= f(0)
Q1) =a+b+c=f(1) —a=f(1)—-f(0)-f0)
cad:Q(x) = (f(1) — £(0) — £'0))x> + f'(0)x + £(0) (0.75 point)

f(x) = P(x)
x2(x—1)

W) = £(0) — () - K2 (= 1) = £ - P - L5 =2
a) Vérifier que ¥(0) = ¥'(0) = ¥(1) = ¥(x) = 0 (0.5 point)
La vérification est évidente

4) Pour un x arbitraire dans |0 , 1 [ on pose K = et on considere la

fonction :

b) Montrer que ¥’ s’annule en 3 points de [0, 1 ] et ¥ s’annule en 2 points de [0, 1
]
En appliquant Rolle a W(¢) :
avec¥(0) =¥(x) =0— 3¢ €]0,x[tq¥'(c1) =
et¥Y(x) =¥(1)=0— 3¢ €x,1[tq ¥ (c2) =0
De plus ¥/(0) = 0 (0.5 point)
En appliquant Rolle a W/ () :

ddy €]0,c1[tq¥’(d1) =0

ddy €]c1,c2[tq V¥ (d2) = 0 (0.5 point)
c) Et finalement Rolle nous donne : 36 € |dy,da[ C [0,1] tq W) (8) =0
et comme PO)(x) =0 et (£2(t —1))®) = 6 on obtient : (0.5 point)

©)
£ — Py = T2 )
5) On pose M3 = maxp<t<1 ‘f(3)(t)

0

4

a) Montrer que |f(x) — P(x)| < % Vx€[0,1] (1point)

11 suffit d’étudier la fonction x — g(x) = [x*(x —1)| = x*(1 —x) , x € [0, 1]

Or ¢'(x) = 2x —3x> donc ¢’(x) =0 sietssi:x =0 ou x=3
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o : . 2
Ce qui implique que ¢ admet un maximum qui est g(g) =_—==_—
. M; 4 2Ms3
: - <= _ 4
et finalement : |f(x) — P(x)| < e 57 = Bl Vxel0,1]

b) Montrer que : ‘fol (f(x) — P(x))dx‘ < % (1 point)

Ona: [[1(F(x) ~ P)dx| < [} |f(x) ~ P(x)] dx < 22 3 22(1 — x)dx
1 1. M

Soit: |3 (f(x) ~ P(x))dx| < 22 — 1) = 22

Exercice 7.11.2. : (6 points) :
A) On consideére I'équation différentielle :

(E1) LZTI; = rP(t)(1 — PI(<t)) ouKe RY etr €¢ R avec P(0) # O et
P(0) # K.
1) En faisant un changement de variables, montrer que la résolution de (E1) revient
a celle de

(E2) dy _ ry(t)(1 —y(t)) ouKe RY etr € R (0.5 point)

Il suffit de prendre P(t) = Ky(t) pour obtenir (E2)

2) Intégrer ’équation différentielle (E2) (en supposanty # Oety # 1.) (1.5
point)

On peut intégrer (E2) soit comme une equation de Bernouilli soit directement
comme suit :

J _4y = [rdt quidonne:

y(1-y)
Y _ ~ . Y — rt
Log‘l_y‘ rt+C Ty Ce
Cert

ou encore : y(t) = A1 ceD) = Cte

3) Déduire la solution de I'équation différentielle (E1) qui vérifie P(0) = Py ( Py
donné)

En revenanta P(t) = Ky(t) = (Cer(—”) , on cherche C en prenant P(0) = P,
Il vient donc: P(0) = Py = (CC—|I—<1) — (C+1)Ph =CK— C(K—Py) =Py
P Kk Pop ) KP,
NS 0 _ — P _ 0
D'ou C = &=y et P(t) = ( B, e =B (K—Pg)e—”(* * %) (1
(K—Po)
point)

4) Chercher lim;_, 4 o, P(t) selon les valeurs der (1 point)
L'équation (x * x) nous donne :
lim P(t)=Py sir=0

t—+o0

lim P(t)=0 sir<0

t—-+o00
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tlir+n P(t)=K sir>0
B) La discrétisation de (E2) conduit a la suite récurrente (u,,) définie par :
0<ug<letuyi1=h(u,) =ru,(1—u,) VYn>0 re€l0,4]
1) Trouver les points fixes 61 et 6, de h (0.5 point)
Les points fixes sont les solutions de 8 = r9(1 — 0)
r—1 1
PR
2) A quelles conditions sur r la suite (u,) converge-t-elle vers les points fixes 0; et
0,?

La suite converge vers 0; si |1/ (0)] <1 cad:r <1 (0.5 point)

Soitf; =0 oul=r(1—-0) quidonneb, =

1
La suite converge vers 6, si ‘h’(l — r)‘ <lcad:-1<2-r<1

ouencore:1 <r <3 (1point)
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