Faculté de Mathématiques Année 2016/2017
Algebre 3, 2Lic.Math

Test 1 (version 1)
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1. Discuter suivant les valeurs de « le rang de A,.

2. Soient vy = (0,1,2),v = (1,1,0) et v3 = (1,0, 1) trois vecteurs de R3.
Veérifier que & = {v1, v2,v3} est une base de R3.

3. Ecrire chacun des vecteurs de la base canonique & de R?® dans 4.
4. Donner la matrice P de passage de & dans 2.

5. Soit f un endomorphisme de R? ayant pour matrice relativement a la base % la matrice M = A,
obtenue en posant o = 2.

(a) Déterminer une base de kerf et une base de Imf.
(b) A-t-on R?® = kerf @ Imf?
(c) M est-elle inversible?

6. Donner, en fonction de M, 'expression de la matrice N de f relativement aux bases # et &.
7. Pour X = (2,—1,0) dans la base %, donner les coordonnées de f(X) dans la base &.

8. En déduire f(z,y, z) pour (z,y,2) dans R3.

Corrigé
1 2 «
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-1 1 1

1/ On échelonne la matrice A, suivant les colonnes ou les lignes. Suivant les colonnes, en faisant
les opérations élémentaires suivantes Cy «— Cy — 2C; puis C3 «— C3 — aCy pour « # 0 (sia =0 on a
rg(As) = 3) ensuite Cs < (o — 4)C3 + aCy si a # 4 (et pour a = 4 on a rg(A,) = 3) on obtient la

matrice échelonnée:
1 0 0

A, — 2 a—14 0
-1 3 a®—4
On déduit que rg(A,) =2 si @ = 2 et rg(A,) = 3 si o # 2.
2/ On vérifie que # = {vy,v2,v3} est une partie libre d’un espace vectoriel de dimension 3 c’est
donc une base de R3.



3/ Ecriture des vecteurs de la base canonique & = {ey, €3, €3} de R? dans 2.

® c :—%Ul—F%UQ—F%Ug (—%,% %)Lg
= totdy B (130
veo=1n = Lo o= (123 10
4/ Matrice P de passage de & a
011
P =pass(&,B) = Mat(idgs, B,8) =1 1 1 0
2 01
1 2 2
5/ f € End(R?) tel que M = Mat(f, B) = Ay = 2 2 2 |.Donc, pour tout 1 <i <3, la
-1 11

colonne C; de M représente les coordonnées de f(v;) dans la base A.
(a) Une base de I'image de f et une base du noyau de f:

D’aprés 1/ rg(A2) = 2, (on voit bien que Cy = Cj), on échelonne la matrice M suivant les
colonnes; a l'aide des opérations C3 <— C3 — Cy puis Cs <— C5 — 2C' on obtient la matrice échelonnée;

1 0 O
M — 2 =2 0 | ouC) = f(v), Cy= f(veg—2v1) et C3 = f(vs — vq), ces vecteurs étant
-1 3 0

écrits dans la base A.

Les colonnes non nulles de la matrice échelonnée correspondent a une base de I'mf, donc
{[f(v1)]%, [f(va — 20v1)] %} est une base de Imf (et aussi {[f(v1)]%, [f(v2)]%}). La colonne nulles de
la matrice échelonnée est I'image d’un vecteur de kerf. Donc on a:

Imf=1{((1,2,-1)%,(0,-2,3)%) = ((1,2,—1)%,(2,2,1)4), ou encore

Imf ={((1,3,1),(1,-2,3)) les vecteurs étant écrits dans la base canonique et

kerf = (vs —v9) = ((0,—1,1)5) = ((0,—1,1)).

(b) On a (0,—1,1) € Imf donc Imf Nkerf = {0}.
Comme dim(R3) = dim(ker f) + dim(Imf) = dim(ker f + Imf), on déduit que R = kerf & Imf.

(c) rg(f

) =rg(M) =2 donc M n’est pas inversible.
6/ N=Mat(f,B,&) = Mat(idgs, B,E)Mat(f, B) =

1 3 3 2 —1
7/ Pour X =(2,—-1,0)gona f(X)=[f(X)e=NX=| 3 4 4 -1 | = 2
1 55 0 -3
8/ Soit V = [V]g = (z,y, 2) € R? alors [V]z = pass(%B,&)[V]e = P~V]e et
fV)=1f (V)] [ 4 ] )le = N[V]g = NP [V]s = NP~'V avec
Pl = % 1 2 —1 . On obtient alors

1
fz,y,2) = 5(8x+y+z,9x+3y+3z, 14z + y + z) pour tout (z,y,2) € R3.
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Test 1 (version 2)
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1. Discuter suivant les valeurs de « le rang de A,.

2. Soient v; = (1,—1,0),v5 = (0,1,1) et v3 = (2,1, —1) trois vecteurs de R?.
Veérifier que & = {vy, v, v3} est une base de R3.

3. Ecrire chacun des vecteurs de la base canonique & de R? dans 4.
4. Donner la matrice P de passage de & dans #.

5. Soit f un endomorphisme de R? ayant pour matrice relativement a la base % la matrice M = A,
obtenue en posant o = 2.

(a) Déterminer une base de kerf et une base de Imf.
(b) A-t-on R = kerf & Imf?

(¢) M est-elle inversible?
6. Donner, en fonction de M, 'expression de la matrice N de f relativement aux bases # et &.
7. Pour X = (2,—1,0) dans la base 4, donner les coordonnées de f(X) dans la base &.

8. En déduire f(z,y, z) pour (z,y,2) dans R3.

Corrigé

Pour les détails lire le corrigé du test (version 1).

1 2 «
Av=| 2 a a | eM3R)ouaelR
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1/ rg(As) =2si o =32 et rg(A,) = 3 si o # 2.
2/ On vérifie que # = {v1,v2,v3} est une partie libre d’un espace vectoriel de dimension 3 c’est
donc une base de R?.

3/ Ecriture des vecteurs de la base canonique & = {ej, ez, e3} de R? dans 2.
_ 1 1 1, (11 1\
®c = 57)11 -+ ZUIQ + Zvlg = (5, 1711)1'%'1
®Cy = 1—501 -13— V2 —II 1U3 :1(_357 a 12
® c3=5u1+ qvs — 703 = (3,7, — )%
4/ Matrice P de passage de & a %:



0 2
P = pass(&,PB) = Mat(idgs, B,E) = 1 1 1
1
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5/ [ € End(R?) tel que M = Mat(f, #) = Ay = (
-1 1

(a) Une base de I'image de f et une base du noyau de f:
Imf=1{((1,2,-1)%,(0,-2,3)%) = ((1,2,—1)%,(2,2,1)4), ou encore
Imf = ((— 1 0 3), (6 1, —5)) les vecteurs étant écrits dans la base canonique et
kerf = (v3 — U2> ((0,—1,1)%) = ((2,0,—2)).
(b) On a (0,—1,1) € Imf donc Imf N kerf = {0}.
Comme dim(R3) = dim(ker f) + dim(Imf) = dim(ker f + Imf), on déduit que R3 = kerf @& Imf.
(c) rg(f) =rg(M) =2 donc M n’est pas inversible.
4 2 —6
7/ Pour X =(2,-1,0)g ona f(X)=[f(X)]le=NX = ( 0 1 ) ( -1 ) = ( -1 )
3 1 0 5

8/ Soit V = [V]g = (z,y, 2) € R? alors [V]g = pass(LB,&)[V]e = P7V]e et
([V]#)]e = N|V]g = NP7'[V]e = NP~V avec

~1 4 4
6/ N =Mat(f,Z,6)=PM=| 0 11
3 11
~1 4 4
1
1

. On obtient alors
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f@,y,2) =B+ 2y+ 32, 0+ 3y + 22,22 — y + 22) pour tout (z,y,2) € R,



