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Examen final

Exercice 1:

Soient R4 [X] le R-espace vectoriel des polynomes de degrés < 3 et f, I'endomorphisme de Ry [X]
défini par f,(P) = X(X —1)P"+ (1 +aX)P’ ou o € R.

1. Ecrire la matrice M, de f, relativement a la base canonique & = {1, X, X% X3} de Ry [X].
Déterminer une base de ker f, et une base de Imf,.
Donner les valeurs propres de f,.
Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f,, a des valeurs propres multiples.
L’endomorphisme f_, est-il diagonalisable?

Guk

Exercice 2:
Soit f endomorphisme de R? dont la matrice relativement & la base canonique £ de R? est

0 1 0
A=10 0 1
1 -3 3

1. Montrer que f est bijective et déterminer f—1.
2. Trouver une base B = {v1, vy, v3} de R? relativement a laquelle la matrice de f est

A =

oo -
o~ -
—_ O

3. Exprimer A’ en fonction de A.

Exercice 3:
Soit E un R-espace vectoriel. Un endomorphisme p de E est appelé projecteur si p? = p
(p* désigne pop).
1.  Quelles sont les valeurs propres d’un projecteur p?
2. Montrer que si p est un projecteur alors:
a. l’endomorphisme Idgr — p noté 1 — p est aussi un projecteur.
b. Vz € E,(p(x) — x) € kerp. En déduire que E = Imp & ker p.
3. Soient p,q € End(FE) deux projecteurs.
a. Montrer que si p + ¢ est un projecteur alors poqg+qgop =20 ().
En composant (%) par p, a gauche puis a droite, établir la relation pog—qgop = 0.
b. En déduire que p + ¢q est un projecteur si et seulement si poqg=qop =20
c. On suppose que p + ¢ est un projecteur. Montrer que:
i. ker(p+ q) = ker(p) Nker(q).
ii. Im(p+q)=Impe Img.
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Corrigé de 'examen final

Exercice 1: Soient o € R, & = {1, X, X2, X3} la base canonique de R3 [X] et f,, 'endomorphisme
de Ry [X] défini par f,(P) = X(X — 1)P" + (1 4+ aX)P'.
1. Pour déterminer la matrice M, de f, par rapport a la base &, calculons f,(1), fo(X), fa(X?)

et fa(X?).
fa( ) =0
fa(X ) = 1+aX
fo(X?) = X(X=1)2)+ (1 +aX)(2X) =2(1+ a)X?
fo(X?) = X(X =1)(6X)+ (1+aX)(3X?) =-3X*+3(2+a)X?
On a alors
fa(l)  fa(X) fa(X?) fa(X?)
0 1 0 0 1
M, = 0 « 0 0 X
0 0 2(1 + «) -3 X2
0 0 0 32+ «) X3
2. Déterminons une base du noyau et une base de I'image de f, par échelonnement de la matrice
M,,.
fa(X) fo(X?) fa(X?) fa(1)
1 0 0 0
M, — « 0 0 0
0 -3 2(1+ «) 0
0 3(2+ «) 0 0
On distingue 3 cas:
Si o = —1 alors
f(X) f(XP) fa(X?) faa(l)
1 0 0 0
M_| — -1 0 0 0
0 -3 0 0
0 3 0 0

On déduit que

Rg(f-1) =2, dimker(f_;) =2

{f1(X), f (X3)}:{1—X,—3(X — X3)} est une base de Im(f_1) et {1, X?} est une base de
ker(/f ).

Si o = —2 alors
F2(X) [2(X%) fa(X?) foa(l)
1 0 0 0
M, — —2 0 0 0
0 -3 —2 0
0 0 0 0
fa(X) fa(X) 31 5(X%) 21 5(X%) fo(1)
1 0 0 0
— -2 0 0 0
0 -3 0 0
0 0 0 0



On déduit que
Rg(f-2) =2, dimker(f_o) = 2,

{f2(X), fa(X3)} = {1 —2X,-3(X? — X3)} est une base de Im(f_ ) et {1,3X?+2X3} est
une base de ker(f_).

Sia# —1etas#—2alors

fa(X) fa<X3) 3fa(X2)+2(1+a)fa(X3) fa(1)
1 0 0 0
o 0 0 0
Ma=19 -3 0 0
0 32+ a) 6(1+a)2+ ) 0

Donc
Ryg(f.) =3, dimker(f,) =1

{fa(X), fu(X?)} = {1 +aX,-3X?+3(2+ a)X?, X?} est une base de Im(f,) et {1} est une
base de ker(f,).

3/ Polynome caractéristique de M, :

Par (X) = det(M, — X1)) = =X (o — X)(2(1 + @) — X)(3(2+ a) — X).

Les valeurs propres de M, sont donc

)\1 :0,>\2:a,)\3:2(1+oz),)\4:3(2+04).

4/ Les différents cas ou les valeurs propres sont multiples:
Si a = 0 alors Ay = Ay = 0 est une valeur propre double et A3, A4 sont simples,

Si a = —1 alors \; = A3 = 0 est une valeur propre double et Ay, A4 sont simples,
Sia=—2alors A\ = Ay =0 et Ay = A\3 = —2 sont des valeurs propres doubles,

Si a = —3 alors Ay = Ay = —3 est une valeur propre double et A\, A3 sont simples,

Si a = —4 alors \3 = Ay = —6 est une valeur propre double et A, Ay sont simples.

5/ Pour a = —4, d’aprés la question précédente, f_, est diagonalisable si et seulement si la

dimension du sous-espace propre de E_g de R3 [X] est de dimension 2. Déterminons donc E_g.

E_¢ ={P € Rs[X]/f-4(P) = —6P}

Ecrivons P(X) = aX + bX? + ¢X? 4+ dX* dans la base & sous la forme [P], =

QL O o Q

On a alors
E_y={[Pl; € Ry[X]/(M_4 + 614) [P]g = 0}

On obtient le systéme

6a+b = 0
2b = 0 < a=b=d=0.
-3d =0

Par suite
E_¢={(0,0,1,0)c = X?)

DimFE_¢ =1 donc f_4 n’est pas diagonalisable.

Exercice 2:



w = O

0 1
f 'endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a la base canoniqueest A= | 0 0

1 -3
1. Puisque det A =1 # 0 alors f est un automorphisme d’espace vectoriel.

3 -3 1
Un calcul rapide donne A=' = 1 0 0 |.D’u l'on déduit que
0 1 0
x 3r—3y+ 2
fﬁl(xvi%z):Ail Yy = x
z Yy
1 10
2. Soient B = {vy,vs,v3} une basede R3et A= 0 1 1 | la matrice de f par rapport a B.
00 1
Il s’ensuit que
flo) = u
flve) = v+ vy
fvs) = w9+ vs.
Posons vy = (21, Y1, 21), V2 = (%2, Y2, 22), v3 = (T3,Y3, 23)-
De I’équation f(v;) = vy on obtient le systéme
hn = I1
<1 = U
T — 3y1 + 321 = zZ1

qui équivaut & x1 = y; = z1. Par suite v; = (21,21, 21). On peut alors choisir x; = 1 et prendre
v = (17 ]., ].) .
Aprés avoir remplacer vy par (1,1, 1), 'équation f(vy) = v1 + vy s’écrit

Y2 = 1+£IZ’2
z = 1+y2
To—3Yys+322 = 142

D’ou lon tire vy = (29,22 + 1,22 + 2). On peut choisir alors vy = (0, 1, 2).

De maniére analogue, I’équation f(vs) = vg + vz donne vy = (x3,x3,23 + 1). On peut prendre
alors vz = (0,0,1). On vérifie que B = {v;,v2,v3} est bien une base de R? et que la matrice de f
relativement & B est bien A’.

Exercice 3:

E un R-espace vectoriel. Un endomorphisme p de E est appelé projecteur s'il vérifie p* = pop = p.

1. Soit A une valeur propre d'un projecteur p de E. Il existe un vecteur non nul v € E tel que
p(v) = .

Par suite p(p(v)) = p(\v) ie p*(v) = Ap(v). Comme p est un projecteur alors p(v) = Ap(v). Donc
v = A?v. Ce qui donne A\(A — 1)v = 0. Comme v est non nul, on déduit que A =0 ou \ = 1.

2. On suppose que P est un projecteur.

a. Ona

(1—pP=14+p*—2p=14p—2p=1—p

On déduit que 1 — p est aussi un projecteur.

b. Soit z dans E. Pour montrer que p(x)—x est dans ker p il suffit de vérifier que p(p(z) —x) = 0.
Ce qui est le cas car p(p(z) — z) = p*(x) — p(z) = p(z) — p(x) = 0.

Montrons que E = I'mp & ker p.

On a Imp C E et kerp C E donc Imp + kerp C E.



Tout x € E peut s’écrire z = p(z) + (z — p(x)) donc appartient & I'mp + ker p.

Par suite E = I'mp + ker p.

Veérifions, a présent, que Imp Nkerp = {0g} .

Soit x € ImpNkerp alors x € Imp et x € ker p. Donc il existe t € E tel que x = p(t) et p(x) = 0.
Par suite p?(t) = p(t) = 0 ie x = 0. On déduit que {0} C Imp Nkerp. L'inclusion dans 'autre sens
étant toujours vraie, il s’ensuit que £ = Imp @ ker p.

3. Soient p,q € End(F) deux projecteurs.

a. Sip+ ¢ est un projecteur alors (p+ q)°> = p? + ¢> + pg + qp (ot pq désigne po q).

Donc p +q = p+ q+ pg + qp ce qui implique pg +qp =0 (*).

On compose par p a gauche, on obtient p(pg+ qp) = 0 ie p?>q+pgp = 0 donc pq + pgp = 0 (1).

On compose par p a droite, on obtient (pg + qp)p = 0 ie pgp + qgp = 0 donc pgp + qgp =0 (2).

En faisant (1) — (2) on obtient pg — gp =0 (xx).

On somme les équations () et (xx), on obtient 2pg = 0 ie pg = 0 et donc gp = 0.

b. L’équivalence

p 4 q projecteur < pq = gp =0

est alors évidente.
c.  On suppose p + q projecteur. Montrons que:
i. ker(p+ q) = ker(p) Nker(q).
Soit = € ker(p) Nker(q) alors « € kerp et = € kerq donc p(x) = g(x) = 0. Do p(z) + ¢(x) =
(p+ q)(z) = 0 par suite x € ker(p + q).
Soit, maintenant, x dans ker(p + ¢) alors (p + ¢)(x) = p(z) + ¢(x) = 0. D’ou p(z) = —q(x).
On compose par p a gauche, on obtient p?(x) = —pq(z). Donc, d’aprés 3/ b/, p(z) = —pg(z) =0
ie x € kerp.
On compose par ¢ & gauche, on obtient gp(z) = —¢*(z). Donc, d’aprés 3/ b/, q(z) = —gp(z) =0
ie € kergq.
Par suite x € ker(p) Nker(q). D’ou l'egaliteé.
ii. Im(p+q)=1Imp®Img.
Soit y € Im(p + q), il existe © € E tel que y = (p+ q)(x) = p(z) + ¢(x) € Imp + Imq d’ou
I'inclusion I'm(p + q) C Imp + Img.
Soit y € I'mp + I'mgq, il existe x1, x5 € E tels que y = p(z1) + g(z2). On a alors

p(z1) car pq =0
q(zg)  cargp=0

py) = p*(z1) + pa(a2)
aly) = aqp(z1) + ¢*(22)

Par suite p(y) 4+ q(y) = p(z1) + ¢(x2) ieDonc y = (p+ ¢)(y). Donc y € Im(p+ ¢). D’ot I'inclusion
dans 'autre sens.

Reste a vérifier que I'mp N Imqg = {0g} .

Soit y € Imp N Imgq alors il existe z1,x2 € E tels que y = p(x1) = q(z2).

Par suite p(y) = p*(z1) = (pq)(x1). Comme p* = p et pg = 0 on obtient p(z;) = 0 ie y = 0. Donc
ImpNImqg C {Og}. L’inclusion dans I'autre sens est évidente.



