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Algébre 3

Fxamen final

Exercice 1: Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice relativement & la base canonique &
est

a—b—rc 2a 2a
A= 2b b—a—c 2b e M;3(R).
2¢ 2¢ c—a—>

1. Vérifier que si a + b+ ¢ # 0 alors v = (a,b,c) est un vecteur propre de A. Préciser la valeur
propre correspondante.

2. Calculer le polynome caractéristique de A.
3. La matrice A est-elle diagonalisable? (Discuter suivant les valeurs des réels a, b, c.)

4. Dans chaque cas ou f est diagonalisable, déterminer une base de chacun des sous-espaces
propres, une matrice inversible P ainsi que son inverse et une matrice diagonale D telles que

P'AP =D.

5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a,b,c pour que A soit inversible.
Trouver alors ’expression de A~! en fonction de A.

Exercice 2:

1. Montrer que 'application
v: M,(R) - R
M = oM)=Tr(M) (Tr(M) étant la trace de M)
est linéaire et surjective.
En déduire la dimension du sous-espace H = {M € M, (R)/Tr(M) = 0}.

2. Soient A une matrice non nulle de M,,(R) et
f: M,(R) — M,(R)
M — —-M+Tr(M)A
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) On suppose que Tr(A) # 1.
i. Montrer que pour tout M € M, (R)

f(M)=0=Tr(M)=0.
En déduire que f est bijective.

Tr(N
ii. Soient M, N € M,(R) telles que f(M) = N, montrer que Tr(M) = #
r I
Déterminer alors 1.
(c) On suppose que Tr(A) = 1.
i. Déterminer f o f.
ii. Montrer que ker f = (A).

iii. Donner rg(f) et en déduire que Imf = H.
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1. Sia+b+c#0alors v = (a,b,c) # 0 et on a Av = (a+ b+ ¢)v. Donc v est un vecteur propre
de A associé a la valeur propre a + b + c.

2. Polynome caractéristique de A :
Par définition P4(X) = det(A— X 1I3). En effectuant, par exemple, les opérations C; — C; —Cy
et Cy — Cy — C3 sur les colonnes, on obtient Pa(X) = —(X + (a+b+¢)* (X —(a+b+¢)) =
—(X+M3(X -=XNouAr=a+b+c

3. Diagonalisabilité de la matrice A suivant les valeurs des réels a, b, c:
1 cas A\=a+b+c=0
Dans ce cas P4(X) = —X3. Il y’a une seule valeur propre A\ = 0 de multiplicité 3. On a alors
A diagonalisable < dimFE\ = dimkerA = 3 < rg(A) = 0.
Donc si (a,b,c) = (0,0,0) alors A est diagonalisable
si (a,b,c) # (0,0,0) alors rgA # 0 donc A n’est pas diagonalisable.
26me cas A=a+b+c#0
A posséde deux valeurs propres:
A1 = A de multipilicité 1
Ay = —A de multipilicité 2.

Par suite

A diagonalisable < dimE), = dimker(A+ M\3) =2 < rg(A+ M;) =2 < rg(A+ \3) = 1.
2a 2a 2a

OrA+Xs3=1| 2b 2b 2b
2¢c 2c¢ 2c

Comme (a,b,c) # (0,0,0) alors rg(A + Al3) = 1 donc A est diagonalisable.

4. Dans chaque cas ou f est diagonalisable, déterminons une base des sous-espaces propres, une
matrice inversible P ainsi que son inverse et une matrice diagonale D telles que P~*AP = D.
1°"cas A=a+b+c=0et (a,b,c)=(0,0,0)

Dans ce cas la matrice A est nulle, donc diagonale. On prend alors P = I3 = P let D =
P7LAP = (0).

Les colonnes de la matrice A correspondent & f(e;), f(ez), f(e3) dans la base £. Donc Ey =
<€17 €2, €3>‘



2me cas A=a+b+c#0.
Une base de L, :

Nous avons montré, dans la question 1, que le vecteur non nul v = (a, b, ¢) est dans E,,. Comme
dimE,, =1 alors E\, = (v).

Une base de Ej,:

T
Par définition E\, = < (z,y,2) € R3/(A+ XoI3) | y | =0 ;. On obtient le systéme
z

alr+y+2)=0

br+y+z2) =0

clr+y+z)=0.
La somme des trois équations donne (a +b+c¢)(x +y+2) = 0. Comme A =a+b+c # 0
alors  +y+ 2z =0 dot 2 = —x —y. Par suite E,, = (u= (1,0,—1),w = (0,1, —1)). Puis que
dimE), = 2 alors {u,w} est une base de Ej,. On vérifie que B = {v,u,w} est une base de R3.
Soit P la matrice de passage de la base canonique £ & la base B. On a

a 1 0
P=|0b 0 1
c —1 -1
et
A0 0 a+b+c 0 0
PlAP=[ 0 -Xx 0 | = 0 —(a+b+c) 0
0 0 =X 0 0 —(a+b+c)
Calcul de P71
1 1 1 1 1
pP1= “Com(P)=——F——| b4+c —a -—a
detP a+b+c b ate —b

5. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible:
A inversible & detA = P4(0) A0 NP L0 X=a+b+c#0
Expression de A~! en fonction de A :
D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton P4(A) = (0). Donc A3 + 20A? — A\2A — X3[; = (0).
Dot A(A% + AA — \213) = A3[3. On déduit que A™! = i(142 + A — \?13).

=3
Exercice 2:
1. 11 est clair que 'application
o: Mu,R) — R
M = oM)=Tr(M) (T'r(M) étant la trace de M)

est linéaire. La surjective provient du fait que pour tout réel a il existe une matrice M dans
M, (R) telle que a = ¢(M) (on peut prendre pour M la matrice dont tous les coefficients sont
nuls sauf ay; qui vaut a. On déduit que rgf = 1.

Dimension de H :

Remarquons que H n’est rien d’autre que le noyau de f. D’aprés le théoréme du rang

dimH = dimM,,(R) —rgf =n* — 1.



2. Soient A une matrice non nulle de M, (R) et
f: M,(R) - M,(R)
M = —M+Tr(M)A

(a) Linéarité de f :

Soient M, N € M, (R) et A € R.

FOM + N) = =AM — N + (ATr(M) + Tr(N))A = Af(M) + f(N).
(b) On suppose que Tr(A) # 1.

i. Soit M € M, (R)

FIM)=0 = —M+Tr(M)A=0
= M=Tr(M)A
= Tr(M)=Tr(M)Tr(A) (car Tr(M) € R)
= Tr(M)(Tr(A)—1)=0 (Tr(A) #1)
= Tr(M)=
Noyau de f :

kerf ={M € M,(R)/f(M)=0} ={M € M,(R)/ — M +Tr(M)A = 0}.
Comme Tr(M) = 0 alors
kerf ={M € M,(R)/M =0} = {0}.
L’endomorphisme f est donc injectif par suite bijectif.
ii. Soient M, N € M, (R) telles que f(M)= N.
On a

f(M)y=N = —-M+Tr(M)A=N *)

= —Tr(M)+Tr(M)Tr(A) =Tr(N)

Tr(N ’

= Tr(M)= —Tr(fé) _) .

Expression de f~1: ) )
: Tr(N o ar Tr(N
(%) devient —M + mfl =N.Doau M =—-N + TriA) — 1 1A.
Par suite
7t Mu(R) - M,(R)
Tr(M)
M - —-M+ —TT(A) ~7

(c) On suppose que Tr(A) = 1.

i. Soit M € M,(R) on a
(fo (M) = f(-M+Tr(M)A) =M —Tr(M)A+ (=Tr(M)+ Tr(M)Tr(A))A

= —f(M).
Dou fof=—f.
ii. Montrons que kerf = (A).
D’une part

ker f = {M € M,(R)/f(M) =0} = {M € M,(R)/M = Tr(M)A} C (A).

D’autre part
A € kerf car A=Tr(A)A. Donc (A) C kerf.
D’ou kerf = (A).

iii. Grace au théoréme du rang rg(f) = dim(M,(R) — dimker f = n* —1 = dimH. Pour
avoir 'égalité Imf = H il suffit donc d’avoir Imf C H. Soit alors N € M, (R), il
existe M € M, (R) telle que N = —M + Tr(M)A. Par suite Tr(N) = =Tr(M) +
Tr(M)Tr(A) = =Tr(M)+Tr(M)=0. Donc N € H. On conclut que Imf = H.



