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Exercice 1
Pour z = (x1, 72, x3) € R3, on pose

q(z) = 25 + 1129 + 1173

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique sur R3.
2. Déterminer son rang et sa signature par la méthode de Gauss.
3. Déterminer la matrice A de la forme ¢ dans la base canonique de R3. Déterminer les valeurs

propres de la matrice A et retrouver ainsi le rang et la signature de la forme gq.

Exercice 2
Soit f la fonction définie dans R? & valeurs dans R par

f(z) = 327 + 4dzy39 + 225 — dxy — 379 + 3
pour z = (z1, 7o) € R?. Etudier les extrema locaux de f dans R.

Exercice 3
Soit £ = R3[X| 'espace des polynomes a ceefficients réels et de degré < 3. Pour P € R3[X] on pose

LP)=P0)  f(P)=PQ1)  fs(P)=P(0)  fu(P)=P(1).

1. Montrer que f; est une forme linéaire sur E pour i = 1, 2, 3, 4 et que {f1, fa, f3, f4} est une base
du dual E* de F.
2. Déterminer une base { Py, P, P3, P} de E dont { f1, fa, f3, f4} est la base duale.

Exercice 4
Soit M, (R) I'espace des matrices a n lignes et n colonnes, et a coefficients dans R.
Etant donnée une matrice A = (4;;) de M, (R), on pose

tr(A) = Zn:Ai,- et N(A) = /tr(tAA)

ou ‘A = ((*A);;) est la matrice (transposée de A) de M, (R) définie par
(*fA); =A;; pour i, j=1,---,n.
1. Montrer que l'application f définie sur M, (R) x M, (R) par
f(A,B) =tr(*AB) pour A, B € M,(R)

est un produit scalaire sur M, (R).
2. Montrer que I'application N est une norme sur M, (R) telle que

N(AB) < N(A)N(B) pour A, Be M,(R).

3. Montrer que
[tr(A)| < Vn N(A) pour A e M,(R).



Corrigé

Exercice 1.
1. Pour z, y € R?, on pose

1 1 1 1
f(@,y) = 2y + ST1Y2 + 52241 + ST1Y3 + ST3Y1-
2 2 2 2
Pour y fixé, 'application f(-,y) de R? dans R est une forme linéaire puisqu’elle est un polyndome
homogene de degré 1, et de méme pour x fixé, Papplication f(z,-) de R? dans R est une forme linéaire.
Par conséquent l'application f de R?® x R? dans R est une forme bilinéaire.
Comme ¢(x) = f(x,z), on en déduit que g est une forme quadratique sur R3.
2. On applique la méthode de Gauss:
11, 1 1

l’% + 129 + X123 = (1’1 + 51’2 + 51’3) — (51’2 + 51’3)2.

Ainsi
q(z) = li(2)* = ly(x)

avec
1 1

ll(SL’) =T + 55(72 + 55(73 lg(l’) = 55(72 + 51’3.

Comme [; et Iy sont des formes linéaires sur R? linéairement indépendantes, on en déduit que
sign(q) = (1,1) et rang(q) = 2.

3. La matrice de la forme ¢ dans la base canonique de R? est

1 L 1

2 2

A= % 00

5 00

Son polynome caractéristique est
1—A % % 1
det(A—X)=| L X 0 [=X-N+r+2).
g ) 2
! _

La matrice symétrique réelle A admet donc la valeur propre 0, une valeur propre > 0, a savoir 1+T\/§

et une valeur propre < 0, a savoir 1_7\/3 Sa signature est donc (1,1) et son rang 2.
Exercice 2

La fonction f admet des dérivées partielles d’ordre 1 données par

ﬁ(17)26931%—41"2—4 of

=4 4xe — 3.
o0x, 0xo () T1t AT

11
et donc le point (5, Z> est le seul point critique de f. Ainsi f admet au plus un extremum local dans

R? et cet extremum éventuel est en ce point critique.



De plus f admet des dérvées partielles d’ordre 2 continues données par

>f, of . Pf P
8—:17%(:6) N 81’11’2 = 01'2113'1 ) =4 8—:17%(:6) =4

11
et la matrice hessienne de f au point critique (5, Z> est

3]

qui est définie positive d’apres la regle de Sylvester puisque ses deux mineurs principaux sont égaux a
6 et 8 qui sont > 0.

11
Par conséquent f admet un minimum local au point ( 3 Z) et c’est le seul extremum local de f dans
R2,
Exercice 3

1. Pour P, Qe E, NeRet z € R, on a
(P+AQ)(x) = P(x) + AQ(x)
donc fi et fo sont des formes linéaires sur F, et
(P+ Q) (x) = P'(z) + AQ'(x)

donc f3 et fy sont des formes linéaires sur F.
Soit \; pour ¢ = 1, 2, 3, 4 des réels tels que

MfitXfotA3fz+Afi=0
¢’est-a-dire pour tout P €
AL P(0) + Xy P(1) + A3 P'(0) + Ny P'(1) = 0.
Prenant successivement P(x) = 1, z, 22 et 2 on a les quatre relations
Al +A2=0
Ao+ A3+ A =0
Ao +2\ =0
Ao+ 3\ = 0.

Les deux dernieres relations assurent que Ay = 0 puis Ay = 0. La deuxieme relation assure alors que
A3 = 0, puis la premiere relation assure que \; = 0.

Ainsi les quatre formes linéaires f1, fo, f3 et fy sont linéairement indépendantes dans E*, et comme
dim £* = dim E = 4, elles forment une base de E*.

2. On cherche une base {P;, P,, P;, P,} de E telle que pour pour i, j =1, 2, 3, 4

fi(Pj) = .

On doit avoir
fl(P4):f2<P4):f3(P4):0 et f4(P4):1



c’est-a-dire
Py(0) = P,(1) = P;(0) =0 et Pi(1) =1.

Ainsi P, s’annule en 0 et 1 et P; s’annule en 0, donc le polynome P, de degré < 3 s’annule a lordre 2
en 0 et a 'ordre 1 en 1; il est donc de la forme

Py(7) = ay2®(z — 1).

En particulier
Pj(z) = ay(2z(x — 1) + 2%) = ay(32° — 22)

et comme Pj(1) =1, alors ay = 1.
Ainsi
Py(z) = 2*(x — 1).

Ensuite on doit avoir

f[i(P3) = fo(P3) = fa(Ps) =0 et fs(Ps) =1

c’est-a-dire
P3(0) = P3(1) = Pé(l) =0 et Pé(O) =1.

Ainsi P; s’annule en 0 et 1 et Pj s’annule en 1, donc le polynome Pj de degré < 3 s’annule a 'ordre 2
en 1 et a l'ordre 1 en 0; il est donc de la forme

Ps(7) = aszx(z — 1)%

En particulier
Pi(z) = az((z — 1)* +22(z — 1)) = az(z — 1)(3x — 1)

et comme P4(0) = 1, alors a3 = 1.
Ainsi
De méme on calcule P, et P avec
Pi(z) = 2z + 1)(x — 1)°

Py(7) = 2*(—2x + 3).

Exercice 4
1. On note tout d’abord que pour A, B € M, (R) et A € R
tr(A) =tr(*fA)  tr(A+ AB) = tr(A4) + Atr(B)
“(AB) ='B'A et '"(A+AB)= A+ \'B.

1.1. L’application f est bilinéaire. En effet pour A, B, C' € M,(R) et A\ € R on a d’apres les
propriétés de linéarité notées précédemment

F(A+AB,C) = tr("(A+ AB)C) = tr(*AC + AN'BC) = tr(*AC) + Mtr("BC) = f(A,C) + Af(B,C)

donc 'application f(-, C) est linéaire pour tout C' € M, (R). De méme I'application f(C,-) est linéaire
pour tout C' € M,(R).



1.2. L’application f est symétrique. En effet pour A, B € M, (R)
f(A,B) =tr(*AB) = tr(*(*AB)) = tr(*BA) = f(B, A).

1.3. L’application f est définie positive. En effet pour A € M, (R)

f(AA) =tr(*AA) ZZ Zzn:zn:AjiAji:zn:zn:A?i

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

donc f(A,A) > 0et f(A, A) =0 si et seulement si A = 0.
Ainsi lapplication f de M, (R) x M, (R) dans R est un produit scalaire sur M, (R).
2. L’application N est la norme sur M, (R) associée au produit scalaire f.
De plus pour A, B € M,(R), on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”

S A < (A B
=1

ij=1 k=1 ij=1 k=1

=3 B = (3 (Y BY) = N(APN(BY

i,5,k, =1 i,k=1 l,j=1

Ainsi
N(AB) < N(A) N(B)

puisque tous les termes sont > 0.
3. Pour A € M,,(R), on a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™

= A= (1A < (1 A =n Yo A SnZA A) = n(N(4)*

d’apres le calcul de la question 2. Ainsi

tr(A)] < v N(A).



