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Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Généralités sur les séries numériques

1. Pour toute suite numérique (un)n>n0 on appelle série de terme général u, la suite
(Sn)psn, (que I'on notera »_ u, dans ce cours) définie par

Sn:iuk:uno++un

k=ng

2. La limite d’une série de terme général (u,), lim S, = ZZ:% uy, est simplement

n—-4o00
notée :
“+oo
E U Ou encore E U
k=ng n=ng

Donc dans ce chapitre, a partir d’une suite (un), oy € RY donnée, on méne 1'étude
conjointe des suites (un),cy €t (Sn),en

3. Soit (ty), ey €t (Sn),en - Pour n € N, le scalaire

Vn € N ; Sn:zn:uk

k=0

est appelé somme partielle d’ordre n de la série

Des exemples

1. On appelle série géométrique de raison a la série dont le terme général est
u, = a” On aura donc :




n

Snzzak:1—|—a—|—---+a"
k=0

2. Une autre famille de séries est formée des séries de Riemann : ce sont les séries
de terme général

1
U, = — a€R
nOé
On a donc :
"1 1 1
Sn: — =14+ —+ 4+ —
o 2a na
k=1

et parmi les séries de Riemann, une est célébre, la série harmonique, qui cor-
respond a l'exposant a = 1

"1 1 1
H, = =14+

Le nombre H,, est souvent appelé nombre harmonique.
Une remarque culturelle : mais oui, c’est de la musique...
Une autre remarque : pour ces séries, on démarre par la valeur n = 1, par force.

1.1.1 Convergence

Soient (uy,),. € RY et (S,),cy la suite des sommes partielles de la série Y, -, uy.

Définition 1.1. On dit que la série ), . u, est convergente si la suite (S,), oy des
sommes partielles a une limite finie. Une série qui ne converge pas est dite divergente.
Ce peut étre parce que (Sy),cy tend vers U'infini, par exemple [(Zn>0 2”)] ou parce que
(Sn)peny Wa pas de limite par ezemple (3, (—1)")}.L0rsqu’une_série Y om0 Un est
convergente, la limite de la suite des sommes partielles est notée :

n—-+00

+oo
lim S, => u,=5
n=0

Le caractére convergent ou divergent d’une série constitue sa _nature.

Exemples

— Toute série dont le terme général est nul & partir d’'un certain rang est bien str
convergente puisque la suite de ses sommes partielles est stationnaire.

— La série de terme général constant égal & 1 est divergente.

— La série de terme général constant égal a (—1)" est divergente.
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si bien que la série Y~ (§> converge vers

1.1.2 Critére de Cauchy pour les séries

Rappel : Critére de Cauchy pour les suites :
Une suite numérique (u,) est convergente si et seulement si :

Ve>0,3np e N,Vn >ng Vp>ng |u, —upl <e

Théoréme 1.2 (Critére de Cauchy pour les séries). La série Y ., u, est conver-
gente si et seulement si la suite (Sy)yey des sommes partielles satisfait le critére de
Cauchy :

Ve >0,dng e N,Vn >ng Vp >0 |SN+p—SN|<€

Proposition 1.3 (Critére de triviale divergence). Si la série ) ., u, est conver-
gente, alors son terme général u,, tend vers zéro. Autrement dit, si (u,) ne tend pas vers
zéro, la série diverge. On dit dans ce cas qu’elle diverge trivialement, ou grossiérement.

Remarque et exemple :
La proposition précédente donne une condition nécessaire de convergence : elle n’est
nullement suffisante.

YonsolUn < +00 = lim wu, =0 mpais si nl—l>r+noo U, =0 # Y Uy < +00

n——+o0o
1. la série géométrique > a". Si|a] > 1 on a |a|” = 1 pour tout n, donc la série
diverge trivialement
. . 1 . . : :
2. La série harmonique )  — La série harmonique est un exemple typique de série
n
divergente non trivialement divergente. Pour montrer qu’elle diverge, considérons
ses sommes partielles (Sy)yey- On a
1 1 N 1
Son — SN| = |—— >
1S = Svl = |3 ON| = 2N 2
Or si (Sy) convergeait vers S on aurait aussi convergence de la sous-suite (Say)
vers S, donc |Soy — S| tendrait vers 0, ce qui est exclu vu I'inégalité précédente.

De plus on a lim — = 0 mais ) — est divergente
n—+00 1 n

4



3. Donnons encore une application la Séries télescopiques

Zln(nzl)

n>0

On a

N
1
Sy =Y ln(n:; ):m(N+1)
n=1

n+1

donc (Sy )y, est divergente la série ) In ( ) est divergente. Néanmoins,

son terme général tend vers zéro

4. La série de terme général u, = 1 est convergente de somme 1. En effet,
n

donc

_, 1+1 1+1 1+ N 1 1
a 2 2 3 3 4 N—-1 N
1 1
N Y —
N Z”:2n(n—1)

en démarrant bien str a l'indice 2 Ce sont les simplifications successives qui s’ap-
pellent «télescopage».

1.2 Séries a termes positifs (A.T.P)

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux séries a termes positifs. Pour
étre plus précis, aux séries dont les termes sont tous positifs & partir d’'un certain rang.
Et ce en vertu de la remarque suivante :

Remarque :
1. La question de savoir si une série donnée converge ou non — ce qui revient a
“déterminer la nature de la série” — est généralement délicate. A cet effet, le reste

de ce chapitre est consacré a cette question et, pour plus de clarté, on adopte les



abbréviations suivantes :

déf L. .,
g u, CV < la série de terme général u, converge
n>0

dé . . .
Z u, DV £ 1y serie de terme général u,, diverge
n>0

2. La nature d’une série est indépendante de ses premiers termes

3. Cela signifie que si deux séries Y - un et Y, v, sont telles qu'il existe ng tel que
Vn > ngu, = v,, alors les deux séries sont de méme nature ; il est en effet immédiat
que les suites de sommes partielles différent d’une constante (pour Vn > ng) donc
convergent ou divergent en méme temps. Par contre, bien sir, les sommes des
séries seront différentes. Aprés ce résultat général, placons nous dans ’hypothése
oll tous les termes de toutes les séries qui interviennent sont positifs. L’ observation
essentielle est :

Théoréme 1.4. Une série (A.T.P) est convergents ssi la suite (Sx)y~, des sommes
partielles est majorée

Démonstration. Ici borné se résume a majoré, et le résultat est immédiat si 'on
observe que la suite des sommes partielles est forcément croissante. m

Proposition 1.5. (i) —

E u,CV = lim g uy ( Le reste d’une série convergente tend vers 0)
n—-+400
n>0 k>n

(i) —
Zun CV et Zvn cvV :>a2un+ﬁ ZvnVa,ﬁéR cVv

n>0 n>0 n>0 n>0

Zun CV et Zvn cv :>Zunvn cv

n>0 n>0 n>0

(1i1) — Attention

1.2.1 Théoréme de comparaison
Rappel : L’énoncé u,, ~ v, quand n — +oo signifie trés exactement

. U,
lim — =1
n—-+o0o Un

et non (u, est a peu prés égal a v,)



Proposition 1.6.

Soit (un) (v,) deux suites de nombres positifs

Vn >k, u, <vpet Y ogv, CV=3  u, CV

Vn >k, u,<uv, et Y qu, DV = > _ v, DV
St lon a u, ~ v, quand n — +oo alors les séries de termes généraux
(u,) et (v,) sont de méme nature.

Exemples :

1 1

1 1
- Lasérie ), o, ) est convergente. Effet, ona — < et lasérie ) -, nin— 1)

n? " n(n—1)
converge (série télescopique). Cet exemple sera généralis é plus loin

1 1 1 1
- Lasérie ) -, Tdiverge. En effet — > — et la série harmonique ), ., — diverge.
=t yn “''n

N

- Lasérie ), sin (§> est une série convergente, via l'inégalité sin (x) <z Vo >0,

et la convergence de la série géométrique de raison 5

Proposition 1.7 (Séries de Riemann). La série

ne st a1l DV
n>1
Démonstration. 5i o <1 alors — < — or la série harmonique diverge, donc il
n o n
N .. 1
en est de méme pour la série Y -, —

Si a>1 etsionnote f=a—1,lasérie télescopique

1 1
§<W_ <n+1>ﬁ>

est donc convergente. Or on a aussi :

1 1 1 1\ 1 1 3 a-1
m‘mzm(“(%) )W(l‘(l‘%)):nml:

Par la propriété des séries (positives) équivalentes, on en déduit que pour tout « > 1
a —

la série ) -, —5 converge, ¢ est-a-dire que la série de Riemann ) 5 converge.

|




Proposition 1.8 (Régle de Riemann). - S’il existe « > 1 tel que n®u, tend vers
0, alors ), - u, converge

- S'il existe o<1 tel que n*u, tend vers +oo, alors ) ., u, diverge.
Exemples : Lasérie Y ., e72V™ est convergente. Puisqu’on a par exemple lim n2e=2V" =

n—-+oo

1.2.2 Critéres d’Alembert et de Cauchy

Théoréme 1.9 (Reégle de d’Alembert). Soit ) -, u, une série a termes stricte-
ment positifs telle que

lim L = )\ € [0, +o0]

n—-+oo Unp,

-SiA<1, Zn21 U, COMVErge.
- SiA>1, Y 5 u, diverge trivialement.

2
Donnons un exemple d’application : la série ) est convergente. Fn effet, en

2
n .
notant u, = on le terme général, il suffit alors de calculer le rapport

n>1 Q_n

(n+1)? )
. Un+1 T on+1 . 1 . (n—i— 1) B 1
ey o T2 T2 T
2n

Remarque
Si A =1, les deux comportements sont possibles, comme le montrent les séries de
Riemann. Lorsque A =1, on peut s’en sortir en écrivant un développement limité a
Un+1

Unp,
voir comme un raffinement du critére de d’Alembert.

lordre 1, en —, C’est I'objet du résultat suivant (admis), que l'on peut donc
n

Proposition 1.10 (Critére de Raabe-Duhamel). Soit ) ., u, une série a termes
strictement positifs telle que

n A 1
u+1:1——+0(—) tel que 0 >1
Up, n np

- SiA>1, Y o u, converge.
- SiA<1, X, 5 u, diverge



Exemple.
!
La série > -, I est divergente. On obtient cette fois :
el nn
e (n 4 1)!
Upp1  (n+ 1) e (n+ 1) n \"
B n+1

Up, e"n! N (n+ 1)@ enpl N
nn

1\ " I 1
=e <l—i——> =e exp |—nln (1+—>]
n i n
=e exp |—nln 1—1—l ~exp|l—n l—L—i—O 1
n) | n  2n? n3

1 1 1 1

On voit donc que la régle de d’Alembert ne permettrait pas de conclure, mais que le

critére de Raabe-Duhamel s’applique avec A = —= <1 d’ou la divergence de la série.

Plus précisément, on peut en fait montrer la formule de Stirling :

n! ~ (E) 21N
e

Théoréme 1.11 (Régle de Cauchy). Soit ) ., u, une série ATP telle que

lim Ju, = A

n—-+00
SiA<1, ). un converge.
- SiA>1, Y o u, diverge

Ces deux régles ne sont pas sans rapport, la régle de Cauchy semble approprié aux
circonstances ou I’on rencontre des exposant n dans u,,, par exemple la régle de Cauchy
établit la convergence de la série

[ n+2 "
= <3n — 1)

Mais les deux régles ne sont pas équivalentes.

Théoréme 1.12. Soit (u,) une suite ATP, de termes strictement positifs a partir d’un

certain rang, alors, si la limite de
Un+1

Unp,

existe et vaut A , la limite de

existe et vaut .



1.2.3 Complément : utilisation d’intégrales

Il y a beaucoup d’analogies entre la théorie des séries numériques et 'intégration des
fonctions sur un intervalle non borné. Contentons-nous pour commencer d’examiner le
cas d’une série de terme général)_ f (n) ou f est une fonction positive, décroissante. On
a alors le théoréme :

Théoréme 1.13. Si f est une fonction positive, décroissante Y, f (n) converge si, et
seulement st,

lim f(z)de=Xe Ry

"m0 S (om)
Démonstration. Une remarque préalable : il est nécessaire que lim f(z) =
T—+00

puisque le terme général lir+n f(n) = 0 mais ce n’est pas suffisant, bien sir. La dé-
n—-roo

monstration repose sur :
Vi, Ve ek, k+1], f(E+1) < f(x) < f(k)

On en déduit, par le théoréme d’intégration des inégalités :

vk, f(k+1)</ f(x)de < f (k)

[k, k+1]

En échangeant les roles :

Vk dr < f (k) < d
, /Mﬂ]m e < S ></[k @

Il ne reste plus qu’a sommer, par exemple de p+ 1 a q

G N CUED SWICES 3

k=p+1 ’“+1] k=p+1 k=p+1 7 k=1, ’f]
o, [ <3 Fik f(2) do
[p+1, q+1] k=p+1 [p, 4l
Si donc la suite lirf f (z)dx converge, alors la série Y f(n) converge par le
n—-—1roo (0’71)

critére de Cauchy. La réciproque est du méme tonneau. m
On peut appliquer ce résultat, ou si on préfére cette méthode, aux séries de Riemann,
que 'on a déja étudiées, mais aussi aux séries de Bertrand.

Théoréme 1.14 (Séries de Bertrand.). La série de terme général
1

converges st >1loua=1, >1
n® (Inn

)ﬂ

10



1.3 Séries a termes quelconques

Il s’agit maintenant d’étudier des séries dont le terme général n’est pas positif. Plus
précisément, les séries ATP pour n suffisamment grand, les séries a terme négatif pour
n suffisamment grand, relévent du paragraphe précédent. Commengons par une notion
essentielle.

1.3.1 Séries absolument convergentes

Définition 1.15. Une série ), -, u, est dite absolument convergente si la série )~ |u,|
est convergente.

Il faut bien str comprendre «convergence de la série des valeurs absolues» (ou des
modules dans le cas complexe). Le résultat important est le suivant :

Théoréme 1.16. Toute série absolument convergente est convergente et [’on a alors :

D | < fun

n>=1 n=1

On est donc maintenant en mesure de prouver la convergence de séries de la forme

> s

n>1

Cela dit, I’histoire n’est pas terminée puisque nous allons montrer que la série
3 (=n"
n
n=1
est convergente, mais n’est pas absolument convergente.

Proposition 1.17 (Critéres d’absolue convergence). Soit ) . u, une série a
termes quelconques et 2@1 Up,

Si |un| < v, avee Y7 o v, OV => 3" - |un| est absolument convergente.

Si [un| = O (vn) avec Y v, CV =% - |u,| est absolument convergente.

Si Jun| ~ vn avee Y0 v, CV=>%" - |u,| est absolument convergente.

S’il existe o > 0 tel que lir}rrl n|u,| =0, alors Y, -, uy, est absolument convergente.

U
ntl =\> lalors

. . . . u +1
St lim =\ < lalors > - u, est absolument convergente. Et si lim —
n—+oo Uy, = n—+oo Uy,

> n>1 Un st trivialement divergente.

11



Un+1
Un
ment convergente.

Nota Bene

- Sl existe A >1

A 1
=1—-=40 (_ﬁ> tel que 3 > 1 alors Zn>1 u, est absolu-
n n =

Pour des séries a termes quelconques, le critére d’équivalence n’est plus valable : on
peut avoir u, ~ v, et Yy o v, CV mais ) - u, divergente

1.3.2 Séries semi-convergentes

Définition 1.18. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans étre
absolument convergente.

Mais pour que nous soyons convaincus de ne pas travailler pour rien, il nous faut
trouver des séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes. L’exemple le
plus intéressant est donné par les séries alternées.

Définition 1.19. On appelle série alternée une série de terme général u, ot u,s’écrit
up, = (—1)" a, avec a, =0

Théoréme 1.20 (Critére des séries alternées). Soit la série alternée Y, ., (—1)" a, . Si
la suite (a,) décroit vers 0, alors la série est convergente.

Exemple.

(="

La série harmonique alternée ) ., ——— est donc convergente. C’est un exemple ty-
= n

1"
pique de série semi-convergente. On peut montrer que sa somme est » . u = —1In(2)
= n
Montrer que la série sin (77\/ n? 4+ 1) est convergente.

Nota Bene. Pour pouvoir appliquer le critére des séries alternées, il est essentiel que
la suite (a,) elle-méme soit décroissante : il ne suffit pas qu’un équivalent le soit.

-1)" 1
Par exemple, la série Y~ ., (=1)"a, = -, ﬁ est alternée, avec a,, ~ —
= “tn+ (- n

et (—) décroissante vers zéro. Mais (a,) n’est pas décroissante puisque
n

1
S oan+1

1
A2py1 = o > Qo

on ne peut appliquer directement le critére des séries alternées. Néanmoins, par

1 1"
un développement limité en — de (1)

——~2_— on montre que la série est bien
n n+(—1)" q

convergente.

12



1.3.3 Techniques classiques
a-Développements asymptotiques

Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série en se rame-
nant & une série plus simple. On a vu que pour les séries & termes positifs, il suffit
de se ramener a un équivalent. Ceci n’est plus le cas avec des séries a termes quel-

: (=" (=" 1
conques (penser au contre-exemple suivant > — et Yoy | —— + - ). Par

ailleurs, un équivalent correspond & une approximation au premier ordre, laquelle ne
permet pas forcément de conclure. Dans ces deux situations, il suffit souvent d’écrire
un développement asymptotique du terme général, c’est-a-dire d’étre plus précis dans

I’approximation. Celui-ci est généralement en — ou 7 et s’arréte au premier terme
n n
1 1
absolument convergent, en — ou —
n nz2
Exemples :
— La série "
-1
> In (1 + u)
n>2 \/ﬁ
est divergente. En effet, on sait que pour x voisin de 0
2 3
Xz X 3 .
In(l+z)=z-— E%—?#—s(:p)x avec hn%s(x) =0
xr—

1)
Puisque lim (=1 =0 on en déduit :

z—0 \/ﬁ

(D" _ D" 1 1(=D)" e o
ln(1—|— \/ﬁ = \/ﬁ —%—i—gn—%—kn—%avec}g%gn—o

(="

Or la série ) -, T est convergente par le critére des séries alternées, les sé-
= n

, 1(—=1)" € . :

ries ) o §¥, Yoo n—% sont absolument convergentes par le critére de Rie-

(=1)"
Vn

1
mann, mais y ., o est divergente par ce méme critére. Il s’ensuit que ) ., 1In <1 +
>2 5. >

divergente.
Rappel. Presque tous les développements limités classiques au voisinage de 0 se
déduisent des trois développements suivants :



dont on déduit les développements limités de cos (x) ,sin(x), cosh (x), sinh (z)

etc.
1 2 n n
1 =l+z+a+------ + 2" + 2" ()
—
dont on déduit les développements limités de
1
1520 In(1+£2z%), arctan(x)

Celui-ci peut d’ailleurs étre vu comme un cas particulier du développement limité
de la fonction puissance

2 n

(1+x)a:1+o¢x+a(o¢—1)%+ ------ +a(a—1)-~~(a—n+1)x—'+x"€(a:)
! n!

1.3.4 Transformation d’Abel

Il s’agit d’une transformation qui ressemble & une intégration par parties... Soit en
effet deux suites (a,) et (by,) , les suites des sommes partielles sont notées (A4,) et (B,,).

On a alors :
n+p n—+p
E a;b; = E a; (Bi - Bz’71>
i=n—+1 i=n+1
n+p n+p—1
E a;b; = an+an+p — Upg1 By, + E (ai+1 - ai) B;

On va utiliser cette transformation dans le contexte de ce qu'on appelle la régle d’Abel

Théoréme 1.21 ( Régle d’Abel). Soit une série Y a,b, ot (a,) est une suite réelle
positive, qui converge en décroissant vers 0, tandis que (b,) est une suite, éventuellement
compleze, telle que la suite des sommes partielles (B,,) est bornée, par B. Alors la série

Z a,b, est convergente

inf

corollaire 1.22. La série ) ou 0 #0 [27] et a >0, est convergente

nOé

. . 1 . .
Démonstration. La suite (—a converge en décroissant vers 0. Reste & étudier
n

. (n@)
. S | —
i(n+1)0
6ﬂgl—e( ) it g 2

1 — et . (6’)
sin | =
2

14

les sommes partielles de ¢ Or :



le dénominateur n’est pas nul, vue 'hypothése, et, plus précisément :

1

. (0
sin | =
2
En prenant partie réelle et partie imaginaire, on a donc la convergence des séries de
terme général
cos (nfé sin (n#
>t o o)
ne ne
sous les mémes hypothéses. Une question : quand, dans le cas des séries ci-dessus décrites,

peut-on assurer qu’il y a absolue convergence? m
Remarque.

|By| <

(*) Dire que les sommes partielles de la série > b, sont bornées signifie qu’il existe

M >0 tel que:
N
OURSY
n=0

(#x) La formule obtenue par transformation d’Abel :

N+p N+p-1
E ab; = anypBNip — any1 By + E (@41 — a;) B;
i=n+1 i=N+1

est a rapprocher de l'intégration par parties :

/(b)F(SU)g(JJ)dﬂf:F(b)G(b)—F(G)G(b)— f(2) G (x)dx

1.4 Exercices corrigés

Exercice 1. Calculer la somme des séries de termes géneral suivant :

1 1

U =z 1 Un_n(n—l)

Exercice 2. Déterminer la nature des séries suivantes (convergente ou divergente)

(1)*len<1+%>, 2)+ 3 iln(H”). 3 T —

nzln n>2 \/ﬁ n—1 n>1 n2—1nn

W2 5 g (% 3 (1-eos) ) @0 5o

n>2 (Inn n>1 n>1

15



Exercice 3. Soit)_ a, et > b,deux séries a termes strictement positif vérifient :
n>1 n>1

Ap41 < bn+1
N
an, bn,

Vn > ng

prouver que Y. b, converge , alors Y a, converge aussi .
n>1 n>1

Exercice 4. Déterminer la nature des séries suivantes

Exercice 5. Déterminer pour quelle valeur de « la série suivante converge :

1 (0%
g (1 — nsin —)
n
n>1
Exercice 6. Ftudier la convergence des séries suivantes :

1 1
Zn(lnn)a’ Zn Inn In(Inn)

n>1 n>3

Exercice 7. Préciser la nature de chacune des séries suivantes :

(@) * 3,5 (_\/1%", (0) %35y (=1)"sin (), ()% 2,51 (—=1)"cos (3)

(d) %320 (—1)"%(71)’ (€)% Dnza %ﬁ’ (f) % X,z1sin () cos ()
(9) * 3, arctan (%) sin(n), (h)* X5 (—1)" (1 — COS (%))
(J) * Zn>1 (—1)" tan (#)

Exercice 8.

Soit o # 0. FEtudier la nature des séries de terme général suivant (Utiliser un déve-
loppement limité).

(=" (="

a)* Uy, = ——————=; (b)*xv, = ———
( ) na+<_1)n+1 ( ) na+(_1)
On considere la série de terme général
Uy = L(n), ol o € R.

~ n®+ cos (n)
1* Si o> 1 montrer que la série converge absolument.

2* Si % < a < 1, montrer que la série converge

3* Sia= % montrer que la série diverge

16



Corrigé d’exercice 1

On veut connaitre la somme des séries de termes géneral suivant :

(a) Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, ¢’est-a-dire sous la forme :

Lo« g :a(2x—1)+ﬁ(2x+1)
=1 9r 41 20 —1 472 — 1

B—a+2z(a+p)
4a2 — 1

:{ﬂ_azl :>a:—%,ﬁz

1
a+p3=0 2

11 1 1
422 -1 2\2z—-1 2z+1

(b) Voir alors que dans la somme partielle :

alors

n=lo\opn—1 2m+1

:%Kl—%>+<é—%>+'“+(2N1_1_2N1+1)}

1 . 1
) 2N +1

des termes se télescopent, et en déduire une expression simple de

1 1
—_ — 1—
ow 2{ 2N+1]

donc la somme de la série est

1 1 1
SN:Zivzlﬁ:ZN (2 >

1 1 1
N TN T N e { ON + 1] 2

De méme pour la série de termes géneral

1 1 1

/U’I’L: = _ —

nn—1) (n—1) n

17



alors

Sy =N, =3, (% - 1)

n(n—1) n—1) n
1
=1- =
N
donc la somme de la série est
li S li 1 ! 1
im = lim —— | =
N—+o0o N N—+o00 N

Corrigé d’exercice 2

- La série | .
1) —In(1+—
W+t (1)
est a termes positifs et de plus on a

1 1 1
—In (1—1——) <— car In(1+2) <z Vre|-1,+oo
n n n

. ) ) 1
alors la série est convergente en effet la série de Rieman ) -, — est convergente
=
n

@2 Y %m C:ZL)

n>2

- La série

est a termes positifs et de plus on a

1 1+n 1 2
7 (5) - = (o)
PR
S Vil 1)

2

< 7 (Théoréme de comparaison)
(n—1)2
. . 2
alors la série est convergente en effet la série Zn>2 —— est convergente
T (1)t

- La série



On a
In (z*) < 2® Vz € ]0, +00]

alors
Inn 1 lnn 1 lnn 1
2lnn <n? = — < = —— == 1—— >
s n n? 2 n? 2 n? 2
1
e NS 2
Inn
L=
1 2
) { lnn} n?
n4|l—-—
n2
1 N .
= ———— < — (Théoréme de comparaison)

n2—Ilnn " n

. : . 1
donc la série est convergente en effet la série de Riemann ) -, — est convergente
=
n

- La série )
(4) * HZ; (In n)lnn
On a
1 1
<1nn)lnn ~ plnlnn
donc

dng €N, Inlnng>1

La série est donc convergente.

- La série
(5) * Z (1 — oS —)
n>1 n
On a
x? 3
cos(x)zl—a—i-O(x )
alors

La série est donc convergente.
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- La série

on utilise la régle de Cauchy donc on a

im /n—1=0<1

n—-+o0o

La série est donc convergente.

- La série
(5) Z (1 — CoS —)
n>1 n
On a
x? 3
Cos(x)zl—a—i-O(a: )
alors

La série est donc convergente.

- La série

on utilise la régle de Cauchy donc on a

lim /n—1=0<1

n—-4o00

La série est donc convergente.

Corrigé d’exercice 3

On pose

Qn
Cp = —
bn

Par hypothése,

Qp1 Qn
Cnt+1 = ST =¢ :>Cn+1<6n
bn+1 bn

La suite {c,} est donc décroissante pour n > ny Ceci implique que la suite est bornée,
autrement dit, qu’il existe C' > 0 tel que

0<e, <C
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pour n € N* Do,

Zan:chbngCan

n>=1 n>1 n>=1

ce qui compléte la démonstration de la proposition.

Corrigé d’exercice 4

- La série
n—2

>
em nl

n>1

on utilise la formule de Stirling

n! ~ (E) 2mn

e

on obtient
nn—2 nn—2 1

~ = <
em n! n"y/2mn n2\/2mn =

La série est donc convergente

** ou on utilise le critére de Raabe-Duhamel donc on a :

(n+1)"""
Upyr €D (D1 ()" 1
Up n"2 e nn- e
e" n!
_ le(n—2) 1n(1+l> ~ lexp (77, — 2) (n B 2)
e 2n?
1 2 1 1 (n—2)
N—exp[l———%—i—ﬁ O( 3 )]
5 (n—2)
~l——+4+—=+40
2n * n? ( n? )
La série est donc convergente.
Corrigé d’exercice 5
- La série
1 (6%
1.1 1—nsin=
(1.1) ; ( nsin n)

1

n2




On a

alors

donc

1)\ " 1 1
(1-min(5)) =g 0 ()

Les valeur de o pour que la série soit convergente est

1
204>1:>Oé>§

Corrigé d’exercice 6

Remarque 1.23 (Condensation de Cauchy). On note respectivement S, et S, les

sommes partielles des séries
—+00 —+00
E U, et E 2™ Ugn
n=1 n=1

On a alors, pour n < 2F
Sp K us 4ty + Uz + -+ + Ut + -+ Upeer_y < Uy + 2up + - - + 2Xug =
Pour n> 2%, on a
Sp = Uy +Up + Uz + A Ugkri g A Uuge = U+ 2ug A+ 26 g = %gk
Les suites {S,} et {gn} sont donc soit toutes les deux bornées, soit toutes les deuz non

bornées.

Remarque 1.24 (Théoréme de Schlémilch). (une généralisation du théoréme de
Cauchy).Si {gr} est une suite strictement croissante d’entiers strictement positifs telle
qu’il existe C' > 0 vérifiant

(k1 — g1) < C (g — gr—1), Yk € N~

et si {v,} est une suite positive strictement décroissante, alors

+o0o +o0
Zvn < 400 = Z (Gns1 — gn) vy, < +00
n=1 n=1
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- La série

Z 1
“— n(lnn)®

- On applique le test de condensation de Cauchy. La série condensée étant
27 (In27)* n® (In2)®
n>1 n>1

la série converge pour a > 1 et diverge pour 0 < a < 1.Si a<0 la divergence

de la série Z lnn ———= se déduit immédiatement du test de comparaison.

- La série

1
Zn Inn In(Inn)
n>3

On applique le test de condensation de Cauchy. La série condensée étant

> S T = o TR
= 27 In2" In(In27) = In2] In[n(In2)]
a =1 donc la série est divergente.

Corrigé d’exercice 7

- La série

est convergente (Critére des séries alternees)

- La série

n>1

on a la fonction sin (z) est croissante en |0, 7[ donc
. 1 .
sin [ — ) décroit vers 0
n

alors la série est convergente (Critére des séries alternées).

(©+ 3 (=1)" cos (%)

n>1

- La série

23



On a
(¢)* lim (—1)"cos (%) =+1#0

n—-—+00
donc la série est divergente.

- La série
n
o Vn

on a la fonction est croissante en |0, %[ et decroissante en |e2, +o0o[ donc

n(z
NZA
In (n)

\/ﬁ

alors la série est convergente (Critére des séries alternées).

décroit vers 0

- La série

i SV

=+ 0
n—-+00 In (n) e ?é

donc la série est divergente.

- La série

donc la série est divergente.

(9) * ) arctan (%) sin (1)

n>1

- La série

On pose a, = arctan (1) et b, =sin (n) on a

n
a, = arctan [ —
n
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est une suite réelle positive, qui converge en décroissant vers 0 tandis que les
sommes partielles b, = sin (n) est bornée

1
Alors la série la régle d’Abel assure la convergence de la série ) arctan (—> sin (n)
z n

(h) * ;(—1)" (1 — cos <%>)

est convergente en effet

() ()

- La série

- La série

Corrigé d’exercice 8

- Pour la série N
(1)

ne 4 (_1)n+1

Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :

(="

ne 4+ (_1)n+1

(a) * u, =

1

|un| = ne

1
et que la série ) — est une série de Riemann convergente pour o > 1. Mais

cette série n’est pas absolument convergente pour 0 < a < 1 puisque :

(="

ne 4 (_1)n+1

1

|un| = e

. 1 . . .
et que la série > — est une série de Riemann divergente pour 0 < a < 1.
n
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1
ne 4+ (_1>n+1
tout n > 1. On peut lui appliquer le critére des séries alternées puisque la suite
(ay) est décroissante en effet :
1 1 2n)* = (2n+1)* =2

Gl = 0o = o T T T )t =1 (a4 (@) =) S

C’est une série alternée, car de la forme > (—1)" a,, avec a, = > 0 pour

de plus on a :
1
lim a,= lim —— =0
n—-4oo n n—-—+oo na + (_1)n+1
donc la série est semi-convergente pour 0 < o < 1

- Pour la série

(-1)"
O = e

Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :
(=" 1

Up| = | ———5| ~ —
[ n® + (—1)

na

1
et que la série ) — est une série de Riemann convergente pour o > 1. Mais
cette série n’est pas absolument convergente pour 0 < a < 1 puisque :
1" | 1

UTL = —n ~ —
[ n® + (—1)

nOl

. 1 . . .
et que la série > — est une série de Riemann divergente pour 0 < a <1
n

C’est une série alternée, car de la forme Y (—1)"a, avec a, = > (0 pour

n® + (—=1)"
tout n > 1 Cependant on ne peut lui appliquer le critére des séries alternées
puisque la suite (a,) n’est donc pas décroissante en effet :

1 1 B (2n)* — (2n+1)* + 2

Gontl = O = G TN T a1 [@nt D+ (@) =1) 7

(="

Un développement asymptotique de ———— est :
ne + (—1)
-1)" -1)" 1 —1)" —1)" —1)"\?
)" (=D B OV N VI VAT
n® + (—1) nt oy N (—1) ne ne ne




c’est-a-dire que le terme général de la série est la somme des trois termes

w=T oL 0 ((_”n)

no n2 n3a

La série Y a, est convergente par le critére des séries alternées, la série) (3, est

1
convergente par le critére de Riemann si 3 < a < 1 et divergente pour 0 < a < 5

et la série >4, est convergente a fortiori. Par conséquent, la série initiale est
convergente pour 5 < a < 1 et divergente pour 0 < o < 5

- Pour la série
cos (n)
n® + cos (n)
Cette série est absolument convergente pour o > 1 puisque :

1 2
< < —
ne —1 ne

Up =

: 1 . :
et que la série ) — est une série de Riemann convergente pour a > 1.
n

cos (n
Un développement asymptotique de (n) est :

ne + cos (n)

(—1)" o) 1 _ cos (n) (1 Ccosm) ((-1)">2+)

n®+ (—1) ne 4 co8 (n) no ne ne
noé
cos(n) cos?(n cos® (n
Lo et ) g ()
ne n=¢ noe

n
tielles de cos(n) Or :

. 1 . )
La suite (—a converge en décroissant vers 0.Reste a étudier les sommes par-

donc

27



cos (n)

alors la série > est convergente par la Régle d’Abel pour 0 < a < 1, mais

cos® (n)
2c0

la série (A.T.P) > est convergente par le critére de Riemann si 3 <a<l

3

, cos® (n . . -

et la série Y O (%) est convergente a fortiori. Par conséquent, la série
n

initiale est convergente pour 5 <a<l

1
P =1
our o 5 a

n n

cos(n) _cos’(n) ) (M >

n3a

2
La série (AT.P) 3 2 (0)
n
1

our o« = —
p 2

est divergente donc la série initiale est divergente
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Chapitre 2

Séries entiéres

Introduction

On étudie dans ce chapitre une famille particuliére de séries de fonctions : celles
de la forme > a,z™, dites séries entiéres. On s’intéresse dans un premier temps aux
propriétés de la somme d’une série entiére (domaine de convergence, continuité, etc.).
On verra ensuite comment exprimer les fonctions usuelles comme des sommes de séries
entieres.
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