CHAPITRE 2
SERIES ENTIERES

2.1 Séries entiéres

Définition 2.1.1 On appelle série entiere toute série de fonctions (Z fn) dont le terme
général est de la forme f,(x) = a,x", ou (a,), désigne une suite réelle ou complexe et x € RR.

Une série entiere est notée ( E anx”). Comme pour les séries de fonctions, on cherche l'en-

semble :
A= {x eR: Z apX" converge}

n=0

qu’on appelle domaine de convergence de la série entiére.

Exemple 2.1.1

Exemple 1 : Z x_

Posons f,(x) = — et appliquons le critere de D’Alembert ;

n+1(X . .
lim / f+23(6)) im 'n 1= 0. La série entiere est absolument convergente pour tout x € R;
doncA=R.

Exemple 2 : Z %
n=1

Posons f,(x) = x_ ona: 1

f n+1 (.X')

fulX) . .
Si |x| < 1, la série est absolument convergente et si x| > 1 la série diverge.
Etudions le cas ou |x| = 1.

X 1 . x"
l | = La série Z i est alors absolument convergente dans [-1, 1] ; et alors

n=0

= |x].

m ( " )Zx
n+1

n—>00

ona

= [_11 1]
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SERIES ENTIERES

Exemple 3 : Z nlx".
=0

n+1\X ) .. .
Cette série ne converge que si x = 0 car lim f f+29(6)) = lim [(n + 1)x| et la limite n’existe que
n—oo n n—oo
six=0:dou:A=1{0}.
E led: —.
xemple n; ”
" n+1\X ) .
Posons f,(x) = — ona lim fur1 () = lim ( 1 )x = |x|. Si |x| < 1, la série est absolument
n n—o0 fn(x) n—oo |I\11 + 1

convergente et si [x| > 1 la série diverge.
Etudions le cas ou |x| = 1.

1
x = 1: c’est la série harmonique (Z E)’ elle est divergente.
(=1)"

x = —1: c’est la série harmonique alternée (Z ), elle est convergente.

Dou:A=[-1,1].

Lemme 2.1.1 (Lemme d’Abel)

Soit (Z anx”) une série entiere. On suppose qu’il existe xo € R tel que la suite
(anxg)n soit bornée. Alors :

1. La série (Z anx”) est absolument convergente pour |x| < |xo|.

2. La série (Z anx”) est normalement convergente pour |x| < r pour tout 0 < r <
|xol.

Preuve.

La suite (a,x]), est bornée, il existe M > 0 tel que ¥n € N |a,xj| <M.
1.) Pour |x| < |xo| :

ayXxpx" x|" n o n

X0 - T .

la,x"| = | = lanxgl|—| < M|—| - La série Z —| est une série géométrique de rai-

0 Xo Xo Xo
n=0
[e9)
son [—| < 1, donc convergente. D’apres le théoréme de comparaison, la série Z la,x"| est
Xo

n=0

[se]

convergente et par conséquent la série Z a,x" converge absolument pour |x| < |xol.

n=0
2.) Soit 0 < 7 < |xo| et soit |x| < 7.

a,xpx" x| r " (T o o
la, x| = — | = lauxgl|—| <M|—| - Comme Z M| —] estune série numérique conver-
0 Xo Xo p— Xo

[o¢]

gente, la série entiere Z a,x" est normalement convergente pour tout x tel que |x| < r et tout
n=0
rtel que 0 <7 < |xol.
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2.2 Rayon de convergence d’une série entiere

2.2 Rayon de convergence d’une série entiere

Pour les séries entieres, la notion de convergence prend une forme assez simple.

Théoréme 2.2.1

Soit (Z anx”) une série entiére; alors il existe un unique nombre réel R > 0
(éventuellement infini) tel que :

1. (Z anx”) converge absolument dans | — R, R[.
2. (Z anx”) diverge si |x| > R.

Preuve.

[ee]

Soit [ ={reR": Z a,r"converge , CIR*. I #(Qcar0 €[
n=0
On distinguera trois cas : I = {0}, [ = R" et {0} C I C R*.

1) I = {0}. On pose R = 0.

Soit x € R*. Ceci implique que [x| > 0 et par suite x ¢ I et la série Z |la,x"| diverge. Montrons

n=0
[o¢] [ee]
que Z a,x" diverge. Pour cela, on raisonnera par 1’absurde. Supposons que Z a,x" converge
n=0 n=0
pour |x| > 0.

[se]

Soit x; € C tel que 0 < |x4] < [x|. La série (Z Ianx’fl) est convergente d’apres le lemme d’Abel
n=0
(2.1.1) et donc x; € I. D’ot1 la contradiction avec le fait que I = {0}.

2) I = R*. On pose R = co. On doit prouver que (Z anx”) est absolument convergente pour
tout x € R.
La série Z |a,|r" converge pour tout r > 0.

n=0
Soit x € R*. Il existe r > 0 tel que |x| < r. Ceci implique |a,x"| < |a,|r" et d’aprés le théoréme

de comparaison la série (Z anx”) converge absolument.
3){0} cICR,I+#({0}et]+#IR"
a) I est majoré. En effet, soit r € R*\I et supposons que r n’est pas un majorant de I. Il existerait

alors r; € [ tel r < ry. D’apres la définition de I, la série (Z Ianlr’f) est convergente ainsi que

(Z |an|r”) (car |a,|r" < |a,|r}) etdoncr € I ce qui est en contradiction avec ’hypothese r € R*\I.

I est alors un ensemble non vide et majoré donc admet une borne supérieure R = sup I. Pour
rel

conclure, on doit prouver que (Z anx”) converge absolument pour tout x, [x| < R et diverge
pour tout x, [x| > R.

b)Soit x € R tel que |x| < R. Il existe p € I tel que |x| < p < R. Comme la série (Z Ianlp”)
converge, (Z |a,| - Ix”I) converge en vertu du théoreme de comparaison. (Z anx”) est alors
absolument convergente.

c) Soit x € R, [x| > R. Ceci implique que |x| ¢ I et donc la série (Z |anxn|) diverge. Montrons

que (Z anx”) diverge. Pour cela, on raisonne par 1’absurde. Si (Z anx”) converge, d’apres
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SERIES ENTIERES

le lemme d’Abel, (2.1.1) la série (Z anxg’) est absolument convergente pour tout x; € R,

vérifiant R < |x;1] < |x| et donc [x;| € I. On a alors nécessairement |x;| < R = sup [ et ceci est en
rel
contradiction avec I'hypothese R < |x;| < |x].

Définition 2.2.1 Lenombre R = sup {r eR": (Z |an|r”) converge } € R" U {+00} est appelé

rayon de convergence de la série (Z anx”).

Remarque 2.2.1 Le rayon de convergence d'une série (Z anx”) est caractérisé par :
1. x| <R= (Z anx”) est absolument convergente.
2. |x]>R = (Z anx”) diverge.
3. |x| = R est le cas douteux ol1 on ne peut rien dire sur la nature de la série.

4. Pour tout r € R* tel que r < R, la série (Z anx”) est normalement (donc absolument)
convergente pour |x| < r.

2.2.1 Détermination du rayon de convergence

Lemme 2.2.1 (Lemme d’Hadamard)

Soit (Z anx”) une série entiere. Le rayon de convergence R est donné par la relation :

Ap+1

. n
= lim +/|a,|
n n—>00

Preuve.
. a +1 . N
a) Posons ¢ = lim |——|- En utilisant le critére de d’Alembert on a :
n—oo an
1
@™ . |ana e
lim | 2| = lim |[==||x| = €)x|. Ceci implique :
n—> oo anx” n—> 00 "

1

a) (flxl <l x| < Z) = la série est absolument convergente
1

B) (f x| >1 < |x| > Z) = la série est divergente

1
D’apres la remarque (2.2.1), R = 7
b) Posons £ = lim \n/lanl. En utilisant le critere de Cauchy :
n—>00

. n . A . z 2 LN
lim +/|a,x"| = {|x| puis on adopte le méme raisonnement que précédemment, on aboutit a
Nn—>00

la méme conclusion; R = 7

Exemple 2.2.1
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2.3 Propriétés

1 - .. ,
Onaa, = — utilisons le critere de D’ Alembert :

Ant1 !

a, (n+1)! n+1
La série est absolument convergente pour tout x € RR.

= lim

n—oo

lim

n—oo

= 0, donc le rayon de convergence est R = oo.

n—oo

On a lim

n—oo

Ap+1 . n |2 L.
| = lim ‘ = 1. Le rayon de convergence est R = 1. La série est
a, n—ooly + 1

absolument convergente pour tout |x| < 1 et divergente si |x| > 1.

Le critere de Cauchy donne :

.on|l 1 :
lim w =5 < 1, le rayon de convergence est R = 2. La série est absolument
Nn—o00

convergente pour tout |x| < 2 et divergente si |x| > 2.

Remarque 2.2.2 Soit ¢» une application de IN dans IN, la série de suivante (Z anx(”(”)) est une
série entiere. On commence par calculer directement la limite suivante;

1
1 x| A1

¢ = lim

n—oo

- lim || POrD-e0n)

n—oo

a, x®m)

n—oo ai’l

puis chercher le domaine de x o1 £ < 1; R est donc sup {f e R* = R* U {00}} ou notre série
converge.

Exemple : Trouver le rayon de convergence de la série : (Z 3”x2”+5). Dans notre cas ¢(n) =
2n + 5.

) 3n+1x2n+7
¢ = lim

n—oo

= 3|x?

3n x2n+5

. ) 3 3
la série converge si 3|x]* < 1 & |x| < ?\/_ d’ot1 le rayon de convergence est : R = B

. 3 . .
La série est absolument convergente pour tout |x| < & et divergente si |x| > 3

2.3 Propriétés

Ce paragraphe étudie les propriétés de continuité, de dérivabilité et d’'intégrabilité de la
fonction somme des séries entieres.
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SERIES ENTIERES

2.3.1 Continuité d’une série entiere

Proposition 2.3.1

Soit (Z anx”) une série entiere de rayon de convergence R et soit

o0

f:1 =R, R[+— R la fonction définie par f(x) = Z a,x", f est alors continue.

n=0

Preuve.

Soit 0 < r < R. Pour tout n € NN, les fonctions f,(x) = a,x" sont continues dans [-R, R] et
puisque la convergence est normale donc uniforme dans [-7,7], f est alors continue dans
[-7,7] pour tout r, 0 < r < R donc continue dans | — R, R[.

2.3.2 Dérivée d’une série entiére

x) — f(x
Définition 2.3.1 Une fonction f : R — R est dite dérivable en xy € R si lim f—( i j:( 0
X—>Xp — A0

existe. On la note f"(xo).

Définition 2.3.2 Une fonction f est dite de classe C" sur un intervalle I de IR, si sa dérivée d’ordre
n est une fonction continue sur 1. On notera alors que f € C*(I) .

Si elle est indéfiniment (ou infiniment) dérivable, on dira alors qu’elle est de classe C-infinie et on
écrira que f € C*(I).

Par contre f € C°(I), signifie que f est seulement continue sur I.

Proposition 2.3.2

Soit (Z anx”) une série entiere de rayon de convergence R, et soit

[o¢]

f 1 =R, R[> R la fonction définie par f(x) = Z a,x". Alors f est dérivable et on a
n=0

[Se]

f(x) = Z na,x".

n=1

Preuve.
n

Soient les fonctions S, :] — R, R[—— R définies par S,(x) = Z ax*. Ces fonctions possedent

k=0
les propriétés suivantes :

i) lim S,(x) = f(x) pour tout x €] — R, R[ et la convergence est absolue donc simple.

n
ii) V¥n € N, S, est dérivable et ona S/ (x) = Z ka1t
k=1
An+1
ay

(” + 1)an+1
na,

= lim

n—oo

1
=

iii) Le rayon de convergence de (Z nanx”_l) est R car lim

n—oo

La suite (S),), est uniformément convergente dans [, r].

f est dérivable etona f’(x) = lim S,(x) = Z na,x"' Vx € [-r,r] et Vr €]0, R[.

n=1
[e9)

Donc f'(x) = lim S,(x) = Z na,x" ' Vx €] - R, R].

n=1
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2.3 Propriétés

Corollaire 2.3.1

[o¢]

Soit la série f(x) = Z a,x" de rayon de convergence R ; f est indéfiniment dérivable

(f € C=(] = R,RD); et F'on a -

f (m)

n!

x".

Vx€]-R,R[, f(x)= i
n=0

Preuve.

En effet, si f(x) = Zanx”, par application de la proposition précédente on a f'(x) =
n=0

[o0)
Z na,x" !, et par récurrence, la dérivée d’ordre k est donnée par la relation :

n=1
(o)

fO@) = Y nln = 1) =2)... (1 = k+ D',
0 20
Kl

De cette expression, il résulte que f ®(0) = azk!; ’est-a-dire que a; =

2.3.3 Primitive d’une série entiére

Définition 2.3.3
Une fonction f : D +— R admet une primitive s’il existe une fonction F : D — R vérifiant F' = f;
(D étant le domaine de définition de f ).

Proposition 2.3.3

Soit (Z anx”) une série entiere de rayon de convergence R et soit

[o¢]

f 1= R,R[+ R la fonction définie par f(x) = Zanx”. On considere la fonction
n=0

o0

F :] = R, R[+— R définie par F(x) = Z %x”“. Alors F'(x) = f(x) Vx €] = R, R[.

n=0
Preuve.
- 4 app N+ 1
o 5N . +1
Le rayon de convergence de la série entiere Z “—x"*1 est R car lim |—- =
—i 11+ 1 n—eo [ +2 a,
. An+1 1 N L .
lim |——| = =. D’apres le théoréme précédent on conclut que F’ = f.
n—oo | A, R

[o¢]

Remarque 2.3.1 Dans le cas réel, si f(x) = Z a,x",aveca, € Retx €] — R, R[, f f(t)dt
n=0 0

x [ 00 X 00 00
a Ap—1
a t"|dt =Y a tdt = Tyl =y o yn tout x €] - R, R[.
[ IS T NS RS R

n=0 n=1
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SERIES ENTIERES

2.3.4 Opérations sur les séries entieres

Proposition 2.3.4

Soit (Z anx”),(z bnx”) deux séries entieres ayant respectivement R et R’ pour
rayon de convergence.

1. Si R # R’, le rayon de convergence R” de la série (Z(an + bn)x”) est R” =
min{R, R’}.

2. S§iR = R’ le rayon de convergence de la série (Z(an + bn)x”) est R” > R.

Preuve.
1) Supposons que R’ < R.

i) |x] < R” = |x| < R. Les deux séries (Z anx”) et (Z bnx”) sont absolument convergentes.
Comme [(a, + b,)x"| < |a,x"| + |b,x"|, il en découle que Z((an + b,)x") converge absolument
pour |x| < R = min{R, R'}.
ii) Si |x| > R’, deux cas de figure se présentent :

a) Si R’ < |x|] < R, la série (Z bnx”) converge absolument et (Z anx”) diverge. Donc

(Z(an + bn)x”) diverge.
b) Si R’ < R < |x|, les deux séries divergent. Montrons (Z(an + bn)x”) diverge. Raison-

nons par 1’absurde. Si (Z(an + bn)x”) converge alors d’apres le lemme d’Abel (2.1.1), la série

(Z(an + bn)x”) converge absolument pour tout xy € IR, tel que |xy| < |x| et en particulier pour
X vérifiant R’ < |xo| < R < |x|. D’ou la contradiction.

2) Si R = R’. Il est clair que la série converge absolument si [x| < R = R’. Le rayon de
convergence R” > R = R’.

[o¢]

. . . = 1-2" .
Exemple 2.3.1 Soient les deux séries f(x) = Z x" et g(x) = Z T x". Les deux séries ont pour

n=0 n=0

: > 1
rayon de convergence R = 1. Par contre la série somme (f + g)(x) = Z Ex”, a pour rayon de
n=0
convergence R"” = 2.

2.4 Séries de Taylor

Probleme
Soit f une fonction réelle a variable réelle x. Peut-on trouver une suite réelle (a,), et r > 0

tels que l'on ait f(x) = Z a,x" pour x €] —1,r[?
n=0
Si ce probléme admet une solution, on dit que f est développable en série entiere au voisinage

de 0.
On peut généraliser cette situation en se posant la méme question pour une fonction définie
au voisinage d"un point x; :
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2.4 Séries de Taylor

Existe-il une suite (a,), et r > 0 tels que l'on ait f(x) = Z a,(x — xp)" pour x €]xg —1,x0 +1[?
n=0
Dans l'affirmatif, on dira que f est développable en série entiere au voisinage de x.

Proposition 2.4.1
Pour qu’une fonction f soit développable en série entiere au voisinage d’un point
xo € R, il est nécessaire qu’elle soit de classe C* dans un voisinage ]xo — €, xo + €[ de x

XD fn)
f n(,XO)(x—xo)”-

et dans ce cas on a f(x) = Z
n=0

Preuve.

[o¢]

Il suffit de remarquer que si f(x) = Z a,(x — x0)", alors et d’apres le corollaire (2.3.1) on a

f(xo) "~

n!

n:

Proposition 2.4.2

Soit f :] — r,7r[— R une application de classe C* dans un voisinage de 0. On
suppose qu'il existe M > 0 tel que pour tout n € IN , et pour tout x €] — r,7],

(0
| f(”)(x)| < M. Alors la série Z f (

M0
a f(x) = Z f nf )x” Vxe]l-rr]

n=0

x" est simplement convergente dans | —r, [ et on

Preuve.
Par hypothese, il existe M > 0 tel que pour tout k € N et pour tout x €]—r, [ ona | f®(x)| < M.
Le développement de Taylor de f au voisinage de 0 a I’'ordre n donne :

Zf‘k)(o) fORO00) i

TEEN X", avec0 < 0 < 1.

f(n+1)(9x)
Pour démontrer le théoreme, il suffit de prouver que lim RTEEIR =0

En effet,
x€l-rr[= xl<r= |0x|<r= [f"D(Ox)| < M;
f(”“)(@x) . Myl
etdone |\ To =N CEENE
V”+1
Or la série de terme général u, = 1) est convergente car;
' (n+1) Ox
nlg)rlo M;:] = nh_I}lo " :_ 1 =0et par suite nh_I)l’lo %xn-ﬂ = 0/
®(0
ce qui donne f(x) = Z f k'( ) .

k=0

Remarque 2.4.1 Il suffit de vérifier que le reste de Taylor, souvent appelé reste de Mac-Laurin , tend

vers 0.
£ (6%)
C’est a dire que lim

n+1 — 0’
e (1 + 1))
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Exemple 2.4.1
1) La fonction exponentielle : f(x) = ¢*.

Cette fonction est indéfiniment dérivable dans R, et on a Yn € N, f®(x) = e*. Le reste de
Ox

Mac-Laurin est : x"*1. On vérifie comme précédemment, que cette limite tend vers

(n+1)!
zéro quand 7 tend vers oo ; et ceci quelque soit x dans R.
Finalement :
x2 3 = X
X = —_— —_— —_— = —_—
Vxel, e_1+1'+2!+3'+ p
n=0

2) Les fonctions hyperboliques :
Les fonctions cosinushyperboliques et sinushyperboliques ont méme rayon de convergence
que la fonction exponentielle, c’est a dire R = co.

e¥ 4 e ¥ X2 P x® x x2n
chx = =1+ =+—+—+---= .
2 207 47 6l (2n)!
n=0
et e 3 x5 7 b x2n+l

shx = 5 :x+§+§+ﬁ+"':;m‘

3) Les fonctions circulaires :
a) La fonction sinus :

f(x) =sinx = f(0)=0, et YpeIN [ (x)=sinx = f#(0)=0

f/(x) = cosx = f(0)=1, et YpelN f[@*(x)=cosx = f#*(0) =1
)= —sinx = f(0)=0, et YpeN fU(x)=—sinx = f&I(0)=0
f(x)=—-cosx = f"0)=-1, et Ype N fH#I(x)=-cosx = f#*I(0)=-1

Les dérivées d’ordre quelconques sont majorées par 1, et ceci quelque soit x dans R. On a
alors :

[ee]

(_1)n 2n+1

sinx = X et R = oo.

Bl Lt (211 + 1))

b) La fonction cosinus :

[o¢]

f(x) = cosx = (sinx)’ = Z

n=0

(_1)71 2n _
(2n)!x , et R =oo0.

4) La série du bindme

Considérons la fonction x — f(x) = y = (1 + x)%, @ € R. Son domaine de définition est
]1—1,00].

On a une relation simple entre la fonction f et sa dérivée.

y=(1+x)* onay =a(l+x)*" d’oul'équation différentielle :

Y(1+x)=ay (2.1)

Toutes les solutions de cette équation sont de la forme y = C(1 + x)*, ou C est une constante
arbitraire. Cherchons maintenant s’il existe une fonction f développable en série entiere au

[se]

voisinage de 0, f(x) = Z a,x" qui est solution de (2.1). Pour qu’une telle fonction existe, il

n=0
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2.4 Séries de Taylor

est nécessaire d’avoir les relations :
= (1+0f'() - af(x) = (1 +2) Z na,x' !~ a Zanx - Z (1 + D ~ (@ = ma, "

On déduit alors que (n + 1)a,41 — (oc ma, =0 pour tout n e lN et donc (n + Va1 = (o —n)ay,
car une série entiere est nulle si et seulement tous ses ccefficient sont nuls. Ceci permet d’avoir :

ap, = od
a—1)a
n = Golo
(a—n+2)a,
ap-1 =
n-1
A (@ —n+1)a,
o n

. Ceci donne enfin
(e =1).. . (a— n+1)

n —

ao

n!
. - 1)(a -2 +1
Soit la série Z ao dCIC VZ' ATl )x Le rayon de convergence R est donné
n=0 '
par la relation :
1_lim al@=1)...(a —n) n! _hm‘a—n B
R~ now (n+1)! ala—1)...(a—n+1)| n—oeln+1l

-Da-2)...(a—n+1)

= a(a
Par construction, la série f(x) = Z ( apx" est solution de 1'équa-

n!
n=0

tion différentielle (2.1), elle est donc de la forme f(x) = C(1 + x)*. Puisque f(0) =ay=C =1,

on déduit que pour x €] -1, 1],

(1+x)a:1+ioc(oc—l)(a—2n)|...(a—n+1)xn; Ro1

Cette série est connue sous le nom de série du bindme.

Remarque 2.4.2 Si a = n € N, alors les dérivées d’ordre n + 1 et plus de (1 + x)" sont toutes
nulles. La série du bindme se réduit a un polynome de degré n, et on retrouve la formule du binome de
Newton.

Exercices d’applications.
En utilisant le résultat ci-dessus, montrer qu’on a les développements suivants. Donner le
domaine de convergence de ces séries.

. 1.3..2n —
a) Vi+x=1+ Z(—l)"‘lwx” S PV U I S I

~ 2421 278" 16" T 128
1 - 1.3..2n-1) 1 5 35
b =1 1)" n—1 D2 2 3 99 4
) s nz_;( V) 278 T16F T8t T
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Remarque 2.4.3

Un développement en série entiere au voisinage de 0 d"une fonction f peut s’obtenir grace
au développement de sa dérivée f’. Par exemple, le développement en série entiere des
fonctions arcsin x s’obtient facilement en remarquant que :

1 - 1.35..2n-1) , 1, 3, 5, 354

=1 T=1+-x"+x"+ —x"+ —=x"+---. Sachant
a2 +; 24621 2° T8 "1 T128” achan
que arcsin0 = 0,

= 1.3.5...2n — 1) xl 53 5 35
arcsinx:x+Z (n-1) x T A T — x4
1

(arcsinx)’ =

246.2n 2n+1 6 = 40 1127 T 1152

Par ce procédé, il est facile par exemple de développer les fonctions x — arccosx , x —
Argshx , x — Arctgx et x — Argthx.

Attention : la fonction x — Argch x n’est pas définie dans un voisinage de zéro, son domaine
de définition est [1, oof.

1
5) La fonction x — T—

On remarque d’une part que pour [x| < 1, lim|x|* = 0 et d"autre part
x+1 1
T+x+x2+...+x"+ =

1-x 1-x
Dou:

[se]

1
1-—x

1 (o]
= Zx”, avecR=1 et = Z(—l)”x”, (R = 1).

n=0 L+x n=0

6) La fonction x — Log(1 + x).
Certains développements en série s’obtiennent au moyen des théorémes sur 1'intégration et
la dérivation des séries entiéres.

Du développement T+, " déduit par intégration :

[ee]

1)
Log(l +x) = Z %x"”, (R = 1). La constante d’intégration est nulle car Log1 = 0.
n=0
A — . 1 n+1 _
On a de méme Log(1l — x) = Z p—y 1x ,(R=1).

n=0
On remarque que ces fonctions sont définies aussi pour des valeurs n’appartenant pas a

l'intervalle ouvert | — 1, 1[ mais leurs développements en série de Taylor au voisinage de 0
ne sont convergents que pour |x| < 1.
Formule tres utile, donc a retenir :

X n

Vxel[-1,1[: Z% = -Logl-x), R=1

n=1

2.4.1 Développement en série entiére au voisinage d’un point x

Soit x — f(x) une fonction définie au voisinage d’un point x, et posons X = x — x,.

Définition 2.4.1 On dit que f est développable en série entiere au voisinage de xj si la fonc-
tion X — f(X + x¢) est développable en série entiere au voisinage de 0. On aura alors :
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2.4 Séries de Taylor

[o¢]

f(X+x) = Z a, X" pour|X| < R.
n=0

Donc f(x) = f(X + x0) = Z a,(x — x0)" pour tout x vérifiant |x — xo| < R
n=0

Exemple 2.4.2 On cherche le développement en série entiere de la fonction f(x) = x au
voisinage de xp = 3. On pose X = x — 3 et on obtient :

N T I Tl

Finalement : \/x = \/5[1 + Z (_2:1_1 . 1'3"’(2” 3)(x _ 3)71).
n=1

24..2n

Domaine de convergence de cette série. Puisque la série entiere en 3 @ pour rayon de

convergence R = 1, ce qui veut dire que pour

3 <l -3<X<3—= -3<x-3<30<x<6,

la série est absolument convergente.

Pourx=0,ona: \5(1 + Z (_;?:l_l (13.(2n - 3)(_3)7,) _ \/5(1 3 Z 1.3...2n - 3)).
n=1

24.2n 24.2n

n=1

= 1.3..2n -3
Le le critere de Duhamel montre que la série Z ﬁ

n=1
Pour x = 6, c’est la méme série mais alternée, donc convergente, car absolument convergente.

En conclusion, la série trouvée a pour domaine de convergence : A = [0, 6].

est convergente.

Remarque 2.4.4 On tire deux conclusions intéressantes.
Le cas x = 0 donne :
Z 13..2n-3)

24.2n

n=

Le cas x = 6 donne :

41 1.3...(2n = 3)
Z( T = V2-1

2.4.2 Sommation de quelques séries entieres

ONPeut dans certains cas reconnaitre, dans une série entiére, le développement d"une
fonction connue ; trouver cette fonction, c’est faire la sommation de la série entiere.
Ce probléme est I'inverse de celui qui a été étudié précédemment.

1¢" exemple

n
Soit la série entiere (Z anx”), le terme a, estde la forme:a, = i ou P(n) étant un polyndéme

en n de degré m.
on met P(n) sous la forme :
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P(”)=040+0¢1”+042”(”—1)+a3n(n—1)(n—2)+---=0¢0+Zakn(n—1)---(n—k+1)_

On a: P(k) = ap + a1k + azk(k — 1) + agk(k — 1)(k —2) + - - - + a_kk!, cette relation de récurrence
permet de calculer toutes les valeurs de ay. On calcule ay, puis a1, puis a, jusqu’a a,,.
exemple : Sommer la série suivante.

sl n

fx) = Z(—4n4 +25n° — 49n* + 31n + 2)%
n=0 .

son rayon de convergence étant I'infini, posons : P(n) = —4n* + 25n% — 49n* + 31n + 2
=ap+an+ann—1)+aznn—-1)n—-2)+aynn —1)(n —2)(n — 3).

Pourn=0onaP0)=ay=2

Pourn=1onaPl)=ay+a;=5=2+a; << a;=3

Pourn =2onaPR2)=ay+2a +20, =4 & a,=-2

Pourn =3onaP(3)=ay+3a; +6a, +6a3 =5 & a3=1

Pourn =4onaP(4) = ay + 4a; + 120, + 2403 + 240, = -82 — a3=-4

—4n* +25m% — 49> +31n+2=2+3n-2n(n — 1) + n(n — 1)(n — 2) — 4n(n — 1)(n — 2)(n - 3).

La somme est alors :

) = Z ( 2 3n 2n(n-1) n(n D(n=2) 4nn-1)(n-2)n 3)) ;

n! n' n! n! n!

+3Z(n_1)|_22(n z)u Z(n 3)u Z(n 4)|
:2;0 o Z(n—w Z(n 2t (n 3 (n I

:(2+3x—2x +x° —4x)
exemple

n

ng

zéme

Soit la série entiere (Z anx”), le terme a,, est de la forme : a,, = P(n) ot1 P(n) étant un polyndme
en n de degré m.

on met P(n) sous la forme :
Pn)=ay+a(n+1)+a(n+1)(n+2)+az(n+1)(n+2)(n+3)+---

ao+Zak(n+1)(n+2)---(n+k).

Ona:Pk) =ag+ai(k+1)+ay(k+ 1)k +2) + az(k + 1)(k +2)(k + 3) + - -- + ak(k 'l"{'m)!

relation de récurrence permet de calculer toutes les valeurs de a,. On calcule «ay, puis a;, puis
ap jusqu’a a,.
exemple : Sommer la série suivante.

, cette

fx) = Z(n3 + 912 + 201 + 11)x"
n=0

son rayon de convergence étant égal a 1. Posons :
Pn)=m+9n® +20n+ 11 = ag + a1(n + 1) + ao(n + 1)(n + 2) + az(n + 1)(n + 2)(n + 3) Pour
n=-lonaP(-1)=ay=-1
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2.4 Séries de Taylor

Pourn=-2onaP(-2)=aqy—-a1=-1=-1-a; & a;=0
Pourn=-3onaP(-3)=ay—2a1 +20, =5 < a,=3
Pourn=—-4onaP(-4)=ay)—3a; +6a; —6a3=11 — az=1
Dou:P(n)=-1+3n+1)+ (n+1)(n+2)(n+3),

et don(:00
f(x) = Z(—l +3n+1)(n+2)+n+1)(n+2)(n+3)x"
n=0

- - Z X" +3 Z(n + 1)+ 2)x" + Z(n + 1) + 2)(n + 3)x"
n=0 n n=0

=0

- 1
Les trois sommes se déduisent de la série géométrique. o — Z x' = - T
n=0
&) 00 4 1 ”
. 3;‘(n+1)(n+2)x” :3[;;x”+2) :3(1_x —1—x)
_ 1L )__6
o\ w2 (1-x)°
& & " 1 "
3 nzz(;(n+1)(n+2)(n+3)x” = (;;x”*3) = (1 +x+ 1%+ 1—x)
1Y -2 Y 6
=(1+2x+—| =12 =
( * x+(1—x)2) ( +(1—x)3) (1—xy
Ona:
) = - 1, 6 . 6 X0 =3x% - 3x+11
Co1l-x (1-xB3 (1-xp% (1 - x)

pour x réel la série ne converge pas aux bornes de l'intervalle de convergence. Le domaine
de convergence est alors | — 1, 1[.

3°™ exemple

Soit la série entiére (Z anx”), le termea, estdelaforme:a, = % ou P(n) étant un polyndme
en n de degré m avec des racines simples et entieres.

On décompose a, éléments simples et on utilisera la formule Z %ﬂ = —Log(1 —x).

n=1
Exemple : Sommer la série suivante.

x?’l

fx) = Z:; (n—2)(n + 1)(n + 3)

son rayon de convergence est égal a 1. Posons :
La décomposition en éléments simples donne :
1 B 1 1 N 1
n-2)n+1)(n+3) 15n-2) 6(n+1) 10(n+3)

2 X

=X Seikis 2 X 2 2
= = e —L 1— = - L 1—
;n_z x;n_z xn:ln x“ (= Log(1 — x)) = —x”" Log(1 - x)

W
E
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- 100 ITvwx® 1 X X
- Yo 1ol =) —x— o -
YTyl Z ( og(l -3 ~x =7 3)
= x 1 «— - 1 N A S o
—:——L 1) mx— o 2 r
.Zn+3 x3Zn+3 x3Z 3( og( x) =% 3 4 5)

n=
On obt1ent fmalement

1
F&) = 5000

Remarques :

1. La limite de f(x) quand x tend vers 1 est bien finie, car

—120x° + 300x* — 180 = —60(2x> + 4x? + 6x + 3)(1 — x) et elle vaut 679/1800.

2. Un développement limité au voisinage de 0 de (=120x° + 300x? — 180) Log(1 — x) + 64x° +
105x* + 240x® — 90x? — 180x montre Aussi que la limite de f(x) quand x tend vers 0 est bien
finie et vaut f(0) =

3. Puisque la série donnée est convergente pour x = -1, le domaine de convergence de la
série est donc [—-1,1].

4. On déduit de ces calculs et ces remarques que :

|(—120x° + 300x* — 180) Log(1 - x) + 64x° + 105x* + 2402 — 90x* — 180x|

1 139
1 = =
f HZ:;A n-2)n+1)(n+3) 1800
(1) = . (=1)" 109 - 240 Log2
f B i (n = 2)(n+1)(n +3) - 1800
En utilisant toujours la formule Z % = —Log(1 — x), on peut sommer des séries de type
n=1

b n

b
Z il aveca e N, beZ'et- ¢ Z".
an+b a

4*™¢ exemple

Sommer la série suivante,

@) = Zzn+1

son rayon de convergence est egal a 1 Ona f(0) =1

el1%casx>0:
fo =Y 2o ‘i—(ﬁ R
L2+l 2n+1l (xd 2n+

= e

Posons 0 < \/E:te]O,l[onaalors:Z e Lions

)2n+1 1 )2n+1

[ee]

2n+1
) t2n+1

7 par dérivation puis intégration

n=0
on obtient :
X t2n+1 1 +t
——L —etd
Li2n+1 gl—te one:
. 1 si x=0
x?’l
=) 557 =) 1 Log Lt VX
n=0 ——Log si x€]0,1]
2+x 1-x
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2.4 Séries de Taylor

° 2éme

casx <0:

( 1)7’1 \/—)2n+1
( 1)7’1X?’l

P =-X -X) = ¢(X ..
osons x ona f(—X) = g(X) = o \/_Z T

"= 2n+1

= (_1)11 ( \/_) (_1)nt2n+1
Posons VX =t €]0,1[> on a alors : Z T - ; T

n=0 n=

par dérivation puis
intégration on obtient :
e (_1)nt2n+1

= Arctgt et en conclusion finale on a donc :
2n+1

1 si x=0

b n 1 1+ \/}
_ Y Log si x€]0,1]
fe) ;2n+1 2vx  T1-+x
Arctg V—x
=
Remarque : Les fonctions trouvées sont continues en 0 et valent 1. Pour le domaine de
convergence de la série étudiée est D¢ = [-1, 1[ et on trouve pour x = —1:

si x€]—-1,0[

1" n

= Arctg 1 = —

Lidn+1 8T
5°M¢ exemple

De la méme maniere on peut sommer des séries de type :

©
fo =Y eT]
n=0

son rayon de convergence est égal a I'infini. On a f(0) = 1.

v (W
x>0 f(x)_nZ:O‘ G = h V.
R GV R
ex<0 f(x)—;W = Ccos V—x.
Beaucoup de séries ne peuvent étre sommer a l’aide de fonctions élémentaires, et ceci
malgré leur simple écriture.
6“"“ exemple La fonction de Lax:

La série étant normalement convergente pour tout x € [-1, 1]. Facilement on trouve :

X

, = x"  —Log(l—x)
O-(X):Z;:g—,
n=1
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fonction dont la primitive n’est pas « une fonction élémentaire. »
Il existe une relation fonctionnelle intéressante pour o(x). On a :

3 * Log(1 —t)
G(X) = —‘f(; fdt

—Log(1 —x)

C’est une intégrale impropre en 0 et en 1. La limite en 0 de EEE— vaut 1, au voisinage

Log(1 —1t) e . . s ) .
del,ona: — " Log(1 — t) dont I'intégrale existe. une simple intégration par partie
donne :

*Logt
o(x) = —[Log(1 — t) Log ], + f 1—gtdt
o 1-
ona tlil’l’(l) (Log(1—-t) Log t) = 0, un changement de variables X = 1—t dansla derniere intégrale
donne :

* Logt ™ —Log(1 - X)  Log(1 - X) ™ Log(1 - X)

On verra au chapitre sur les séries de Fourier que

 Log(1 - X) ' Log(1 - X) = 1
‘fl de—fonX—(’m—Zﬁ—?

n=1

En conclusion on a :

VYx €]0,1[ o(x) 4+ o(1 —x)+ Logx Log(l —x) = %2 (%)

Remarques :
e La formule (x) reste valable pour x € [0, 1], car lirr}) LogxLog(l—x) = lirr}) —xLogx =0
et lim1 LogxLog(l—x) = tlin}) Log(1 —t)Logt = tlin}) —tLogt=0
x—> — —
ox €[0;1/2] &= 1-x €[1/2;1], connaissant les images de tous lesnombres de l'intervalle

[0,1/2] on peut déduire celles des nombres de I'intervalle [1/2,1]; et généralement si a et b
sont deux nombres réels de [0;1] tels quea +b =1 alorson a:

= b = "
Z—Z:Z—LogaLog(l—a)—Z;

n=1 n=1

e En posant x = 1/2 on obtient 20(1/2) + Log2(1/2) =n?/6 d’ou

= 1 w21
1/2) = = — — ~Log®2 ~ 0.58224
a(1/2) ;2”112 5~ 5 Log’2 ~ 0.58
6" exemple

Donner le rayon de convergence de la série suivante puis calculer sa somme :

[Se]

= Y

n=1
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2.4 Séries de Taylor

On a immédiatement

lim A 2n| =1 si n  estpaire
n—o00
1/R = lim /|| = "
e lim “V[1/2n+1]=1 si n estimpaire
n—oo

DouR=1.
On peut écrire cette somme sous la forme :

1 1 1
x+2x2+§x3+4x4+—x5+6x6+§x7+8x8+---

f()

5
1 1 1
= (2x2+4x4+6x6+8x8+~~~)+(x+§x3+5x5+§x7+~-)
s b x 2+l
= 2nx™" +
;”x ;2;”1

La premiere série est divergente pour x = £1, donc le domaine de convergence de la série
donnée est | — 1, 1[, (La 2°™ série est aussi convergente pour x = +1).
On peut écrire :

Ejz

f(x) = x[i xz”) + Arctgx = x(

n=0

xz)n) + Arctg x.

n=0

pour obtenir finalement

1 ’
f(x)=x(1_x2) + Arctgx = + Arctg x Vxe]l-1,1[.

2
(1-x%)

Comme application on a pour x =

&l

= " +9
Z” =7 2 0236.

n=1

Exercice 1 Résoudre I'équation différentielle suivante ; en utilisant les séries entieres :

y'—xy=0
{y(0)=1

y'(©0)=0
Solution : N
Posons y = ag + a1x + axx® + a3x° + agx* + asx° + -+ a, X" + -0 = Z a,x".
Ona:y’ = 2.1.a2 +3.2a3x + 4.3.a,x*> + 5.4.a50° + -+ (n+2)(n + 1n)=a(j1+2x” + .-
- Z(n +2)(1 + 1)apox".
En substltuant dans notre équation différentielle, on trouve :
2.1.a0 + (3.2a3 —ap)x + (4.3.a5 —ar)x* + (5.4.a5 — )X + -+ (n + 2)(n + Dayip — ay1)x" +--- = 0.
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On obtient les équations algébriques suivantes :

2.1.&12 =0

3.2613 — 0y = 0
43.4a4—a; =0
5.4.&5 —ap = 0

On constate que y(0) =1 = a9 = 1 et y'(0) = 0 = a; = 0, comme la premiere équation

algébrique donne aussi a, = 0, on a alors

=1, a1=a,=0 a—i—la—a—o H—L—i a; =ag =0

00— 4 11_ 2 — Y, 3_23_3| 4 — U5 — U, 6_2356_6|/ 7 —Ug — VY,

g == m 9| . On remarque que seulement les coefficients a3, n € IN sont non nuls.

On obtient finalement :

7...(31-2)
(3n)!

A3n+1 = A3p42 = 0 et a3y =

La solution ainsi construite sera :

TR SR

Son domaine de convergence est donné par la reégle de d’Alembert, on trouve que R = 0. La
série est convergente pour tout x dans RR.

Remarque 2.4.5 «a: Le méme probleme avec d’autres conditions, par exemple :

y”—xy:O
{y(0)=0

y(0)=1
Omn a une autre solution, et on trouve ag = 0eta; = 1et :
5 258..(3n-1) 5,
=x+ .

B : L'équation vy’ — xy = 0 a pour solution générale y(x) = a.y1(x) + b.y»(x), oit a et b sont deux
réels quelconques.
1 et Yo sont deux fonctions spéciales, qu’on ne peut pas exprimer a l'aide de fonctions élémen-
taires.
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