Intégrales dépen-
dant d’'un parametre

Tres souvent, la solution d’une équation différentielle aboutit au calcul d’'une primitive :

b
F(x)=J fx,t)dt.

Dans de nombreux cas, il n’y a pas de forme explicite pour cette primitive et il faut donc étudier la fonction F(x)
telle qu’elle nous est donnée, c’est-a-dire sous la forme d’une intégrale, qui dépend du parameétre x. Dans ce chapitre
nous donnons des conditions afin que cette fonction F(x) soit continue et dérivable. Le point-clé des démonstrations
sera la continuité uniforme. Nous appliquons ces méthodes a la transformation de Laplace et a celle de Fourier. Ne
vous lancez pas dans ce chapitre sans de solides bases d’analyse : révisez les chapitres sur les limites, la continuité, la
dérivabilité, et 'intégration.

1. Continuité et dérivabilité d’'une intégrale dépendant d’un para-
metre

1.1. Fonction définie par une intégrale

Soit f : (x,t) — f(x,t) une fonction de deux variables, x et t. Nous considérons x comme un parameétre et t € [a, b]
comme une variable d’intégration. Cela nous permet de définir

b
F(x)=J fx,t)dt.

Un x étant fixé, pour que F(x) existe, il suffit que 'application partielle t — f (x, t) soit continue sur [a, b]. Mais ceci
ne garantit pas la continuité de la fonction F. Nous donnons des conditions suffisantes pour que F soit continue, puis
dérivable.

1.2. Continuité

Théoreme 1.
Soient I un intervalle de R et J = [a, b] un intervalle fermé borné. Soit f une fonction continue sur I x J a valeurs
dans R (ou C). Alors la fonction F définie pour tout x € I par

b
F(x):f flx,t)dt

est continue sur I.

Exemple 1.
Soit
T
F(x)= f sin(x +t) - e dt,
0

définie pour x € I = R. La fonction (x, t) — f(x,t) =sin(x +t)- e*" est continue sur R x [0, ], donc la fonction
x — F(x) est continue sur R.
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On calcule que F(0) = fon sin(t)-1dt = [— cos(t)];r = 2. Méme si on n’a pas de formule pour F(x) en général, on
déduit de la continuité que F(x) — F(0) = 2 lorsque x — 0.

Les démonstrations de cette section utilisent la continuité uniforme, qui fait 'objet de la section suivante.

Démonstration. Soit x, un point de I. Quitte a restreindre I'intervalle en considérant I N[x, — a, X, + a], on suppose
que I est un intervalle fermé borné. Le théoréme de Heine (théoreme 6) s’applique alors a la fonction f sur I xJ :
elle est donc uniformément continue. En particulier, pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout t € J,

x—xol <& = |f(x,0)— f(xo, )| < — .

b—a
Dans ce cas,
b
|F()—F(xo)| = f(f(x,t)—f(xO,t))dt
b
< f |f G, £) = f (xo, 1) dt
< b-ap—=e.
Donc F est continue en xj. (I

1.3. Dérivabilité

Théoréme 2.

Soient I un intervalle de R et J = [a, b] un intervalle fermé borné. On suppose que :
o (x,t)—> f(x,t) est une fonction continue sur I x J (a valeurs dans R ou C),
o la dérivée partielle (x,t) —> %(x, t) existe et est continue sur I x J.

b
Alors la fonction F définie pour tout x € I par F(x) = f f(x,t)dt est de classe €' sur I et :
a

b
F'(x)= J. %(x, t)de.

On peut retenir 'abréviation mnémotechnique d’interversion dérivée/intégrale :
d J b f * 3
dx J, . 90X

Exemple 2.

Etudions F(x) = fol xfﬁ pour x €]0,+00[. Posons f(x,t) = lew Alors :
e f est continue sur ]0,+oo[x[0,1],
. g—{c(x, t)= ﬁ est continue sur ]0,+00[x[0,1].

On aura donc
! —2x
Fl(x)= ——dt.
(x) J; (x2 4+ t2)2

Pour cet exemple on peut calculer explicitement F(x) :

1 (0 de 1 t= 1 1
. F(x)=—2 —2=—[arctan—] = —arctan —.
x2 ), 1+(£) x xle=0 x x

1 1

F'(x)= d (1 arctan L ) __1 arctan !
T dx \x x)  x2 x  x314x72
R 1 1 1

« Ce qui prouve ——dt=——arctan— — ————.
e fo()52+t2)2 x2 x  x(14x2)
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Démonstration. Soit x, € I. Pour simplifier 'écriture nous supposerons que x, n’est pas une extrémité de I. Nous
devons démontrer que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout x € [x,—&,x,+ 6] et x # x; :

F(x)—F(x) _ J af( O dt
X0»

X — X

Ecrivons :

b
Vol
f (f(X,f)—f(xo’t)—(x—xo)é(xo’f)) dt

I

Par le théoréme des accroissements finis, pour tout t € [a, b], il existe x; strictement compris entre X, et x tel que

£ 0= F 0, 0= (=) 2L (21,0

Fixons a > 0 tel que [x,— a, X, + a] soit inclus dans I : la dérivée partlelle df /9 x est uniformément continue sur
[xo—a,xq+a] x[a,b], dapres le théoreme de Heine (théoreme 6). Il existe donc 6 > 0 tel que, pour tout x vérifiant
|x — xy| < & et pour tout t € [a, b],

b
ol
F(x)—F(xO)—(x—xo)J- %(Xo’ t)dt

6,00 = £ G0, 0= (e = x0) 2L (x4, 1) i

N

of of €
= (x,t)— =—(x,,t)| <
dx ) dx (xo0, ) b—a
Si |x — x| < &, alors tout x; strictement compris entre X, et x est encore tel que |x; —x,| < &, donc :
f f €
( 19 t) (XO: t) <

En reportant dans 'expression ci-dessus, on obtient :

(= x0) 2L (1, 0= (= x) 2L (g, 0
X ox

06,0~ £ (o, 0= (= %) 2 (3, )

€

N

X — X
e =l

b
€
< | — Xl
a b_

d’ot1 le résultat en divisant par |x — x;|. O

Il reste a intégrer par rapporta t entre a et b :

dt = |x —xgle,
a

b
F(x)—F(xo)—(X_xo)f %(xo:t) dt

Exemple 3.
Calculons

Posons, pour x € I =[0,+00[ :
L o=x2(e24+1) x 2
F(x)=| ——dt G(x)= ( et dt) H(x) =F(x)+ G(x)
0 t24+1 0
1. Etude de F(x).
2024
En posant f(x,t) = %ﬂn, on note que :
o f est une fonction continue sur [0,+o00[x[0,1],
. %(x, t)= —2xe (1) gt aussi continue.
Dong, par le théoréme 2, F est continue, dérivable et

/ ' af ' —x2(t2+1) —x? ' —x2t?
F'(x)= —(x,t)dt=—2 | xe dt = —2xe e dt.
o 9x 0 0
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2. Etude de G(x).
G n’est pas a proprement parler une intégrale dépendant d’un parameétre. Si on note Gy(x) = f ; et dt, G, est
simplement une primitive de x — e et G(x) = Gy(x)?. Comme Gy(x) = e (la dérivée d’une primitive est la
fonction elle-méme), on a :

d x 1
G'(x)=— (Go(x)z) = 2Gy(x)Gy(x) = 2 | et dt=2xe™ | e du
dx o o
Pour la derniére égalité, on a posé le changement de variable t = xu (et donc dt = xdu, u = { etu variede 0 a 1

lorsque t varie de 0 a x).
3. Etude de H(x).

Par nos calculs précédents, on trouve H'(x) = F’(x) + G’(x) = 0, pour tout x € [0,+0o0[. Cela veut dire que la
fonction H est une fonction constante. Or
1
1 1 7
H(0)=F(0)+ G(0) = ——dt + 0= arctant | = —.

(0) = F(0) ()Lﬂﬂ I L=3

Donc H est la fonction constante égale a 7.
4. Limite de H(x) en +o00.

2
Pt dt) .

1 1
<J e dt=e_"2f 1-dt=e>* —0.
0 0

e Lorsque x — +00, alors G(x) — (f(;r
e Et F(x) > 0 car

1 x2(t2+1)
e
fz—dt
o t2+1

2

FC0)| =

+0o0
e Donc H(x) = F(x)+ G(x) — (fo et dt)
5. Conclusion.
H est une fonction constante : H(x) = %, sa limite en + o0 est donc aussi %. Mais on a calculé cette limite d’'une

autre facon, ce qui prouve :
+o00
e_tzdtzwlzzﬁ
0 4 2

1.4. Théoreme de Fubini

Théoreme 3 (Théoréme de Fubini).
Soient I =[a, ] et J = [a, b] deux intervalles fermés bornés. Soit f une fonction continue sur I x J, a valeurs dans R
(ou C). Alors la fonction F définie pour tout x € I par

b
F(x)=J flx,t)dt

B B b b B
J F(x)dx :f (J flx,t) dt) dx :f (J fx,t) dx) dt .
a a a a a
On retient que l'on peut intervertir 'ordre d’intégration :
B rb b rp
fa J;l L J;z

Géométriquement, on se souvient que calculer une intégrale fa f(t) dt revient a déterminer l'aire sous le graphe,
comme somme de segments de hauteur f(t). Ces segments sont en fait des rectangles de largeur infinitésimale dt.

est intégrable sur I et
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Ici, pour nos fonctions de deux variables, on calcule d’abord l'aire d’une tranche parallele a 'axe des t (en vert sur
la figure), puis on fait la somme (c’est-a-dire on effectue une seconde intégration) des aires de toutes les tranches
(qui ont en fait une épaisseur infinitésimale). On pourrait faire la méme opération en commencant par les tranches
paralléles a 'axe des x (en rouge sur la figure). Le théoréme de Fubini affirme que ces deux méthodes conduisent a la
méme valeur. Ce nombre correspond au volume sous la portion de surface.

g 1
sz j (tsinx +2x)dt |dx
0 0

Premiére méthode. On intégre d’abord par rapport a t, puis a x :

X=T t=1 X=T l‘z =1
I= (tsinx +2x)dt |dx = [—sinx+2xt:| dx
x t 2 =0

=0 =0 x=0
T rsinx —CosXx x=7
(—+2x)dx=[—+x2] =mn2+1
x=0 2 2 x=0

Seconde méthode. On utilise le théoréme de Fubini qui affirme que I'on peut d’abord intégrer par rapport a x, puis
par rapportat :

X=TC t=1 t=1 X=T
=f J (tsinx +2x)dt |dx =f (J (tsinx+2x)dx)dt par Fubini
x=0 £=0 t=0 \Jx=0

t=1 t=1
xX=7 t=1
=f [—tcosx+x2] Odt=f (2t+n2)dt=[t2+n2t]t_ =n?+1
t

=0 = =0

Exemple 4.
Calculons :

~

Démonstration. Par le théoreme 1, la fonction F est continue sur I, donc intégrable. Pour x € I, considérons la
fonction :

w(x,t)=J f(y,t)dy.

C’est une fonction continue sur I x J. (Pour le prouver considérer ¢ (x,t)— p(xq, ty) = f; fly,t)dy + fax° (f (y,t)—
0

fly, to)) dy. Le premier terme est petit pour x proche de x, car f est bornée; le second est petit par continuité
uniforme de f, exactement comme dans la preuve théoreme du 1.)

La dérivée partielle par rapport a x de p(x,t) est g—f(x, t) = f(x,t), qui est elle aussi continue sur I x J. On peut
donc lui appliquer le théoréme 2. La fonction qui a x associe

b b x
<I>(x)=f cp(x,t)dt=f (J f(y,t)dy) dt

b P b
@’(x)=f a—f(x,t)dtzj Flx, ) dt .

est dérivable et sa dérivée est :

On obtient donc, pour tout x €1 :

b x x x b
f U f(y,t)dy) dt=<I>(X)=f <I>’(y)dy=f ff(y,t)dt dy .

Dot le résultat en prenant x = f3. O
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1.5. Bornes qui varient

Une catégorie un peu différente d’intégrales est lorsque ce sont les bornes qui sont les parametres de la fonction :
v(x)

G(x) = fle)de
u(x)
ou u, v sont des fonctions de x.

Théoreme 4.
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] a valeurs dans R (ou C). Soient I un intervalle de R et u,v:I —
[a, b] deux fonctions de classe 6. Alors la fonction G définie sur Uintervalle I par

v(x)

G(x)= f(t)de
u(x)

est de classe €' et

G'(x) = v'(x)f (v(x)) =/ (x)f (u(x))-

Exemple 5.
Calculons la dérivée de

4t
G = —
(x) J; Int

pour x > 1. Pour appliquer le théoréme 4, on se restreint a un intervalle [a, b] tel que, pour x fixé, x € [a, b] C]1,+o00[.
Avec f(t) = =, u(x) =x, v(x)=x2 ona:
1 1 x—1

m’
G'(x)=v'(x) f(v(x))—u'(x) - f(u(x)) =2Xm— nx Inx

Le plus simple n’est pas d’apprendre la formule mais de refaire le calcul a chaque fois, car ce calcul est juste la dérivée
d’une composition.

Démonstration. Considérons d’abord la fonction H définie par
v(x)
H(x)= f(t)dt.

Cette fonction H est la composée de deux fonctions :
H(x) =F(v(x)) = (F o v)(x)

ol F est la primitive

F(x)= f f(t)dt.
a
Comme F et v sont de classe €' alors H est de classe 6 et par la formule de dérivée d'une composition :
H'(x) =v'(x) F'(v(x)).
Mais comme F’(x) = f(x) alors
H'(x) =v'(x)f (v(x)).

Si on fait le méme calcul pour K(x) = f;(x)f(t) dt, on trouve K'(x) = u/(x)f (u(x)).

Finalement
v(x) a v(x)

G(x)= flt)dt = fl)de+ f(t)dt =—K(x)+ H(x),
done u(x) u(x) a

G'(x) =—K'(x) + H'(x) = —u'(x)f (u(x)) +v'(x)f (v(x)).
O

Mini-exercices. 1. Soit F(x) = fol cos(x — mt) dt définie pour x € [0, 7t]. F est-elle continue ? Dérivable ? Si oui,
que vaut sa dérivée ? Calculer fon F(x) dx de deux facons différentes.
2. Soit F(x) = fol e!sinx dt définie pour x € R. F est-elle continue ? Dérivable ? Si oui, que vaut sa dérivée ? Que

valent les limites lim,_,o F(x) et lim,_,y F/(x) ? Retrouver ces résultats en calculant une expression explicite de
F(x).
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3. Calculer le volume sous la portion de surface sous le graphe de f(x,y) = /x+xy + % pour (x,y) €
[0,1] % [2,3].

. 3 .
4. Soit f(t) = =} Justifier que f peut étre prolongée en une fonction continue en 0. Soit F(x) = f ;2 Side
définie pour x € [0, +oo[. Calculer F(0) et F'(x). En déduire le signe de F(x) pour x proche de 0.

2. Continuité uniforme

Cette section a pour but de détailler les outils qui ont servi aux preuves de la section précédente et peut étre éludée
lors d’une premiere lecture. Le résultat principal est le théoréme de Heine qui affirme que toute fonction continue sur
un intervalle fermé borné est uniformément continue.

2.1. Fonctions d’une variable

La continuité uniforme est une notion plus forte que la continuité. On peut dire que la continuité uniforme est a la
continuité ce que la convergence uniforme est a la convergence simple.

Définition 1.
Soient I un intervalle de R et f une fonction définie sur I, a valeurs dans R (ou C).

1. On dit que f est sur [ si

Vxo€I Ve>0 35>0 Vxel [|x—xo|<8 = |f(x)—f(xo)| <e.
2. On dit que f est sur [ si

Ve>0 36>0 Vxg€l Vxel |x—xo|<8 = |[f(x)—f(x)| <e.

£ (x0)9

Rappelons que |x —x,| < 6 équivaut a x € [xy— 6, x5+ 6]

Evidemment, la continuité uniforme implique la continuité, mais la réciproque est fausse en général. La différence
entre les deux est subtile. Dans la continuité simple, la valeur de 6 peut dépendre non seulement de € mais aussi de
X,. Dans la continuité uniforme, elle ne peut dépendre que de € : pour un € donné, on peut choisir le méme 6 pour
tous les points de l'intervalle.

2.2. Théoreme de Heine

Théoréeme 5 (Théoreme de Heine).
Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est uniformément continue.

La démonstration est reportée en fin de section.

Comme applications immédiates :
¢ La fonction x — /X est uniformément continue sur [0, 1].
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« La fonction x — 1/x est uniformément continue sur tout intervalle du type [€,1] (avec 0 < € < 1).
Pour bien comprendre la subtilité de la continuité uniforme, nous allons reprendre ces deux exemples a la main.
Nous allons vérifier que x — 4/x est uniformément continue sur [0, 1], mais nous commengons par prouver que sur
lintervalle ]0, 1] (qui n’est pas fermé borné) la fonction x — 1/x n’est pas uniformément continue.

Exemple 6.
Examinons la fonction inverse sur I =]0,1] :
f : 10,1] — R
x — fa)=1
Soit x €]0, 1] (x joue ici le r6le de x, dans la définition de la continuité uniforme) et soit 0 < € < 1. L'image réciproque
par f de lintervalle [f(x) —€,f(x)+ e:| est l'intervalle :

S U@-esm+el)=| .

fG)+e flx)—e

]:[x—5x,x+ux:|

y

f(x)+e -
fx)
flx)—e€~
X
ol l'on a posé
5 1 1 ex? 1 1 ex?
:x— :x— = :——x:—— = .
x f(x)+e lie 1+ex Hx f(x)—e 1e 1—ex

Notons que &, < U, Ainsi [x —&,,x + 5, ] est le plus grand intervalle symétrique dont I'image par f est contenu dans
[f(x)—¢, f(x)+ €]. Observons que, pour € > 0 fixé, 5, tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Bien s{ir, pour n’'importe
quel 6’ < &, I'implication

X' —x|<8 = |f(x)—fx)|<e
reste vraie. Mais il n’est pas possible de choisir un méme &’ > 0 tel que cette implication reste vraie pour tous les x de
10, 1]. En effet un tel &’ devrait étre inférieur a tous les &, mais ceux-ci tendent vers 0. Conclusion : la fonction f
n’est pas uniformément continue sur ]0, 1].

Exemple 7.
Examinons maintenant la fonction racine carrée sur l'intervalle I =[0,1] :
f : [0: 1] — R
x — fl)=4vx

Soient x € [0,1]et0 < e < 1.
e Case < f(x).
L'image réciproque par f de l'intervalle [ fx)—e, f(x)+ e] est l'intervalle :

FU @ —ef@)+e]) =[(Vi—e (Vx + )] =[x — (2T — %), x + (2evx +€2)]

e Case > f(x).Ona:

ffl([f(x)— €, f(x)+ e]) = [O,(ﬁ+ 6)2] = [0,x +(2ev/x + 62)]
La longueur de ces intervalles dépend de x & priori. Posons & = €2. Nous allons cependant démontrer que, pour tous
x,x" €[0,1], si |x'—x| < &, alors |f(x")— f(x)| < €, ce qui entrainera que f est uniformément continue sur I.
« Supposons d’abord € < /x. Alors 2e/x + €2 > 2e/x — €2 > €2 = §. Donc l'intervalle f_l([f(x) —€,f(x)+ E:D
contient lintervalle [x — &, x + 6] : si x’ vérifie |x’ — x| < &, alors |f (x') — f(x)| < e.



INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 2. CONTINUITE UNIFORME 9

« Supposons maintenant € > 4/x. Si 0 < x’ < x + 6, alors 0 < x’ < x + (2e4/x + €2), donc |vx/ — /x| < € : si
|x'—x| < &, alors [f(x")— f(x)| <e.
Conclusion : la fonction f est uniformément continue sur [0, 1]. Bien s{ir, c’est aussi une conséquence immédiate du
théoréme de Heine ; ce que I'on gagné en plus ici, c’est une valeur explicite pour & : 5 = €2, qui dépend du choix de €,
mais, comme on le souhaitait, pas du point x € [0, 1].

Y Y
JX+eF-----------——- ,
VX[ | VXteT
Vx—e+----- | : |
o VX[ |
M x i X X i x
(Vx—e)* (Vx+e) (Vx+e)

2.3. Fonctions de plusieurs variables

La continuité uniforme est une notion générale. Vous aurez noté que nous en avons eu besoin dans la section précédente
pour des fonctions de deux variables.

Définition 2.
Soient I et J deux intervalles de R et f : (x,t) — f(x, t) une fonction définie sur I x J, a valeurs dans R (ou C).
1. On dit que f est sur I xJ si
V(xg,tg) €I xJ Ve>0 I6>0 V(x,t)elxJ
(x,t) € [xg—8,x0+ 8] x [tg—5,tg+ 8] = |f(x,t)—f (x,t0)| < €.
2. On dit que f est sur I x J si
Ve>0 36>0 V(xptg)elxJ V(x,t)elxJ
(x,t) €[xg—8,x0+ 8] x [tg—5,tg+ 8] = |f(x,t)—f(x,t0)| < €.

to+6 +-------
(X0, to)
to4-------- ---e
SN B

Attention, il ne suffit pas que les applications partielles x — f(x,t) et t — f(x,t) soient continues sur I et J
respectivement pour que f soit continue sur I x J.
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Théoréme 6.
Soient I et J deux intervalles fermés bornés de R et f : (x,t) — f(x,t) une fonction continue sur I x J, a valeurs
dans R (ou C). Alors f est uniformément continue sur I x J.

2.4. Démonstration du théoreme de Heine

Nous commencons par rappeler le théoréeme de Bolzano-Weierstrass (voir le chapitre « Suites »), dont une variante est
le lemme de Borel-Lebesgue. Les deux sont des cas particuliers de résultats de topologie beaucoup plus généraux que
vous apprendrez plus tard.

Théoréme 7 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite bornée de réels admet une sous-suite convergente.

Le lemme de Borel-Lebesgue affirme que, de tout recouvrement d’un intervalle [a, b] fermé borné par des intervalles
ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Lemme 1 (Lemme de Borel-Lebesgue).
Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R. Etant donné pour chaque x € [a, b] un intervalle ouvert I, tel que x € I,
il existe un nombre fini de points x4,...,x,, € [a, b] tels que

m
[a,b]c| I, .
i=1
I,
L, ——
I.r] T i Ix”
| |
1 L 1
| | | | L
\ 1 1 1 1
a X1 Xy X3 Xn b

Démonstration. e« La premiére étape consiste a montrer que, pour un certain entier n, tout intervalle de la forme
] - %, y+ %[ est inclus dans au moins I'un des I :

dneN Vye€l[a,b] 3Ixe€[a,b] ] —%,y+%[c[x
Supposons par I'absurde que cette affirmation soit fausse. C’est-a-dire, supposons que sa négation soit vraie :
VneN 3dyela,b] Vxe<[a,b] ] —%,y+%[¢]x

Pour chaque n, soit y,, € [a, b] 'un des y dont l'existence est affirmée ci-dessus. Par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut extraire de la suite (y,) une sous-suite (y4)), qui converge vers c € [a, b]. En particulier,

. 1 1 , . . . . ..
aucun des intervalles ] Yot~ 3000 Yot T W[ n’est inclus dans I, ce qui est impossible, car c est la limite de
(J’¢(k))-

o En utilisant la premiére étape, nous allons démontrer le lemme par 'absurde : nous supposons donc qu’aucune
réunion finie des intervalles I, ne recouvre [a, b]. Fixons un entier n dont I'existence est affirmée ci-dessus. Soit
y; un point de [a, b]. 1l existe x; tel que ]y1 — }l,yl + %[ C I,,. Comme I, ne recouvre pas [a, b], il existe un
point y, de [a, b] qui n’appartient pas a I, . Ce point est a distance au moins 711 de y;. Il existe un point x, tel que
] Yo — %, Yo+ %[ C I,. Laréunion I, UI,, ne recouvre pas [a, b]. Donc il existe y; en dehors de cette réunion : y;
est a distance au moins % de y; et de y,. Par récurrence, on construit ainsi une suite (y;) de points de [a, b] telle
que deux quelconques de ses éléments sont a distance au moins % En appliquant une fois de plus le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, une sous-suite de (y;) devrait converger, ce qui n’est pas possible. D’ot1 la contradiction.

O

du théoréme 5. Soient [a, b] un intervalle fermé borné et f une fonction continue sur [a, b]. Soit € > 0. Puisque f est
continue, pour tout x € [a, b], il existe un réel strictement positif, que nous noterons &,, tel que, pour tout x’ € [a, b],

b —xl <5 = [F(x)—f00)| < 3.

1 . 5 5 .
Pour chaque x, considérons I'intervalle ouvert I, = ] -3, x+ 7*[ Par le lemme de Borel-Lebesgue, on peut extraire
de cette famille d’intervalles ouverts un sous-recouvrement fini de [a, b] :

Axq4,...,x, €[a, b] [a,b]CUIxi
i=1
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,,,,,

Sy [ ..
- < 6,,. Dautre part |x" —x;| < [x"— x| +|x —x;| <& + 5 < §,,. Ainsi lorsque |x"— x| < §,

/ / € €
FON=fE < |FCD=F | +[f ) = f | < 5+ 5 =¢,
par définition de 6, . Ce qui prouve la continuité uniforme de f. O

Nous omettons la démonstration du théoréme 6, qui repose sur le théoreme 5.

Mini-exercices. 1. Trouver une constante explicite & (en fonction de €) qui assure 'uniforme continuité de la
fonction x — x sur l'intervalle [0,1].

2. Méme question avec x — x?2 sur l'intervalle [0, 1].

3. Montrer que l'application x — % est uniformément continue sur ]0, 7t].

4. Montrer que si f : I — R est k-lipschitzienne (il existe k tel que |f(x) —f(y)} < k|x —y| pour tous x,y € 1)
alors f est uniformément continue sur I.

5. Montrer que la fonction x — sinx est uniformément continue sur R. (On pourra utiliser le théoréme des
accroissements finis.)

3. Intégrales impropres dépendant d’un parametre

3.1. Fonction définie par une intégrale impropre

Comme si cela ne suffisait pas, nous avons encore une difficulté a ajouter : que se passe-t-il si I'intégrale définissant
une fonction est prise sur un intervalle infini, ou bien si la fonction a intégrer tend vers l'infini en un point? La
convergence d’'une intégrale s’étudie en isolant les problémes. Chaque type de probleme peut ensuite se ramener
par un changement de variable au cas d’'une intégrale sur [0, +oo[. Afin de ne pas alourdir les notations, nous nous
limiterons a ce dernier cas. Soit f : (x,t) — f(x, t) une fonction définie sur I x [0,+00[, ot I est un intervalle de
R. Supposons que l'intégrale de I'application partielle t — f(x, t) soit convergente sur [0, +oo[. Nous souhaitons
étudier la fonction qui a x € I associe

F(x)=f flx,t)dt.
0

Comme vous le savez, une intégrale convergente est définie comme une limite d’intégrales sur des intervalles bornés.
Posons

A
Fuilx) = J flx,t)dt, dou F(x) =Aljinoo Fa(x).
0

Les résultats des sections précédentes donnent des conditions sous lesquelles F,(x) est continue et dérivable pour A
fixé. Pour passer a la limite quand A tend vers I'infini, nous allons ajouter une hypothése dite de convergence dominée.

3.2. Convergence dominée

Définition 3.
Soit f : I x[0,+0o[ une fonction continue a valeurs dans R (ou C). On dit que (x, t) — f(x, t) vérifie ’hypothése
de s'il existe g : [0,+00[— R telle que :
1. lintégrale f0+ * g(t) dt soit convergente,
2. et telle que
Vee[0,+o0[ Vxel |f(x,t)|<g(t).

. . \ . +00 .
Remarque. 1. Noter que g est nécessairement a valeurs positives, donc fo g(t) dt est en fait absolument conver-
gente.

.y o +00 .
2. Dans le cas de convergence dominée, pour chaque x € I, I'intégrale F(x) = fo f(x,t) dt est donc aussi
absolument convergente.
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3. Il existe une hypothese plus faible qui implique la convergence dominée et permet aussi d’énoncer les résultats
suivants : c’est la convergence uniforme de (F,) vers F, mais nous n’en parlerons pas ici.

Exemple 8.
Soit f (x, t) = $E435 . Alors f vérifie hypothése de convergence dominée sur I = R car
sinx +sint 2
x,t)| = =g(t
7.0 v STee 80

avec f0+°o g(t) dt qui converge.

3.3. Continuitée

Sous ’hypothése de convergence dominée, les résultats sont bien ceux que vous attendez.

Théoreme 8.
Soient I un intervalle de R et J = [0, +00[. Soit f une fonction continue sur I x J a valeurs dans R (ou C) et qui
vérifie ’hypothése de convergence dominée. Alors la fonction F définie pour tout x € I par

F(x)=f f(x,t)dt
0

est continue sur I.

Démonstration. Fixons € > 0. Comme l'intégrale f0+ * g(t) dt converge, alors il existe A> 0 tel que f A+ * g(t)dt <e.
Fixons un tel A. Cela implique que, pour tout x €1 :

f f(x,t)dt
A

. A . s . ” . .
La fonction Fy(x) = fo f(x,t) dt est une fonction définie par une intégrale sur I'intervalle fermé borné [0,A], donc
par le théoréme 1, la fonction x — F,(x) est continue. Fixons x,. Il existe donc & > 0 tel que pour |x —x,| < 6 on ait
|Fa(x) = Fa(xo)| <e.
Pour conclure :

[P0 = Fa(x)| = <f |f G, 0] de < f g dr<e
A A

}F(x) —F(Xo)| < |F(X) - FA(X)l + |FA(X) _FA(X0)| + }FA(XO) - F(Xo)| < 3e
Ce qui prouve la continuité de F. O

3.4. Dérivabilité

Théoreme 9.
Soient I un intervalle de R et J = [0,+00[. On suppose que :
o (x,t)—> f(x,t) est une fonction continue sur I x J (a valeurs dans R ou C).
o la dérivée partielle (x, t) — g—{c(x, t) existe, est continue sur I x J et vérifie Uhypothése de convergence dominée.

+00
Alors la fonction F, définie pour tout x € I par F(x) = f(x,t)dt, est de classe €* sur I et :
0
+00o
5,
F'(x)= f —f(x, t)de.
o Ox

La preuve est similaire a celle du théoréme 2, en la modifiant comme pour le théoréme 8.

Exemple 9.
Calculons, pour x € R,

+oo
F(x)= J cos(2xt)e™" dt.
0

1. F est continue.
. 82 qsp s . _ +oo _
Soit f(x, t) = cos(2xt)e t* définie et continue sur I x J =R x [0,+00[. On a |f(x, t)} <et.Or 0 © © de
2 . e 1 R S
converge. Donc, avec g(t) =e™"", on vient de prouver que f vérifie 'hypothése de convergence dominée. Ainsi,

par le théoréme 8, la fonction x — F(x) est continue sur R.



INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 3. INTEGRALES IMPROPRES DEPENDANT D'UN PARAMETRE 13

2. Dérivée de F.
Ona

of
dx
. o +00 . . g
Avec cette fois g(t) = 2te™" (dont l'intégrale f o &(t) dt converge), on sait que % est continue et vérifie
I’hypothése de convergence dominée. Par le théoréme 9, on obtient que x — F(x) est dérivable sur R, de dérivée

(x,t) = —2tsin(2tx)e .

—t2

continue, et surtout :

+00 +00 +oo
F'(x)= 4 cos(2xt)e™t dt = i[ cos(2xt)e_t2] dt=-2 sin(2tx) te™t dt
dx J, o Ox 0

3. Calcul de F/(x) en fonction de F(x).

2
On fait une intégration par parties avec u(t) = sin(2xt) et v'(t) = te~t" (donc u'(t) = 2x cos(2xt) et v(t) = =5—)

—t? —t?

/ e . 2 . —e +00 too —e
F'(x)=-2 sin(2tx)-te”" dt = —2[ sin(2xt) - 5 ]0 +2 2x cos(2xt) - 3 de
0 0

Le crochet vaut O et ainsi :
F'(x)=—2xF(x)
4. Calcul de F(x).

Ainsi F vérifie l'équation différentielle élémentaire F/(x) = —2xF(x). En écrivant % = —2x et en intégrant, on
obtient In \F(x)| =—x2+c, dou
F(x)=F(0)e™".
Or, on a vu que F(0) = Owo et dt = ‘/TE (voir 'exemple 3), d’ou
F(x)= ﬁe_xz.
2
Sans 'hypothese de convergence dominée, les théoremes 8 et 9 ne sont plus valides.
Exemple 10.
Soit f(x,t) = ————. Alors f est continue sur R x [0,+00[ et
£ 0= e Alors f [0, +00
A A xA
x dt du
FA(x)=j f(x,t)dt=f —=J ——— avec u = xt
0 o 1+(xt)? ), 1+u?
XA
= [arctan(u)]o = arctan(xA).
Donc :
400 +m/2 six>0
F(x)= f flx,t)dt = lim F,(x)= lim arctan(xA)={ —m/2 six<0
0 A—+00 A—+00

0 six=0

Ainsi F est discontinue.

3.5. Théoreme de Fubini

Théoréme 10 (Théoréme de Fubini).
Soient I = [a, B] un intervalle fermé borné et J = [0, +00[. Soit f une fonction continue sur I x J, a valeurs dans R
(ou C) et qui vérifie Uhypothése de convergence dominée. Alors la fonction F est intégrable sur I et

p B, (oo too [ ~p
J F(x)dx =f (f flx,t) dt) dx =f (f flx,t) dx) dt .
a a 0 0 a

Mini-exercices. 1. Soit f (x,t) = Int_ définie pour x € [0,1] et t € [1,4+00[. Montrer que F(x) = f;roof(x, t)dt

e
est une fonction continue, dérivable, de dérivée continue. Calculer F’(x).

2. Méme exercice avec f(x,t) = t¥e~" définie sur [1,10] x [1,+oo[.

3. Soit f(x,t) = ¢(x)-(t) avec ¢ : [a,b] — R une fonction %*, et 1) : [0, +00[— R une fonction d’intégrale
+00 . . 7.
absolument convergente. Montrer que F(x) = fo f(x,t)dt est une fonction continue, dérivable. Trouver une

formule simple pour fab F(x)dx.



INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 4. TRANSFORMEE DE LAPLACE 14

4. Soit F(x) = o #. Montrer que F est définie en x = 0. A I'aide d'un changement de variable sur t, montrer

que la fonction F est continue sur [0, +oo[. Calculer la limite de F en 0. Que peut-on dire pour la dérivée ?

4. Transformée de Laplace

Cette section est une introduction a la transformée de Laplace, qui est une opération mathématique trés utilisée en
électronique, ou elle correspond a changer une fonction qui dépend du temps t en une fonction qui dépend de la
fréquence s. Elle est aussi utile pour résoudre les équations différentielles, car la transformée de Laplace permet de
transformer des opérations d’analyse (dérivation/intégration) en des opérations algébriques (multiplication/division).

4.1. Définition

Définition 4.
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, +oo[, & valeurs dans R (ou C). La de f
est la fonction F définie par :

F(s) = f f(t)e™t dt
0

Si l'on veut insister sur la dépendance vis-a-vis de la fonction f (plutdt que du parametre s), alors on note plutét cette
méme intégrale par :

2(f) =f f(t)e™ dt
0

Remarque.
Dans ce cours :
« Nous supposerons que s est un parametre réel. (Alors qu'en toute généralité s € C.)
» Nous supposerons les fonctions continues. (Alors qu’en électronique les fonctions sautent souvent d’'une valeur a
une autre.)
e Lorsque l'on écrit F(s), cela signifiera par convention que I'intégrale converge.

Exemple 11.1. Soit f(t) =1, la fonction constante égale a 1. Alors, pour s > 0,

+oo oSty st _ 0 1
F(s)=f 1o de=[ = ]°°= lim ( ¢ )—(—e)=—.
o S 0 t—+00 S S S

2. Soit f(t) = e’. Alors, pour s > 1,

+00 +00 (1-s)t
e +oo 1
F(s)= efe”st dt = e dr = [ ] =—.
0 0 1—s -0 s—1

3. Soit f(t) = t. On effectue une intégration par parties avec u(t) = t, v'(t) = e**. Alors pour s >0 :

+oo —st +oo —st —st
—e " 7t —e lp—e™ gt 1
F(s)= t-e*“dtz[t- ] - 1- dt=0+—[ ] ==
0 $ 0 $

0 S s 0 s2
Voici un critére simple qui garantit 'existence et de bonnes propriétés pour la transformée de Laplace.

Proposition 1.
Supposons qu'’il existe n > 0O tel que

lim 0 =

t—+o0 tn

0.

1. Alors, pour tout s > 0, l'intégrale F(s) existe.
2. La fonction s — F(s) est continue sur ]0,+oo[.
3. lim,_,, ., F(s)=0.

4. La fonction s — F(s) est dérivable sur ]0,+oo[ et

F'(s)= —f tf(t)e*" dt.
0
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Remarque : on pourrait raffiner la condition. En effet, s’il existe a > 0 tel que % — 0 (lorsque t — +00), alors les

mémes conclusions sont valides, mais seulement pour s > a.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que l'application (s,t) — ¢(s,t) = f(t)e™" vérifie I'hypothése de
convergence dominée sur [s,, +00[ x[0,+00o[, quel que soit s, > 0. Nous avons supposé f continue en 0, donc le
seul point incertain est +0c0. Fixons s, > 0. Pour s > s, on écrit simplement que |p(s, t)| < |f(t)|e~*". Il nous reste a
montrer que f O+°o |f (t)]e~o" dt est absolument convergente. Comme f(t)/t" — 0 lorsque t — +00, alors il existe
A> 0, tel que pour t > A, |f(t)|/t" < 1. Ainsi

+00o +00 +oo
t
f [F (Ol de = f PN gt g < f et dt.
A A t A

Cette derniere intégrale est convergente. Donc ¢ vérifie 'hypothése de convergence dominée.

1. (s, t) vérifiant ’hypotheése de convergence dominée, alors, pour chaque s > 0, I'intégrale F(s) est absolument
convergente.

2. Par le théoréme 8, la fonction s — F(s) est continue.

3. Comme ci-dessus, pour t > A, |f(t)] < t" < e* pour un certain a > 0.
e Sur [0,A], f est continue donc majorée par un certain M > 0. Aussi :

A A e—st A 1_e—sA
f If ()]e" dthJ. et dt=M[— ]O=M — 0 lorsque s — +00
0 0 s s

e Sur [A,+00[, on peut écrire pour s > a :

+oo +00 (a—s)t _ (a—s)A
e +00 e
If(D)]e~*t dt < et dt = [ ] =——— >0 lorsques— +0c0
A A a—s -A a—s

Conclusion : |F(s)| < 0+°° |f(t)|e_5t dt — 0 lorsque s — +00.

4. La dérivée partielle (s, t) — %—f(s, t) = —tf(t)e™>t vérifie 'hypothése de convergence dominée (car tf(t)/t""1 —
0). Donc par le théoréme 9, s — F(s) est dérivable et sa dérivée est celle attendue.

O

4.2. Propriétés

Proposition 2. 1. Linéarité. £ (Af + ug) = A2(f) +uZL(g).
2. Dérivation. | £(f') =s2(f)— £ (0)|

Intégration. f(f = %z(f) ou ff est la primitive de f s’annulant en s = 0.
Théoréme du retard. .,%(f(t — T)) = e’”,%(f(t)).

Théoréme de la valeur initiale. lim,_,, ., sF(s) = f(0).

AL

Théoreme de la valeur finale. Si la limite de f (t) existe et est finie lorsque t tend vers +00, alors lim,_,osF(s) =
lim, o0 f (£).

Nous prouvons ces résultats sous les hypotheses suivantes :
 f est continue sur [0, +oo[.
o Il existe n > O tel que lim,_,, o,
« Il en est de méme pour f’.

0 _ g

tn

Démonstration. 1. C’est la linéarité de I'intégrale.

2. On effectue une intégration par parties, pour s > 0 :

+00 oo +00
/(1Y . p—St — st _ A pst
L F(t)-e~stdt [f(t) e ]O L f()-(—se™)dt
Le crochet vaut —f (0) car lim,_,, o, f (t)e™" =0, ce qui donne la formule :

L(f)=—f(0)+s2(f)

3. C’est le résultat précédent appliqué a la primitive de f (au lieu de f), en remarquant que f f vérifie les mémes
hypotheses que f et donc .Z(f f) est bien définie.
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0 sit<7T
flt—7) sitz7
morceaux, mais il est facile de montrer que sa transformée de Laplace est bien définie. En effet, en posantu = t—7 :

. La fonction retard g(t) = f(t — 7) est définie par g(t) = { . C’est une fonction continue par

_sf(g)=J g(t)-e_“dtzf f(t—'r)-e_“dtzf fW) e du=e"2(f)
0 T 0

. Onnote F(s) = Z(f) et G(s) = £(f’). On part de la formule de dérivation G(s) = sF(s)— f(0). Par la proposition
1, on sait que lim,_,, ., G(s) = 0, lorsque s — +00. Ce qui donne lim,_, , ., (sF(s) —f(O)) =0.

. Notons que G est définie en O car G(0) = O+°° f(t)dt = [f(t)] =1lim,_, o f (t) — f(0) est une valeur finie
(existence de cette derniére limite est une hypothese de I'énoncé). D’autre part la continuité de G (voir proposition
1, mais ici sur [0, +00[) implique G(s) — G(0).

+00
0

On repart maintenant de la formule de dérivation G(s) = sF(s)— f(0). Ainsi G(0) = lim,_,, G(s) = lim,_,, (sF (s)—
f(O)). Conclusion : lim,_,, o, f(t) — f(0) = lim,_,, (sF(s) —f(O)), d’ou le résultat.
O

4.3. Transformées de Laplace usuelles

Voici quelques transformées de Laplace classiques.

f(t) F(s)  validité

c < s>0

t" = s>0
et S_La s>a
the®t # s>a
sin(wt) =7 s>0
cos(wt)  Zr= s>0
Vit %\/?3 s>0
% = s>0

Voici quelques preuves :

1. Transformée de Laplace de t".

On effectue une intégration par parties afin de trouver une formule de récurrence, pourn > 1 :

St

oo eStqtoo [T n
F,(s)= J thee St dt = [t" . ]0 + —J- t" et dt = —F,_(s)
0 S S 0 S

JE 7 Ay 7 1
On a déja calculé Fy(s) = %, d’ot1 par récurrence F,(s) = 7.

2. Transformée de Laplace de sin(wt).

iwt it

Par la formule d’Euler, sin(wt) = <55 Or
+00 +o00
doresige= [ esnon gp o [L__gsgon]' o L
0 0 —s+iw 0 s—iw
De méme, la transformée de Laplace de e~ ¢! est S +1iw. Par linéarité,

+00 .
F(s)= f sin(wt)e™*t dt = 1 ( 11 ) 1 2iw _
0

2i\s—iw s+iw 2ils—iw|? s2+ w2’
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3. Transformée de Laplace de \/i?
Notons que t — % est définie sur ]0, +oo[ seulement.

On effectue le changement de variable u = +/st, donc du = § —tt :
e de 2 [T 2 JT [T
F(s)= e —=——= e du=——=4/—
0 Vios ), s 2 s
On a calculé f0+ P du= ‘/TE dans 'exemple 3.
Exemple 12.
Calculons la transformée de Laplace de f(t) = % 1 F(s)= f O+°° Sl—’t”e_“ dt. Par la formule de dérivée (proposition
1), on sait en utilisant les tables que :
T sint e 1
F'(s)=— t—e ' dt =— sint-e”*'dt =—
o t o s2+1
On intégre pour obtenir F(s) = —arctans + ¢, ol ¢ € R. Comme on sait que F(s) — 0 (lorsque s — + 00, toujours par

. i
la proposition 1) alors ¢ = +7. Donc

I 1
F(s) = 57 arctans = arctan —.
s
En admettant que la formule reste valable en s = 0, on trouve :

+00
t
F(0) = LI PR
.t 2

4.4. Transformée de Laplace inverse

Il existe un théoréme qui prouve que la transformée de Laplace F(s) détermine la fonction f (t).

Théoréme 11.
Soient f, g : [0,+00[— R deux fonctions continues et soient F et G leurs transformées de Laplace. Si pour tout s > 0,
F(s) = G(s), alors pour tout t > 0, f(t) = g(t).

Ce théoreme permet de parler de la transformation de Laplace inverse, c’est-a-dire passer de F(s) a f(t). Il n’existe
pas de formule a notre portée pour rendre ce passage explicite. C’est donc I'intérét des tables des transformées de
Laplace : connaissant F(s), on cherche a la main a quel f(t) cela correspond.

Exemple 13.
A quelle fonction f(t) correspond la transformée de Laplace
2s—1 3
F§)=—————27?
) 241 (s—2)2
On décompose F(s) en
1 1
F(s) =2—

s2+1  s2+1  (s—2)2°
Par la table et par linéarité, la fonction est :
f(t)=2cost —sint — 3te*
La preuve est trés jolie, mais peut étre passée lors d’une premiere lecture. On commence par rappeler le théoréme

d’approximation de Weierstrass :

Théoréme 12 (Théoréme d’approximation de Weierstrass).
Toute fonction continue f : [a, b] — R peut étre approchée uniformément par des polynémes. Autrement dit, pour tout
€ > 0, il existe un polynéme P € R[t] tel que :

Ilf =Plloo <€

On a noté ||f — P|lcoc = MaX,[qp) } flt)— P(t)}. Le théoreme d’approximation de Weierstrass se reformule aussi :
« Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est limite uniforme d’une suite de polynémes. »

Corollaire 1. ,
Si pour tout n > 0, fa t"f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle sur [a, b].
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du corollaire 1. Par linéarité, I'hypothése implique que, pour tout polynéme P(t), f ab P(t)f(t)dt =0. Comme f est
continue sur [a, b] donc bornée, notons M un majorant de |f |. Fixons € > 0. Soit P un polynéme approchant f a e

prées. Alors :
b
f f(t)*dt car la seconde intégrale est nulle.
a

b b
Jf(t)zdt—f P(6)f(t)dt

b b
f (fF()=P(D))f(t) dt <J |(F()=P©)f (1) dt

b
<J Ilf =PllcM dt < [|If —PllooM(b—a) < eM(b—a)

Donc t — f(t)? est une fonction positive, continue, et son intégrale est aussi petite que 'on veut, donc nulle. Ainsi
t — f(t)? est la fonction nulle. Ainsi f(t) = 0, pour tout t € [a, b]. O

du théoréme 11. « Nous allons faire la preuve dans le cas ou les fonctions vérifient f(t)/t" — 0 et g(t)/t"™ — 0
(lorsque t — +00) pour un certain ny > 0.
e Soient f et g deux fonctions ayant la méme transformée de Laplace : F(s) = G(s) pour tout s > 0, c’est-a-dire
0+°° (f(t) - g(t))e’“ dt = 0. Il s’agit de montrer que f —g = 0.

» On suppose donc que I'on a une fonction h = f — g telle que sa transformée de Laplace f O+°o h(t)e™tdt =0eton

—du

va montrer que h est la fonction nulle. On effectue le changement de variable u =e™* (donc t = —Inu, dt = —=

et u varie de 1 a 0 lorsque t varie de 0 a +00), et l'intégrale devient :

1
J h(—lnuw)u' du=0.
0

 La derniére égalité est vraie pour tout s > 0, donc en particulier pour les s de la forme s = n + 2. Autrement dit, si
on pose k(u) = uh(—Inu), on a pour toutn > 0 :

1
J u"k(u) du=0.
0

h(t)

t"o

Comme — 0 (lorsque t — +00) alors k(u) = u(—Inu)™ x (h_(l_nlg)'ig — 0 (lorsque u — 0). Ainsi la fonction k

peut étre prolongée par continuité en 0. Par le corollaire 1, la fonction k est nulle : k(u) = 0 pour tout u. Donc
h(t) = 0 pour tout ¢, et ainsi f(t) = g(t), pour tout t € [0, +00][.

O

4.5. Equations différentielles

Si F(s) est la transformée de Laplace d’'une fonction f (t), alors sF(s) — f(0) est la transformée de Laplace de f'(t). La
transformée de Laplace remplace donc 'opération de dérivation sur f (t) par une opération de multiplication par s sur
F(s).

Voici comment on peut résoudre des équations différentielles :

transformation de Laplace
équation différentielle — ANNNNNNNNN—> équation algébrique

solution différentielle «—N\NNNANNNNNN— solution algébrique
transformation inverse de Laplace

On transforme un probléme différentiel en probléme algébrique, on résout le probleéme algébrique, puis on transforme
la solution algébrique en une solution différentielle. Afin de respecter les usages, dans la suite on note y(t) les
fonctions, au lieu de f(t).

Exemple 14.
Quelle est la solution de I'équation différentielle :

Y +y(t)=t avec  y(0)=3 ?
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1. Transformées de Laplace.
On calcule les transformées de Laplace des objets qui apparaissent :
e notons F(s) = Z(y),
« alors on sait que Z(y’") =sF(s)— y(0),
e enfin Z(t) = 3.

S
2. De I’équation différentielle a ’équation algébrique.
Comme y'(t) + y(t) = t alors Z(y’) + £(y) = £(t). Ce qui donne sF(s) — y(0) + F(s) = slz Et comme par
hypothese y(0) = 3 alors

(s+1)F(s)=3+lz.
s

3. Résolution de I’équation algébrique.

1l s’agit simplement de
1
Mais nous aurons besoin de la décomposition en éléments simples :
F(s)=i+(_1+l+i)=_l+l+i_
s+1 s s2 s+1 s 2 s+1
4. Retour a la solution différentielle.
Il reste a trouver a quelle fonction y(t) correspond notre solution algébrique F(s). C’est 1a ot les tables sont utiles :
e pour Fy(s) = %, Cest y;(t) =1,
o pour Fy(s) = slz, cest y,(t) =t,
o pour F4(s) = s%, Cest y;(t) =e™".
Donc par linéarité la solution est y(t) = —y;(t) + y,(t) + 4y5(t), et ainsi :

3
F(s)=——+
() s+1

y)=—1+t+4e"
On se rassure en vérifiant que cette fonction vérifie y'(t) + y(t) =t et y(0) =3.

On reprend rapidement un autre exemple :
Exemple 15.
Résolvons :
y(t)—4y(t)=3e"" avec y(0)=0 et y'(0)=1

1. Notons F(s) = £(y). Ona £(y’) =sF(s)—y(0), et donc £(y") =s2£(y")—y'(0) = s2F(s) —sy(0) — y’(0). Vues

nos conditions initiales, on a ici £(y”) = s*F(s)— 1. Enfin £L(e™") = —

s+1°
2. Léquation y”(t)—4y(t) = 3e™* devient s’F(s)— 1 —4F(s) = =. Donc (s> —4)F(s) = 1+ =5.
3. Ainsi aprés décomposition en éléments simples :
1 3 3 : 1

) s2—4  (s+1)(s2—4) s+2 s—2 s+1

4. Avec les tables, on reconnait la solution :

1 —2t 1 2t —t
t)=—e "+ e —e
y(t) > >

. . . . . o +00 .
Mini-exercices. 1. Montrer que, si pour un certain s, > 0, l'intégrale F(sy) = f o Jf(t)e %ot dt converge, alors c’est
aussi vrai pour tout s > s;.

2. Calculer la transformée de Laplace de f;(t) = e*'. Puis f,(t) = t2, f5(t) = sht, f4(t) = ch(3t).

3. Montrer que si F(s) est la transformée de Laplace de f (t), alors la transformée de Laplace de f (kt) (avec k > 0)
est %F ()
4. Résoudre I'équation différentielle y'(t) — y(t) = e — t + 1 avec y(0) = 0 en utilisant la transformée de Laplace.

5. Résoudre I'équation différentielle y”(t) = 3y’(t) — 2y(t) + €' avec y(0) = 1 et y’(0) = O en utilisant la
transformée de Laplace.
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5. Transformée de Fourier

Cette section est une introduction a la transformée de Fourier. Comme la transformée de Laplace, la transformée de
Fourier change une fonction qui dépend du temps en une fonction qui dépend de la fréquence et est tres utilisée en
théorie du signal. La transformée de Fourier s’applique a des fonctions non périodiques, contrairement aux séries de
Fourier.

5.1. Définition

Définition 5.
Soit f une fonction continue par morceaux sur R, a valeurs dans R (ou C). La de f estla
fonction F définie par :

F(s) = J. f(t)e st de

On la note aussi Z(f).
Exemple 16.1. Soit f la fonction définie par f(t) =1sit € [—1,+1] et f(t) = 0 sinon. Alors

too . 1 ) —ist 4 2 —is __ ,+is 25si
F(s):J‘ f(t)e—lﬂ dt:f e—lst dtz[e ] =__€ e S sms.
—o0

—is 41 s 21 s

2. Quelle est la transformée de Fourier F(s) de la fonction définie par f(t) = e~ avec a>0?

0 +00o
F(s)= f e~ 08t gy +f e eTist 4t
0

—o0
e(a—is)t 0 e(—a—is)t +o00
ol el IR s
a—1s -—o0 —a—1s -0
) e(a—is)t ) e(—a—is)t 1
= — — lim — + lim — — -
a—is to-oo g—is tot0 —a—is —a—is
1
=——+0+0+ —
a—1s a+1s
. 2a
a?+s2
(o) F(s)

SN A AN
1 1 \/ \/

Remarque. « On trouve dans la littérature d’autres définitions, avec des constantes différentes. Pour les formules, il
faut donc bien faire attention a la définition que 'on choisit.
o . s . AP o +00
o Lintégrale impropre a deux points incertains —oo et +00. On rappelle que par définition une intégrale f oo &) dt

. e 0 oy +00 .
converge si et seulement si 'intégrale f oo &(t) dt converge et l'intégrale fo g(t) dt converge aussi.
« Contrairement a la transformée de Laplace, la transformée de Fourier est souvent a valeurs dans C, méme si
I’ensemble de départ est R.

Nous donnons une condition simple pour que la transformée de Fourier existe.
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Proposition 3.
Supposons que f soit continue et que lintégrale de f soit absolument convergente, c’est-a-dire

+00
J |f(t)| dt converge.

—0Q

Alors :
1. Pour tout s € R, lintégrale F(s) existe.
2. La fonction s — F(s) est continue sur R.

3. La fonction s — F(s) est dérivable sur R et

+00
F'(s)=—if tf (t)e st dt.
—0Q

En fait, pour la continuité de F, on pourrait montrer qu’il suffit que f soit continue par morceaux (au lieu de continue
partout).

Pour la démonstration dans le cas ou f est continue, il s’agit juste de remarquer que le module de ¢(s,t) = f(t)e
est égal au module de f(t), donc ¢ (s, t) vérifie I'hypothése de convergence dominée. On applique alors les théoremes
8 et 9, comme nous l'avons fait avec la transformée de Laplace.

—ist

5.2. Propriétés

Lemme 2 (Lemme de Riemann-Lebesgue).
Soit f une fonction continue par morceaux telle que f:r:: } f (t)| dt soit convergente. Alors

§—+00

+00
lim f f(t)e st dt =0.

Le méme résultat est vrai lorsque s — —00. Autrement dit :

lim F(s)=0 et lim F(s)=0
§—+00

§——00
Comme s — F(s) est continue, on en déduit que la transformée de Fourier est une fonction bornée.
Nous donnons la preuve uniquement lorsque f est une fonction de classe €.

Démonstration. On commence par prouver le lemme de Riemann-Lebesgue sur un intervalle fermé borné [a, b] :

b
liJrrnoof f(t)e stdt =0

On effectue une intégration par parties :

b st b —ist b
f Fe it de=[f ] - f f1(O= dr=i.(f(b)e—isb—f(a)e—m—f fioe dr)
a —1 a a S —1s a

S —1

b b
f f()e™ st dt <ﬁ(|f(b)|+|f(a)|+ f |f’(t)|dt)

Sur I'intervalle fermé borné [a, b], la fonction f’ est continue donc bornée : notons M = sup,(, »] | f’ (t)}. On a donc
b
f f(t)e st dt
a

Ainsi lorsque |s| — +o00 alors fabf(t)e’i“ dt — 0.

On en déduit la majoration :

< §(|f(b)| +|f (@) +M(b—a)).

Pour l'intégrale impropre, fixons € > 0. On reprend le raisonnement précédent en fixant d’abord a et b tels que
+ . . . 7 . . .
fjoo | f (t){ dt <eet f b * | f (t)| dt < €, ce qui possible car les intégrales impropres convergent. Ainsi :

+o00 b +oo
f f(t)e st de f f()e st de +f |£(0)] dt
—o0 a b

<f |F(0)] de +
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b i \ . o —i
fa f(t)e ™t dt‘ < € d’apres le point précédent. Donc U::f(t)e St de| < 3e pour [s| assez
grand, ce qui termine la preuve. O

Or pour [s| assez grand,

Voici quelques assertions parmi les nombreuses propriétés que vérifie la transformée de Fourier.

Proposition 4. 1. Linéarité. F(Af +ug) =AZ(f)+uZ(g).
2. Parité. Si f est une fonction paire, alors F(s) = 2 f0+°° f(t)cos(st) dt. Si f est impaire, alors F(s) =
. [+Oo0 .
—21fo f(t)sin(st) dt.
3. Dérivation. Z(f') =isZ(f).
4. Théoréme du retard. Z(f(t — 1)) =e " F(f(t)).

Les preuves sont similaires a celles pour la transformée de Laplace (voir la proposition 2). Pour la formule de dérivation,
on suppose que lintégrale de f’ est absolument convergente. Cette derniére hypothése implique en particulier que f
admet une limite finie en —oo et +00, limite qui est forcément nulle puisque f |f ] est supposée convergente.

Voici la preuve pour la formule de la parité. On suppose donc que f est une fonction paire. Alors :

0 +o00
F(s)= f f(t)e st de +J f(t)e st dt
—00 0

+oo + 00
= f(—uw)e'™* du +J f(t)e st de avec u = —t
0 0

= f f() (ei“ +e_i“) dt car f(—u) = f(u)
0

=2J f(t)cos(st) dt
0

Exemple 17.
Quelle est la transformée de Fourier de f(t) = e~*" 2 Nous allons la calculer en utilisant les propriétés énoncées plus
haut. Nous notons F(s) la transformée de Fourier de f(t) et G(s) celle de f'(t).

e D’une part, par la formule de dérivation de la proposition 4, on sait que G(s) = isF(s).

o Mais d’autre part f'(t) = —2tf(t), donc

+00o +o00
G(s) = J /(e Bt det= —2f tf(£)e™ st dt = —2iF’(s).
oo oo
La derniére égalité vient de la formule de dérivation de F(s) de la proposition 3.

e On en déduit donc I'équation différentielle sF(s) = —2F’(s). En écrivant 2/((55)) = —3, on trouve In |F (s)| = —szz +c,

donc F(s) = F(0)e™*"/4. Et F(0) = _Jr:: e " dt = /7. Conclusion : F(s) = /e /4.

5.3. Transformée de Fourier inverse
La transformée de Fourier transforme f(t) en F(s). Il existe une transformée de Fourier inverse qui permet de revenir
de F(s) a f(¢t).

Théoréme 13.
Si

+00
F(s)= f f(t)e st de
—00
., +o00
est d’intégrale f_oo F(s) ds absolument convergente, alors
1 +00o
f(t)=— f F(s)e™st ds.
21 |_ o

Il faut bien faire attention a la constante % et au signe + dans e™*!. Nous admettons ce théoréme.
En d’autres termes, si 'on note

FH ()= %f f(0)erstde,
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alors Z ! est I'opération de :
g ) =Ff e  F(FN)=f

Il est remarquable que la transformée inverse ait une forme trés proche de la transformée directe. Nous allons l'utiliser
dans 'exemple suivant.

Exemple 18.
Quelle est la transformée de Fourier de g(t) = 1j—t2 ?
On a vu dans 'exemple 16 que la transformée de Fourier de f(t) = e7!!l est F(s) = %, qui est d’intégrale absolument

convergente. Ce qui veut dire que, d’apres le théoreme 13, la transformée de Fourier inverse de g(t) = 125 jrz est
_eH
G(S) =5
On vient exactement de dire
1 +00
— g(t)e™ dt = G(s),
21 )

donc en évaluant cette expression en —s :

1 +00o
— f g(t)e 5t dt = G(—s).
21 ) _ oo

Autrement dit :
+00

1 1 ; el e
2m ) 1+¢2 T2 2
Ce qui permet de conclure que la transformée de Fourier de g(t) = H% est :

+o0o

1 )

Z(g)= f e 5t dt = me b
oo 1H12

En particulier, lorsque I'on prend la partie réelle de cette derniere égalité, on obtient que

e cos(st)
dt = e,
1+¢2

—0Q
T cost T
oo 1t e

7 2
el —ANANANANANAN—

ce qui donne pours =1 :

La correspondance est donc la suivante :

1+s2

5.4. Lien avec la transformée de Laplace

Les transformées de Fourier et de Laplace, lorsqu’elles sont bien définies, sont liées par la relation suivante :
F(f)s)=2(f)(+is) +2L(f)(—1is)

ou l'on a défini f, et f_ sur [0,+00[ par: f,(t) = f(t) et f_(t)=f(—t) pourt > 0.

Exemple 19.

Calculons la transformée de Fourier de f(t) = t%¢71*/. On note f,(t) et f_(t) comme ci-dessus. Comme la fonction f

est paire alors f, = f_.

Par les tables de la transformée de Laplace on sait que, pour f,(t) = t2e™* (avec t > 0) qui est du type t"e*, on a
L(f)= ﬁ On en déduit que

2 2 4-12°

F(E) = LI + LU= s+ 7 = Ty




INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER 24

Mini-exercices. 1. Montrer que si f est une fonction positive, alors sa transformée de Fourier vérifie |F (s)| < F(0)
pour tout s € R.

2. Calculer la transformée de Fourier de la fonction « triangle » définie par f(t) =1—|t|si|t| <1let f(t)=0
sinon.

3. Calculer la transformée de Fourier de f (kt) (avec k > 0) en fonction de la transformée de Fourier de f(t).
4. Trouver une formule pour la transformée de Fourier de f(t), la dérivée k-iéme de f(¢).

2 . . 7 A
5. Montrer que f(t) = e ¢ ** est une fonction dont I'intégrale est absolument convergente. Calculer sa transformée
de Fourier. (On pourra d’abord montrer que la transformée de Fourier vérifie une équation différentielle.)
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