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Chapitre 1

Introduction

Théoreme de convergence dominée et applications.

1. A Soit f une application en escalier définie de [a, b] dans R. Soit une subdi-

vision de [a, b] adaptée! & f, o = (ag, a1, --+, a,) . Nous supposerons que
les points a; pour ¢ € N,,_; sont des points de discontinuité pour f.
Soit ¢ € Nn—1~

Supposons? f(a; — 0)<f(a; +0).

o f(a;))<f(a; —0). Soit a > 0 tel que a;1 < a; — a et a; + a < a;41. Sur
la; — «, a; + a] nous remplagons f par la fonction continue affine par mor-
ceaux prenant la valeur f(a; —0) en a; — «v, f(a;) en a; et f(a; +0) en a; + a.
e f(a;) > f(a; — 0). Soit « > 0 tel que a; + @ < a;;1. Sur [a;, a; + «] nous
remplagons f par la fonction affine prenant la valeur f(a; —0) en a; et f(a; +0)
en a; + «.

Supposons f(a; —0) > f(a; +0).

e f(a;)<f(a; +0). Soit « > 0 tel que a;—; < a; — @ et a; + a < a;1. Sur
la; — «, a; + a] nous remplagons f par la fonction continue affine par mor-
ceaux prenant la valeur f(a; —0) en a; — a, f(a;) en a; et f(a; +0) en a; + a.
e f(a;) > f(a; +0). Soit a« > 0 tel que a;—1 < a; — . Sur [a; — «, a;] nous
remplagons f par la fonction affine prenant la valeur f(a; — 0) en a; — o et
f(a; +0) en a;.

Supposons f(a) < f(a+0). Soit @ > 0, a4+« < a;. Sur [a, a+ « nous rempla-
cons f par la fonction affine prenant la valeur f(a) en a et f(a+0) en a + a.
Si f(a)=f(a+0). On remplace f en a par la fonction prolongée par continuité
en a.

De méme, Supposons f(b) < f(b—0). Soit « >0, b—a >b,_ ;. Sur [b—«, b
nous remplagons f par la fonction affine prenant la valeur f(b) en b et f(b—0)

en b—a.
Si f(b)=f(b—0). On remplace f en b par la fonction prolongée par continuité
en b.

1. Je rappelle que cela signifie que a = ap < a; < -+ < a, =b et Vi € N, la restriction de f

a lintervalle |a;_1, a;[ est constante.
2. Pour une application f nous appelons f(z + 0) la limite, lorsqu’elle existe, de f a droite en
x et f(z — 0) la limite, lorsqu’elle existe, de f & gauche en x.
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f est donc remplacée par une fonction continue g vérifiant g<f. En étudiant
les différents cas nous obtenons

0 [ (70) — g()dr<S Y (1 s = 0+ 1o+ 0)] | a))
Y2+ 0)]+ @)+ 176 - 0] + [N Dy g

b
Soit £ > 0. 0</ (f(t) — g(t))dt<e pour « choisi suffisamment petit.

Soit f une application définie sur un intervalle fermé [a, b] de R continue par
morceaux. Soit ¢ = (ag, ai, -+, a,) une subdivision de [a, b] compatible?
avec f. Pour i € N,,_y, posons s(a;) = f(a; +0) — f(a;), s(a) = f(a+0)— f(a)
et s(b) = f(b) — f(b—0).
Soit g la fonction définie sur [a, b par :

i—1
g(a) = fla+0), g(b) = f(b—0), Vi € Ny, g(a;) = fai —0) = > s(ax) et

0

£
I

pour t €la;, a;i1], g(t) = f(t) = Z s(ag). Il est immédiat que g est continue

k=0
car la limite en tout point a; est égale a g(a;). f — g est une fonction en esca-

lier. Nous en déduisons que toute fonction continue par morceaux définie sur
un intervalle fermé borné de R est la somme d’une fonction continue et d’une
fonction en escalier.

Quitte a remplacer la fonction en escalier par la fonction continue construite
comme plus haut nous en déduisons que :

st [ est une fonction continue par morceaux définie sur [a, b C R
a valeurs réelles, si ¢ est un réel strictement positif il existe® une
application continue F définie de [a, b] dans R vérifiant, F<f et

0< / b( F(t) — F(t))dt<e.

2. Nous avons vu, a l'exercice numéro 10 page 109 du livre exercice2 le premier
théoréme de Dini, que si une suite monotone® d’applications & valeurs réelles
continues définies sur un intervalle fermé borné [a, b] converge simplement vers
une fonction continue alors la convergence est uniforme.

Soit (fn),cy une suite d’applications continues définies sur un intervalle fermé
borné [a, b] a valeurs dans R, convergeant simplement vers la fonction nulle.
Nous supposons qu’il existe K>0 tel que Vn € N, 0<f,<K. Nous allons
construire une suite monotone d’applications continues convergeant simple-
ment vers la fonction nulle afin d’appliquer le premier théoreme de Dini. Pour

(n, k) € N? notons F,, = max {f,}. Pour chaque n € N, la suite (F},x)

n<p<n+k keN

3. Cela signifie que pour tout i € N,,, la restriction de f & ]a;—1, a;[ est continue et prolongeable
par continuité sur [a;—1, a;].

4. Nous aurions pu utiliser les résultats de I’exercice 2 page 107 du livre exercice2 pour obtenir
une approximation de f.

5. La suite (fn),cy est monotone c’est-a-dire Vn € N, f,<fny1 ouVn € N, fr,>f11; ce ne
sont pas les fonctions f,, qui sont monotones il s’agit 1a du second théoreme de Dini.
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est croissante. Chaque application F), j est continue®

b
Posons pour (n, k) € N, z,;, = / Fon(t)dt. (2n),cy st croissante majorée

par (b —a)K donc convergente vers un réel [,. Soit ¢ > 0. Pour chaque n € N

€
il existe un entier k,, tel que pour k>k,, on ait [,, — Q—néxn,kéln. En particulier

b b
I, — 2%<$n,kn<ln- Nous en déduisons / Fn,k(t)dt</ P (£)dlt + 2%

Notons pour n € N, G,, = F,,, c'est-a-dire G,, = max {f,}.
n<p<p+kn

La suite (f,),cy converge simplement vers 0 donc pour € > 0 et t € [a, b] il
existe N € N tel que pour tout n € N, n>N = 0<f,,(t)<e. Nous avons donc
aussi 0< f,,(t) <Gy (t)<e. La suite (G,), oy converge donc simplement vers 0.
Construisons a partir de cette suite (G),, oy Une suite monotone convergeant

vers 0.

Posons H,, = min(Gy, Gy, ---, G,). Hy = Gy est continue. Supposons H,
continue alors

H, 11 = min(Gy, Gy, ---, Gy), Gpi1] = min(H,, G,41)

1
= §<Hn + Gp1 — ‘Hn - GnJrID'
H, 1 est continue. Les fonctions H,, sont donc continues. (H")neN est décrois-
sante, Vn € N, H,<G,. La suite (H,), . converge simplement vers 0 donc la
b

convergence est uniforme et lim Gn(t)dt = 0.
n——+oo

min(H,, G,11) + max(H,, G,11) = Hn + G,y1 donc
Gni1 — Hypy = max(H,, Gpy1) — Ho<max(G,,, Gpy1) — Hy. Nous en dédui-
sons

b
/ (Gpa1(t) — Hyyq(1))dt< / max(G,y1(t), Gn(t))dt — / H,(
Gn = maX(fnv R fn+kn>7 Gn+1 - maX(fHJrla R fn+1+kn+1)'
Sin+k,<n+ 1+ k, 1 alors
maX(Gna Gn+1) - maX(fRJ fn—l—la T, fn+1+kn+1) - Fn,1+kn+1-
Sin+k,2n+ 1+ k,yq alors
maX(Gna Gn-l—l) max(fn, fn—f—la T fn-i—kn) = kan donc

max(G,, Gpi1) = Fpp avec k, = max(ky,, 1+ kyp1).

/max n1(t), Gn(t))dtémnvkn%—%.

Nous obtenons finalement

b b
/ (Grsr(8) = Hoa () dt <o, + 5 — / H,(t)dt

1
6. Soient a et b deux réels. max(a, b) = =(a+ b+ |a — b|) donc si u et v sont deux applications

réelles continues max(u, v) est continue. Soient uy, ug, ---, u, n applications réelles continues sur

un ensemble I. max(u1, usg) est continue. Supposons que pour k < n application Uy = 11£1a<xk{ fi}
K3

est continue alors Ug41 = max {fi} = max(Uy, ug41) est continue. Le résultat est vrai au rang
1<i<h+1

k+1 et ma i} est continue.
+ m <Xn{ fi} est continu
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b c b
:/ Gn(t)dt+2—n—/ H,(t)dt.

En additionnant nous obtenons

/ (Gova(£) — Hopor (1)< / (Golt) — Ho(t))dt + 3 o soit encore
@ @ k=0

b
Vn € N, / (G, (t) — Hp(t))dt<2e car Gy = Hy.
La suite (H,), oy converge uniformément vers 0 donc il existe N € N tel que

b
€
pour n>=N on ait Vt € [a, b], O<Hn(t)<b— puis Oé/ H,(t)dt<e.
b
En regroupant ces résultats nous obtenons pour n=N, 0< / G (t)dt<3e
b b ¢
donc aussi n>N = O</ fn(t)dtg/ Gn(t)dt<3e. La suite de terme géné-

b
ral / fn(t)dt converge donc vers 0.

Nous en déduisons : soit (fy,),.y une suite d’applications continues
définies sur un intervalle fermé borné [a, b] & valeurs dans R,
convergeant simplement vers la fonction nulle. Nous supposons

b
qu’il existe K>0 tel que Vn € N, 0<f, <K alors lirf / fa(t)dt = 0.
n—-—+0oo a

3. Soit (fn),cy une suite d’applications continues par morceaur dé-
finies sur un intervalle quelconque I de R a valeurs dans R, telle
qu’il existe une application continue par morceaux ¢ intégrable sur
IetVtel, 0<f,(t)<p(t). On suppose que la suite (f,), . converge
simplement vers 0 sur I alors ngrfoo /1 fn=0.

L’hypothese de domination permet de conclure que les applications f,, sont
toutes intégrables. Soit ¢ > 0 donné. Il existe un intervalle fermé borné J in-

clus dans I tel que 0§/<,0 - / goé%. Notons” I = (a, b) et J = [c, d] avec
I J

Wl M

a<c<d<b. Nous avons donc 0§/ © +/ <
(a, [d, b)

Il vient alors aussi Vn € N Oé/ fn+ fngf puis 0< /fn< / fn + E-
(a, 5 93 I J 3

@ est continue par morceaux sur un intervalle fermé borné donc est bornée.
Nous avons vu dans la premiere partie qu’il existe une suite d’applications

. PP , . 5 ..
continues F;, définies sur J vérifiant 0<F,, <[, et / (fn — Fn)<§ En utilisant
J

le résultat précédent nous avons aussi lir}rl F, =0 donc il existe N € N
n—-+0o0o
J

7. les parentheses signifient que U'intervalle peur étre fermé ou semi-ouvert ouvert.

4
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tel que pour n € N, n>N = /Fn<§ Nous en déduisons Vn>N, 0< /fn<6
J I

d’ou le résultat annoncé.

Soit alors (f,),cy une suite d’applications continues par morceaux définies sur
un intervalle I de R a valeurs réelles qui converge simplement vers ’application
continue par morceaux f. On suppose qu’il existe une fonction dominante ¢
définie de I dans R intégrable vérifiant Vt € I, |f.(t)|<e(t).

f est alors intégrable et lim fn / f.

'rl»—) o
L’intégrabilité de f provient du falt qu’elle est dominée, elle aussi, par ¢. Ap-
pliquons le résultat précédent a 'application |f — f,].

lim /|f fal =0 donc /fn /

n——+o0o

4. Appliquons les résultats que nous venons de démontrer.
Soit (fn),cy une suite croissante d’applications continues par mor-
ceaux définies sur un intervalle I de R a valeurs réelles. On sup-
pose que la suite (f,), . converge simplement sur I vers une fonc-
tion continue par morceaux f.

étant majoré par /]f— fn| nous
I

avons bien lim fn =
n—-+00 I I

f est intégrable si et seulement st la suite (/ fn) est majorée
I neN

et dans ce cas lim /fn:/f
I

n—-+00 I

Supposons que f soit intégrable.

Nous avons Vn € N, f,<f donc /fng /f . La suite (/ fn) est majorée.
I I I neN

Supposons que la suite < / fn) soit majorée. Celle-ci est alors convergente
I neN
de limite | € R. Soit J un intervalle fermé borné inclus dans /. La suite

( / fn) étant croissante mnous en déduisons que pour tout entier naturel

n fn— fo=0 et f, — fo est intégrable sur J. Nous en déduisons en utilisant les

résultats précédents que lim [ (f, — fo) = / (f = fo)

n—-4o00 J

Vn € N, [](fn—fo)é/l(fn—fo)él—/lfoZJM

Il vient alors, en calculant la limite, / (f — fo) <M
J

f — fo étant positive et ayant son intégrale majorée par M indépendante de J
est intégrable donc f est intégrable.

5. Soit (f,),cy une suite de fonctions continues par morceaux définies
sur un intervalle I de R a valeurs dans R,. On suppose que la suite
(fn)neny comverge simplement vers une fonction continue par mor-

5
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ceauxr f et qu’il existe une constante M telle que Vn € N, /fngM.
I

f est alors intégrable.

Soit J un intervalle fermé borné de R inclus dans I. Posons pour (n, t) € Nx I,
. 1
gn(t) = min(fa(t), f(t)). gu(t) = S(f(E) + fult) = [f() = fu(O)NF (D).
gn est donc continue par morceaux et lirf gn(t) = f(t). La suite (gn),,cy €st
n—-+00

une suite de fonctions positives dominée par f. Nous pouvons appliquer, sur

J, le théoreme de convergence dominée. Il vient alors lim g = [ f.
n—-+0o0o J J

Pour tout n € N nous avons / In< / fn< / fn<M donc, en calculant la li-
J J I

mite, | f<M. J étant un intervalle fermé borné quelconque inclus dans I et

J
f étant a valeurs dans R, nous en déduisons que [ est intégrable.

. Utilisons tous ces résultats pour démontrer le résultat concernant 1’échange
entre les séries et les intégrales.

Soit (fy),cny une suite d’applications continues par morceaux défi-
nies sur un intervalle I de R a valeurs dans R,.. On suppose que la

série de fonctions E fn converge simplement vers une application
continue par morceaux F.

I est intégrable si et seulement si la série de terme général /fn est
I

+oo
convergente et dans ce cas nous avons l’égalité /F = Z </ fn>.
I o \JI

n
Posons, pour n € N, F,, = Z Jie- (F),en st une suite croissante de fonctions
k=0

continues par morceaux qui converge simplement vers F'. Nous avons vu plus

haut que la suite de terme général / F,, converge si et seulement si la suite de
I

terme général | F), est majorée et dans ce cas nous avons lim F,= [ F.
I n—+00 I I

+oo n
Il s’agit du résultat demandé car Vt € I, F(t) Z fn(t) et /Fn = Z (/ fk>
n=0 1 k=0 1
car il s’agit d’'une somme finie.

. Soit (f,),cy une suite de fonctions continues par morceaux définies
sur un intervalle I de R a valeurs réelles. On suppose que la série

de fonctions E fn converge stimplement vers une fonction continue

par morceauxr F'. Nous supposons que la série de terme général

/|fn| est convergente.
T
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+o00
Alors F est intégrable, /|F]< /Z (/\fn|> , La série de terme gé-
I 1= I
0
néral /fn est convergente et enfin Z (/ fn) = /F
I o \JI I
Posons, pour n € N, F, = fi. /|Fn|</ (Z |fk|> =D, (/\fkr) <M
k=0 I T\ k=0 k=0 1

car la série de terme général [ |f; converge. La suite de terme général |F,|
I
converge simplement vers |F'|. En utilisant les résultats vus plus haut nous en

+oo
déduisons que F' est intégrable et / |F|< Z </ |fn|) Soit p € N. La suite de
I o \Jr

terme général f,,,11 vérifie les mémes hypotheses que la suite (f;,),,cy donc, en

+oo +00
Z ()] dt< Z (/\fno c’est-a-dire

b
notant a et b les bornes de I, /
@ |n=p+1 n=p+1

+oo
JLETEDY

n=p+1

( / | fn|) La série de terme général / |fn| étant conver-
I I

gente, son reste d’ordre n converge vers 0 donc lim / |F'— F,| =0 puis
n——+0o0
I

/ F = lim F,, d’ou le résultat demandé.
I

n—-+o0o I
Remarque Le théoreme de convergence dominée et ce dernier résultat s’étendent
facilement au cas d’'une fonction a valeurs complexes.

Transformations d’Abel

1. Soit E un K-espace vectoriel normé complet?®.

Soit Zvnun une série telle que Vn ¢ N, u, € E et (v,),.y est une
suite réelle décroissante convergente vers 0.

q
D

k=p

On suppose : AM € R, / V(p,q) € N?, p<q, <M.

Alors la série E v, est convergente.
Preuve.
Nous utiliserons plusieurs fois la transformation d’Abel ; écrivons certaines re-

lations que nous obtenons et que nous réutiliserons par la suite.
Soit (2,,),,cy une suite complexe et soit (uy),, .y une suite d’éléments d'un es-

n
pace vectoriel normé. Notons pour n € N, U,, = Z up et U_1 = 0. Si la série
k=0

8. Je rappelle qu’un espace vectoriel normé est complet lorsque toutes les suites de Cauchy de
cet espace sont convergentes.
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+00 +00
Zun converge, notons, pour n € N, R,, = Z up et R4 = Zuk
k=n+1 k=0
Soient p et ¢ deux entiers naturels, avec p<gq.

e premiere transformation. Ces transformations s’appellent transformations

d’Abel. .
Pour p < g, Zwkuk = Z%(Uk — Uj—1)

k=p k=p
q q—1 q-1
= E l‘kUk - E I’k+1Uk = ZL‘qu - prp—l + E (ZEk - ZL‘k+1)Uk
k=p k=p—1 k=p

q
= ZTg41Uq — 2pUp1 + Z(xk — Tp11) Ug-

k=p

q q

Nous avons donc pour p<gq, Z Ty = Tgp1Uqg — 2pUp—1 + Z(xk — Tpy1) Ug.
k=p k=p

e deuxieme transformation.

Supposons de plus que la série Z u, converge, de somme S.

Vn €N, U, + R, = S. La derniére relation écrite devient alors

> wgu = 211 (S — Ry) — 2,(S = Rp1) + Y (wx — 1) (S — Ri)

k=p k=p

q
= —ZEq+1Rq + {lprp_l - E ($k — fk-&-l)Rk-
k=p
Utilisons ces transformations pour répondre a la question posée.
q q
E Uk = Vg+15¢ — UpSp—1 + E (vg — Vgy1)Sk-
k=p k=p q
E UL <M

k=p

Nous savons qu'il existe M € R, tel que V(p,q) € N?, p<gq,

Il vient alors, sachant que la suite (v,),, .y est décroissante de limite nulle donc
positive,

q
E (%
k=p

q
<D 1Skl (k= var) + 1Sy llvga + 15110,

k=p
<M (—vy + v, + vy +v,) = 2Mu,.
lim v, =0 donc Ve >0, N € N, Vp € N, p=N = 2Mwv,<e. Nous en dé-

n—-+o00o
q
E ViU

k=p

duisons Ve > 0, AN € N, V(p, q) € N?, ¢=p=N =
n
terme général Z vrug est une suite de Cauchy qui converge car E est complet.
k=0
La série Z u,v, est donc convergente.

<e. Lasuite de

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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Exemple d’application

exp(ipzr) — exp(i(q + 1)x)

q . .
. = 1
S enptin) - | o 5 cnlin) #
k=p g—p+1 = si exp(iz) =1
exp(ipr) —exp(i(g+Dz) _ (p+q sin(-)
=ex T .
1 — exp(iz) 2 sin (%)
q
1
Nous avons donc pour sin (f) £ 0, Zexp(ikx) <——r
2 k=p |Sln (%) ’

En utilisant le résultat précédent nous en déduisons que les séries E vy, cos(nx)

et g v, sin(nz) sont convergente pour = non congru a 0 modulo 27.

La série E v, sin(nx) converge aussi pour x congru a 0 modulo 27 et la série
E v, cos(nz) est de méme nature que E v, pour z congru a 0 modulo 27
donc la série E vy, sin(na) converge pour tout réel z et la série E vy, cos(nx)

converge pour x non congru a 0 modulo 27 et est de méme nature que E Un
pour z congru a 0 modulo 27.

Séries de Bertrand :

1
Soit la série” u, avec uy=u; =0 et pour n>2, u, = —— ou « et
Z 0 1 D =Ly na(ln(n))ﬁ

[ sont des réels.

Cette série converge st et seulement st a >1 oua=1et > 1.

Preuve
e Supposons a > 1. Soit vy €|1, «af. lixil u,n” = 0 donc lorsque n tend vers +oo,
n—-+00
1 L.
Uy = O (H) La série Z Uu,. €st convergente.

e Supposons a < 1.

1
lim = 0 donc lorsque n tend vers +00, — = o (u,,). La série Z Uy, est diver-
n—+00 U, N n
gente.
e supposons a = 1 et § # 1.
1 1 (In(n + 1))t — (In(n))#~!
— = donc 1 tend
()T~ (In(n £ D)1 (In(n) P~ (In(n + 1))71 onc lorsque n tend vers
+00,
1 1 -t
1 1 o 1+ nln(n) +o <n1n(n) :| -1
(In(n))f~t  (In(n+1))%-1 (In(n +1))5~1
B B—140(1)
~ nln(n)(In(n + 1))5-1
1 1 g—1

soit encore

()51~ (I(n+1)7 " nteo n(ln(n))?

9. Dite série de Bertrand.
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- 1 1 L 1
La série Z ((ln(n))ﬂ—l — (In(n + 1))&—1) et la série Z W sont donc de

n=2 n=2

méme nature ; elles convergent si et seulement si g > 1.

e Supposons a = 5 = 1. l 1
In(In(n + 1)) — In(In(n)) = In (M

In( ) Lorsque n tend vers +o00 nous avons
n(n

done In(In(n + 1)) — In(In(n)) = In (1 + nh;(n) +o (nli(n))) Cest-a-dire

In(In(n + 1)) — In(In(n)) o nIn(n)’

1
La série est donc divergente °.
; nln(n)

Finalement la série Z u, converge si et seulement si « > 1 ou (e =1et § > 1).

10. Nous aurions pu utiliser les intégrales pour obtenir la réponse.

1 1 P
W € R. Pour <0, f(n)}m donc la série diverge.
Pour 8 > 0, f est continue monotone, la série de terme général f(n) converge si et seulement si f
est intégrale.

En effet soit f : x € [2, +oo[—
x 1 _ T

Pour 8 # 1, /2 ft)dt = {(ln(w))g—lk

Pour § = 1, /2 " ftyat = {1n(ln(x))}:.

f est intégrable si et seulement si § > 1 d’ou le résultat.

10



Chapitre 2

Séries, séries de fonctions

1. Produits infinis .

Soit (an),cy une suite complexe. On pose : P, = H ay.

k=0
On dit que H a, est convergent si (P,), .y converge vers | # 0.
+oo
On note alors : [ = H Gy
n=0

n
Si dng € N / Vn>ng, a, # 0, In < ng / a, = 0, et si la suite H a, a une

k=ng
limite non nulle, on dira que le produit infini converge de valeur nulle. Dans la

pratique on remplacera les premiers termes par 1 et on appliquera la définition
générale.

[T(1 + u,) est dit absolument convergent si [[(1 + |u,|) converge.

(a) Montrer que si H u,, converge alors la suite (u,), .y converge vers 1.
Vérifier que la réciproque n’est pas exacte.

(b) Soit (), cy une suite de nombres complexes tous différents de -1 (en fait
il suffit qu’ils le soient & partir d'un certain rang). Montrer I’équivalence

suivante :
<6> .

H(l + u,) converge <=
¢) Supposons Vn € N, u,, € R* . Montrer que | | u, converge si et seulement
L g
si Z In(u,) converge.

(d) Supposons Vn € N, u,, > —1 et de signe fixe. Montrer que H(l + uy)

q

I] 0 +w)—1

k=p-+1

<v5>0, N €N, VY(p, q) € N*, ¢ > p=N =

Montrer :

(H(l + u,,) absolument convergente ) = (H(l + uy,, )converge )

converge si et seulement si E u, converge.
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(e) Supposons Vn € N, u, +1 € R* et Z u, convergente. Montrer :
H(l + u,,) converge si et seulement si Z(un)2 converge.

2. Nature des séries suivantes de termes généraux u,, (n est tel que u,, est défini) :
1 1 (—1)”
U, = asin —asin| — |, (a>0), u, = ,
" (1—1—71“) <n“) ( ) " n?/n

—1 1\\"
ug = 0 et Vn € N*, u,, = cos <n27r1n (n )), Uy = (cos (—)) ,
n Inn

( 2n3+n2+an+b) a™n!
Uy = COS | T y Up =

2n2 nn’

noy/n . -
L (CL, b) e (Ri)2, U, = sin <7r\/n2 +an + b) Uy = L’

n

n \* 1\" 1 <
1) (Oz>0),un:(1—ﬁ) (a>0),un:ﬁp;p,

woogoet —1)" 1 [™atant
un:/ a dx,un:(—)ln,unz—/ BT it (a e R),
0o 1+vx nat(=1 n® Jo 1+t

n TL2 2

1 a+n? b+ n?
> ()

B N IR SRR

1\ 2 \" !
u, = 1+ —(1+  (a>0), Uy = ————,
n+1 n+a ntl
[Ja+ vk

(a et b strictement

k=1
1 +00 i
n = sin(mv/n) (==, n>=1 on pourra utiliser / Mdm,
ne 2 1 T
1 1
Uy, = acos L—— |, u, = (—1)"/ cos(nt?)dt,
n 0
"
Up = Up = (—1)"710‘/0 ln_(:idt (a € R),
u, = f(n) avec f de classe C', f(z) #0et lim M:)\<O
’ r—+00 f(q:) ’

Un = —, pn est le n'®™€ nombre premier; py = 1, p1 = 2, p» = 3, p3 = b,

n

py =17, ---; on pourra calculer
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1 2nmw 1 2nm
Up = —5— COS ; Up = —5— sin (on pourra calculer les sommes

partielles ),

n2

"k k
Uy = Z = f (—) ol f est une fonction réelle de classe C* définie sur [0, 1],
k=0

2 n—1 Qn N .
U, = cos [ mn°In , Uy = F ol (@), cy est strictement po-

2n
» dt = .
sitive, u, = /n Tt\ﬁ’ Uy = — - ou g a; est convergente,

1

+o0 —1)" too 1 +o0 1

Uy = / T Veosir) \/Ecos(x)dx’ Uy, = (=1) / dx, u, = / dt,
n 1 + xa+2 ne n anrl 0

7:77/

Uy = —.
n

3. (a) Soit Z x, une série complexe convergente.
Soit (uy,),,cn une suite complexe telle que Z |tty, — wno 1| SOIt cOnvergente.
Montrer que la série Z Upx, est convergente.
(b) Soit (up),cy une suite complexe telle que pour toute série complexe

E Tn, la série g Up T, converge.

Montrer que la série E |ty, — Uny1| est convergente. (On pourra raisonner
par I’absurde).

4. Soit f :]0,1[— R une application continue par morceaux intégrable. Soit, pour
1

neN, u, = (—1)”/0 " f(x)dz.

1
Montrer que la série Z u, est convergente, de somme de.
o 1+uw
. . . i
5. Soit f une application de [0, 1] dans R, continue. On pose [ = 1—tdt et
0 1—

1
pour n € N, u,, = / " f(t)dt.
0

Montrer que Z u, converge si et seulement si I existe et qu’en cas d’existence
+00

I = Z Up,.
n=0

6. Soit (uy), oy une suite réelle positive L Montrer que les séries de termes géné-

1. Un réel positif est un élément de Ry ; un élément de R* est dit strictement positif et un
élément de R* est dit strictement négatif.

13
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raux :

n o1
4 : / dx et In(1 + u,,) sont de méme nature.
1+wu, Jo 1+az¢

7. Soit E u, une série divergente a termes positifs. On pose pour tout n € N :
un un un U/n
= w. = €T = — s, = —
1+w, " 1+nu, " 1+n2u, Yn =1 + (up)?

Etudier les natures des séries Z Up, Z W, Z T, Z Yn-

8. (a) Soient (un),cy €t (Vn),cy deux suites réelles Vn € N, u,, >0, v,20.

Up

On suppose Z Uy, et Z v, convergentes. Quelle est la nature de la série

Z Up U, !

(b) Soit (uy),cy une suite telle que Vn € N, u,>0. On pose pour n € N,

Uy, = m Montrer que Z Uy, et Z v, ne sont pas toutes les deux
convergentes.
2
9. Soient (uy),cy €t (Vn), ey deux suites réelles avec v, = m et u,=>0.

Quelle est la nature de la série Z v, en fonction de celle de Z Uy,

1
10. Soit a> 3 Soit Z u, une série convergente, u, € R, .

V Un
Montrer que E ~—— converge.
n

n>1

1 n
11. Soit (uy, ite > 0 tell li =1>0.
0it (uy), ey une suite elle que lim e ;uk

(a) Montrer que Z u,, diverge.

(b) On pose Sy = 0, et VYn € N* 5, = Zuk, vy = nS, — (n —1)S,_1,
k=1

Wy, = NUy,.
Montrer : lim i S =[+1;
n—+oo Wy + -+ + wy,

& l
en déduire : E kuk> " 100 (—nQun)
<k=1 - [+1

12. Soit Z u, une série convergente avec Vn € N, u, € R,.

(a) Nature de Z

n=1

up+ -ty
- .

1
(b) Soit n € N*. Montrer que — In(n!) — In(n + 1)> — 1. On pourra comparer
n
k

In(k) avec/k In(t)dt.

-1

14
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Vol 1
En déduire " >—
n+1" e

1 n
(¢) Soit, pour n € N* v, = — g kuy. Soit p € N, 1<p < n.
n
k=1

1 < -
Vérifier que 'on a v, <— Z kuy, + Z Up.
n k=1 k=p+1
En déduire que la suite (vy,), oy converge vers 0.
n Ui
(d) Calculer, pour n € N*, )
~k+1

(e) Soient (x;);en, une famille de réels positifs.

n n
1
Montrer que 1'on a la relation H T, <— E x;. Appliquer ce résultat
n
i=1

=1

avec T; = 1U;.

n +oo
(f) Montrer que E H up converge et a une somme majorée par e E Up, -
n=1 k=1 n=1

1
(g) Application : soit Z —, u, > 0 une série convergente. Montrer que la
n

n=1
+0o0
, n e . 1
serie E converge et a une somme mferleure a e E —.
n>1 U + -t Un n=1 Un

13. Soit (ay), oy une suite de réels > 0 telle que Zan diverge. On pose pour

n
a a
neN, S,=Y ap U, = — et v, = ——.
) n ;0 ks Un Sn n (Sn>2
Etudier la nature des séries Z Up, Z Up,.-

14. Soit (up ),y une suite de réels strictement positifs. Soit (vy,), oy la suite définie

Up ‘s
(o T FRWATE Quelle est la nature de la série E vp 7 On
Ug e U, -

.y r . L.
pourra comparer avec l'intégrale entre S, 1 et S,, de x — — ou S, désigne
T

la somme partielle d’ordre n de la série de terme général wu,,.

parVn € N, v, =

15. Soit (), ey une suite réelle définie par :
ug € R et pour n € N*, (n+1)*u,, = (n — Dup_1 +n.
Montrer que Z u, diverge.

3

16. On considere, sur C, I'équation z° — x — 1 = 0. Que dire de ses racines ?

Soit « la racine réelle. Soient [ et v ses deux racines non réelles. On pose, pour
n €N, u, =a"+ " +~" et v, le reste de la division euclidienne de u,, par 4.
Montrer que la suite (vy), oy est périodique. On pourra trouver une relation
entre Upy3, Unpt1 €t Uy.

15
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

sin (gun) Z cos (gun)
, .
n

Etudier les natures des séries E
n

us

: n TN
Etudier les séries : Z M, Z %.

n

Nature de la série E U, ou u, est égal a —— lorsque n est le carré d’un entier,
n

n=>1
— sinon ?
n
xn

Quel est I’ensemble de convergence de la série Z T3 (r,y) € R??

n=1 Yy

u
On pose, pour n € N, v,, = ——— olt (Up),cy €St une suite d’éléments de
TT+w)

k=0
R.,.

n

Quelle est la nature de la série Z v, 7 (En notant IT,, = H(l + ug ), exprimer
k=0
vy, en fonction de I1,, et II,,_4).

sin () Nature

Soit (un),cy la suite définie par u; € R et pour n>1, upqq =

de la série E Uy,

Soit (un), ey la suite définie par uo=> —2 et pour n € N, upy1 = 2+ uy,.
Nature de la série Z(un —2).
(a) Soit (up),cy une suite positive de limite nulle. Soit (vy), oy le terme gé-

néral, positif, d’une série convergente; on suppose que U, <U, + Up.
Montrer que la série de terme général (—1)"u,, est convergente.

(b) Soit (an),,cy une suite décroissante de limite nulle. On suppose que la série
Z a,2 est convergente. Montrer que Z(—l)E(‘/ﬁ)an est convergente.

Soit f une fonction strictement positive définie sur R, de classe C! telle que
Fle)
T—r—+00 f(aj‘)
(a) Etudier la nature de la série Z f(n).

(b) Donner un équivalent, lorsque n tend vers 400, du reste d’ordre n de la
somme de la série.

Soit E u, une série, réelle ou complexe, convergente. Montrer, a I’aide d’exemples,

que la série E (u,)® peut étre semi-convergente, absolument convergente ou
divergente.

Soit u,, une suite décroissante telle que Z u, est convergente.
Montrer que nu, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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26. Soit Zan une série complexe; soit ¢ une application strictement croissante

o(n) ©(0)
de N dans N; soit enfin b, = Z ay, pour n=>1 et by = Zak.
k=1+p(n—1) k=0

+oo —+00
(a) Montrer : (Z a, converge ) = (Z b, convergente et Z ay, = Z bn>.
n=0 n=0

(b) Sila suite (ay), oy converge vers 0 et ¢(n + 1) — ¢(n) est borné alors la
réciproque est vraie.

1
27. Soit p € N*. Soient av, - - -, o1 p réels donnés. Pour n € N*, on pose a,, = —ay,
n
ou k est le reste de la division euclidienne de n par p.
Quelle est la nature de Z an ?

n=1

oo

= k
28. Soit x,, = H (1 + —2) On note A = lim xz,; déterminer A, donner un
n

n——400
k=1

équivalent de z,, — A.

n 1)k—1
29. Soit, pour n € N*, x,, = ’!i[l (1 + (3/% ) Montrer que : ngrfoo z, = 0. Que

direde : lim nz,?

n—-4o0

n

Up, «Q 1
30. Soit u, € R} pour n € N, n>ny. On suppose B (—) quand
n n
n — +o0o. Nature de la série Z Uy,

un+1

1
31. (a) Soit u, € R pour n € N, n>ny. On suppose >1 — —. Montrer que
n

n

la série E u, diverge.

Unp
(b) On suppose qu’il existe A > 1 tel que pour n € N, n>ny, -

n

A
—

Montrer que la série E U, converge.

3

DN

. Soit (up), ey une suite réelle strictement positive. On suppose que lorsque n
Unp+1

Q@
tend vers +o00 on a =1——+wv,o0u Z v, est absolument convergente.
Up n
On pose, pour n € N*, b, = In (n%u,) et a, = byy1 — by.
(a) Etudier la série Zan et en déduire l'existence d’un réel A > 0 tel que
A

U ~ —.
nn%+x>na

"1-(1—0)"
(b) Soit f : z €] —1,0[— / %dt. Montrer que f est bien définie
0

+o0 _1)n n
et que 'on a : f(x) = Z ((n —|—<1)(7i = H(:z: - k))

n=0 k=0

17
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

+oo (_1)k
SOlt7 pour n € N, 22, Sn = ; m
Déterminer, en étudiant n2S,,, un équivalent de S,, quand n tend vers +oo.

+oo 1
Soit A, = / H—tndt. Quelle est la limite [ de la suite (A,), oy ?
0 1 tn—Z —
Montrer que A,, — [ = / —dt =285,
o 14t

Nature de la série de terme général |A,, — .

o dt I,
Soit I, = / = Calculer 2,
o (143 I,

En étudiant Z In 7}“ , montrer que la suite (1,,),,.y converge vers 0.

n
Soient @, b deux réels non éléments de Z_. Soit la suite (u,),oy telle que
Upy1 N+ a

U, n+b

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que E U, converge.
On suppose maintenant cette condition réalisée.

(b) Montrer que la suite (nu,), .y converge vers 0.

Soit ¢ une application injective de N* dans N*. On pose pour tout n € N*,
_ p(n)

=5

Montrer en utilisant le critere de Cauchy que la série Z u,, diverge.

n

+00 1
—-1)" 1
Calculer ngo in —l—) ] On pourra remarquer que - 1= /0 Ay
: 1+v5 4 . L
Soit o = 2\/_. Etudier la nature des séries de termes généraux :

1 . (w n) 1 (7r n)
Uy = sin( -a"); v, = cos | ma” ).
n+1 3 n+1 3

(On pourra remarquer que « est racine du polynéome z
racine sera notée 3).

2 _ x — 1 dont Pautre

Soit (un)neN une suite réelle >0, soit U, = Zuk sa somme partielle. On
k=0

1
suppose pour n=>1, Us,< (1 + —) U,.
n

Montrer que la série Z u, est convergente.
) . , RS k
Soit (an)neN une suite réelle convergente. On pose : b, = on Z Cag.
k=0

(a) Montrer que la suite (by,), . converge.
n p

(b) Soit B,, = Z bi. Exprimer B,, comme combinaison linéaire des A, = Z ag.
k=0 k=0

18
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+oo +o0
(c) Montrer quesi (Ay), oy converge, (By,),, oy aussi. Comparer Z a, et Z by,

n=0 n=0

1
1+v2+ -+ Vn

(a) Quelle est la nature de la série Z Up, ?

41. Soit pour n>1, u, =

1
(b) Soit (vn),cy la suite définie par vy = 0 et pour n>1, v, = —u,.
n

Quelle est la nature de la série Z U ?

) 1 n +oo
42. Soit aw > 1, on pose pour n=1, u, = vt S, = Zuk et R, = Z U
k=1 k=n+1

R,
Quelle est la nature de la série Z e ?

43. Soient a, € C et (\,), oy une suite croissante d’éléments de R,. On suppose
que la série Z a, exp(—A,z) converge pour z = z € C.
Montrer qu’elle converge dans Dy, = {z € C, Re(z —zp) > 0}; la convergence

7r
étant uniforme sur la partie de Dy, vérifiant | Arg(z — zp)|<a avec 0 < a < 5

n+1 blnt
44. (a) Soit u, = / Mdt ou b € R. Quelle est la nature de la série

> u?

n>1
bl
(b) Soit v, = M.
n+1 blnt bsin(blnt
Montrer que u,, — v, = / (t—n— 1)COS( nt) —; sin(bIn )dt.

(c¢) Quelle est la nature de la série Z Uy !

1
(d) Quelle est la nature de la série E — 7?7 ou z € C. n* est défini par
nZ
n>1

n® = exp(zIn(n)).

45. Soit E a, une série convergente a termes réels >0.

(a) Montrer que la série Z

n=1

ﬁ converge.

+oo
(b) Etudier la convergence de la série Z v avec v, = (kK + 1) ( Z L) ;
n

(n+1)
n=k+1
quelle est sa somme ?

46. Soit (), une suite d’applications d'un ensemble non vide D a valeurs
réelles. Soit (an), o une suite d’applications de D dans C.
Pour chaque z € D, (an(7)), oy est une suite décroissante. La suite (as,),, oy

19
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47.

48.

49.

50.

ol.

52.

converge uniformément vers 0. la suite (a,), oy est telle quil existe K indé-

Zap(x)

p=0
Montrer que la série > «,, a,, converge uniformément sur D.

pendant de x et n vérifiant : <K.

Application & la série : 3 exp(inz)

o1 vn+x

Soit (an), ey une suite d’éléments du K-espace vectoriel normé complet FE.

On suppose que la série E a, est convergente. Etudier? la convergence, la

: x"
convergence uniforme, de : Z (a: eRy —> i ~y € R).
x

Continuité de la somme.
—+o0

On pourra poser, pour n € N, R,, = Z Q.

k=n+1
Soit u, : D — R. Pour chaque x € D, (un()),,cy st une suite décroissante.
La suite (uy), .y converge uniformément vers 0. Montrer que ) (—1)"u, est
une série qui converge uniformément sur D.

. L. (—1)" . /X
Application aux séries : Y ————— —1)"sin (—)
PP * 2 2y/n + cos(z) Z( ) n
Soit A une partie non vide de R. Soient (f,),cn €t (gn),en deux suites de
fonctions définies de A dans R. On suppose que la suite (gy),,cy est décroissante
et quil existe M € R, tel que Vn € N, ||gn|lco <M. On suppose que la série

de fonctions E fn converge uniformément.
Montrer que la série de fonctions E fngn converge uniformément.

Soit (£n),,cy une suite complexe qui converge vers 0.
On suppose que la série de terme général €, —¢,, 11 est absolument convergente.

Soit (an), ey une suite d’éléments de I'espace vectoriel normé complet E telle
n

>
k=0
Montrer que la série de terme général ¢,a,, est convergente.

qu’il existe une constante A>0 vérifiant : Vn € N, <A.

n
On pourra poser A, = E Q.
k=0

(a) Soit, pour >0 et pour n € N, u,(z) = (—=1)"exp(—(n + 1)z).
Convergence et somme de la série Z Up-
(b) La convergence est-elle uniforme sur R% ? sur [a, +00[, a > 07
+o00 T
Soit f(z) = Z x=0.

— (1+nz)(1+ (n+1)z)’

f est-elle définie 7 Quelle est la nature de la convergence ?

2. Pour n =0,

" , .1
— est égal a —.
14 2zn 2
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53.

o4.

25.

26.

o7.

58.

29.

60.

61.

62.

+o00 (_1)n,1n
On pose, lorsque cela existe, f(z) = g g
n?+zx
n=1

Etudier la continuité de f.
+oo

Soit S(x) = an exp(—nz?).
n=0

(a) Donner 'expression de S a 'aide des fonctions usuelles.

(b) La convergence est-elle uniforme ?
0 tout = € R, f(z) f sh(z)

n pose pour tout x x) = .

pose P ’ £ ch(n) ch(n + z)
Etudier la continuité et les variations de f
+oo
1

Soit f(z,y) = Z = exp (—n (:U2 + yz)). Montrer que f est de classe C! sur

n=1

R2.
+oo
Montrer que pour a > 0, f, définie par f,(z) = Zxa exp(—xn?) est définie

n=0
et continue sur Ri.

Etudier lig%) fa(z). (On pourra encadrer par deux intégrales).
x >

+oo
_1)n )
Soit z > 1. Soit f(z) = ;0#()_1)” Etudier la continuité de f et xl_lgloo f(z).
1)
On pourra retrancher (=1) .
nx

On définit une suite (u,), .y d’applications de [—1, 1] dans R définies par :

neN

1
up(z) =z, Y(n, x) € Nx [-1, 1], upy1(z) =In (1 — §un(a:)> Nature de la
série Z Up () ?

(on pourra remarquer que |u,1|<|u,| et utiliser les séries alternées).
+o0o
! In(x) 1
Montrer : ——dr = — —-
o 1—x ‘N
n—=

Montrer que pour y > 0, on a :

+o0o Y “+o0o 1 +o00 .
| mmem L ), el

1

n + n2x

Soient f,(z) = et f(z) = ful).

(a) Montrer que f est continue sur Rx .

(b) Déterminer des équivalents de f(z) au voisinage de 0 et +o0.

“+o0o
Montrer : f(t)dt existe = g(z).

xT
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Ecrire g(z) comme la somme d'une série. Déterminer lim g(x).

s

[ est-elle intégrable sur R7 ?

+o0
1
Soit f(x) = Z = atan(nz). Montrer que f est continue sur R, de classe C!

n=1

sur R*. Etudier lim f'(x).

+
Soit, f(x Z " sin(nz) . Montrer que f est de classe C! sur ] —1,1[.

Calculer f'(z). En déduire : f(z) = atan (ﬂ)

1 — z cos(z)
<X sin(n) <X sin(n)
Calculer : Z , Z(—l)"—.
n n

n=1 n=1
.~ 1 n+1
Continuité et dérivabilité de : f : x —— , T —
e S SO
. 1
Etudier il{)ﬂ f(z). Montrer pour x > 1: g(z) = f(x) (1 — 233_1).
>
Trouver un équivalent quand z — 1 par valeurs inférieures de f(x Z x"
400 1
On pourra encadrer par deux intégrales et utiliser / exp(—u?)du = §ﬁ
0
+00 1

Trouver un équivalent quand 0, et quand z — +oo de f(z) = _—
q q N q f(x) Z h(n)

Pour le cas infini, on pourra étudier la nature de la série de terme général

exp(z)
sh(nz)

+00
Continuité de la fonction f définie par : f(z) = Z ((—1)"%). On

n JR—
n=2 +

L exp(—nx)
" .
Trouver un équivalent, lorsque z tend vers 0 et lorsque x tend vers 4oc0, de

+o0 2
:Zln(
n=1

™
Soit, pour x>0, f(z) = T;c (sm <72T7f)>2

x2 +oo 1
27r2>' On admettra que Z 5=
n=1
(a) Montrer que f est continue par morceaux.

pourra comparer le terme général de la série avec (—1)

6

(b) En un point de discontinuité, calculer le saut de f.

(c¢) Déterminer un équivalent, lorsque x tend vers +oo, de f(z).
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71. Soit (an),cy une suite croissante de réels strictement positifs qui tend vers

+00
+00. On pose, pour x > 0, f(z) = Z(—l)" exp(—zay,).
n=0
L e — (—1)"
(a) Montrer que f est continue, intégrable sur R avec | f(z)dz = Z
0 n=0 ln
(b) Etudier les cas a, =n+ 1, a, = 2n+ 1.
In(¢)In(1 — ¢
72. Montrer que t €]0, 1[— n(t) I;( ) € R est intégrable et que l'intégrale est
o0 1
égale a : — Z — -
—~ (n+1)
+00 X
73. Soit f(w) = 3 (=1)""n (142 ) 220,
oit f(x) Z( ) n +n x

n=1
Trouver un équivalent de f(z) quand  — +o00. On pourra calculer f(x)+ f(z)

en décalant I'un des deux indices d’un cran.
n

74. Soit 7, = i In(n) n>1. Montrer que (7y), .y est convergente, on note -y
k=1
la limite.
400
On note, lorsque cela existe, ((z) = Z — avec x réel.
n=1 n
. 1 . e dt
Montrer : lim((x + 1) — — = ~. On pourra utiliser (1 + =) — g
(E:O T 1 s

75. On suppose Z a,x" absolument convergente pour un réel x donné.

+00 400 +oo

N an

A-t-on : E apx" :/ (exp(—t) E Et"as"dt) ?
n=0 0

n=0 "

76. Montrer que la série double Z est convergente si et seulement

immetiey (M)

sia > 2.
+oo
77. Soit a > 0; on pose f,,(x) = exp (—zn®) et sila série converge f(z) = Z fn(x).
n=0

(a) Quel est I'ensemble de définition de f7 f est-elle continue ?

(b) Quel est le comportement de f en 400 ?
Donner un équivalent de f quand x tend vers 0.
78. (a) Quelle est la nature de la série Z exp (—n®z?) ot x € R ?
n>1
+o0o
(b) La fonction f définie par f(z) = Z exp (—no‘xﬂ ) est-elle intégrable sur

n=1
R% 7
+oo 2 +0o 1
79. Montrer que l'on a : /0 Wdt = 2; 5
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80.

81.

82.

83.

84.
85.

86.

87.

38.

xexp(—nz)

U R.
ln(n) ouxr €

Etudier la convergence de la série E
n=2

+oo
Soit S(z) = Z nx exp(—na?).
n=0

(a) Quel est le domaine de définition de S 7
(b) La convergence est-elle uniforme, normale ?

(c) Donner I'expression de S a l'aide des fonctions usuelles.

Soit, pour n € N, f,, I'application définie sur R, par f,(z) = s —) exp|(—x)
n!

(a) Etudier la convergence de la suite ( Jn)nen-

(b) Etudier la convergence de la série Z fn-

+oo R
. exp(—(2n + 1)x)
E = In(th = E
xistence de J /0 n(th(t))dt et S(z) 2n+1)?

Montrer que J = —S5(0).

n=0

Quelle est la nature de la série Z ﬂ ?

n — +/nsin(n)

Soit m € N, m=>2. Soit la suite (u), o définie par :

1 , . x
ug = 0, u, = — lorsque n n’est pas divisible par m et u, = — lorsque n est
n n
divisible par m.
Montrer qu’il existe une et une seule valeur de x telle que la série de terme
général u,, soit convergente.

Nature de la série de terme général u,, avec ug = 0 et pour n € N*,

Uy =n"° [(n + 1)1+% —(n— 1)1_%} oua € R.

2\ —N
Soit n € N*; posons : f,(x) = (1 + x_) :
n

(a) f, est-elle intégrable sur R, ?
+o00
(b) Calculer lim fo(z)dz.

n—+oo 0
+o00o
(c) Retrouver la valeur de I'intégrale de Gaufl / exp(—a2?)dx.
0

Soit E a, une série complexe; soit ¢ une application strictement croissante

p(n) »(0)
de N dans N; soit enfin b, = Z ay, pour n>1 et by = Zak.
k=1+¢(n—1) k=0

+o0 +o0
(a) Montrer : (Z a, converge ) = (Z b, convergente et Z ay, = Z bn).
n=0 n=0

(b) Si la suite (ay), oy converge vers 0 et ¢(n + 1) — ¢(n) est borné alors la
réciproque est vraie.
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89.

90.

91.

92.

93.

94.

Soit (uy),cy une suite réelle décroissante convergeant vers 0. Nous suppo-
sons qu’il existe une bijection strictement croissante ¢ de N dans N telle que

1
Vk € N*, u_,.>——. Montrer que la série de terme général u, est conver-
e(k) (k)

gente.
Soit £/ I’ensemble des fonctions continues de R dans R, T-périodiques.

Soit f € F, soit (an)neN une suite > 0 telle que la série Zan converge. On
1 x+an

pose fo = f et pour n € N, f.(z) = - fro1(t)dt.

nJzx
(a) Montrer que f, € E et que la suite (fy,), oy converge uniformément vers
une fonction .
Quelle est la classe de ¢ ?

Soit. X 'ensemble des applications uniformément continues et bornées de R
dans C. Soient n € N* et u € X.

(a) Montrer qu'il existe un et un seul élément v de X tel que v' = n(u + v).

(b) On note T, (u) I'élément v défini précédemment ; on munit X de la norme
infinie.
Montrer que T, € Lo(X); caleuler |||7,,]|-
Montrer que lim 7, (u) = u.
n—-+oo
(¢) Soit D I'ensemble des fonctions de X dérivables. Montrer que D est dense
dans X.

Soit E = C° ([0,1], R) muni de la norme || |-
Soit Lo(FE) lespace (complet) des endomorphismes continus de F que l'on
muni de la norme subordonnée. Soit ¢ I'application de E dans lui-méme définie

par vz € [0, 1, (o(f)(x) = / " ptyt.

(a) Exprimer? " & I'aide d’une seule intégrale.
Montrer que ¢ € L(E), calculer |||¢"]]|.

(b) Montrer que Z " converge dans (Lo (E), ||| |||]) et calculer sa somme.

(c) Montrer que pour toute fonction g € FE il existe une unique fonction
f € E telle que pour tout x € [0, 1], g(z) = f(z) —/ f(t)dt.
0

Soit £ un K-espace vectoriel normé complet, soit u € Lo(E), 'espace des
endomorphismes continus de E'; déterminer la limite de la suite (v,), - définie

par n € N*, v, = <[dE + g>n.
n

neN

Soient E un C-espace vectoriel normé de dimension finie, f € GL(F) ; montrer
qu’il existe g € L(E) telle que f = exp(g). On montrera qu'une matrice
complexe est semblable a une matrice diagonale par blocs; chaque bloc étant
du type Al + T ou T est une matrice nilpotente.

3. " désigne la composée n fois de .
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Chapitre 3

Corrigés séries, séries de fonctions

1. Produits infinis

(a)

Py
}2—1
est clair que la suite (u,), .y converge vers 1.

Soit 1
oit u,, = ex .
P n-+1

Pour n € N*|

= u,, donc la suite (P,), .y ayant une limite [ € C* il

- 1
Huk = exp Z E) et la limite est infinie alors que la suite (uy),, oy
k=0 k=1

converge Vers 1.
Supposons que H(l + u,,) converge. Soit P, = H(l + uy,).

k=0
La suite (F,),, oy converge vers [ € C*. I existe donc a > 0 Minorant de
la suite (|P,]),en-
(Pn),en est une suite de Cauchy de nombres complexes donc Ve > 0,
IN € N tel que Y(p, q) € N*, ¢=p>N = |P, — P,|<e. Nous en dédui-

P q
Fq - 1‘ <e c’est-a-dire H (14 u,) — 1| <e.
P k=p+1

sons pour ¢ > p=N,

Réciproquement, supposons
q

Ve>0, AN €N, Y(p, ¢) €N?, ¢>p=N = H (1+wu,) —1|<e.
k=p+1

5 —1‘<1

1
Avec € = 2 il existe N; € N tel que pour p > N; on ait 5
Ny

1 1 3
soit encore |P, — PN1|<§|PN1|. Il vient donc §|PN1|<PP<§]PN1|.
1
Notons : @ = min ({]Pk\, keN, k<N:}, §\PN1]> et

3
f = max ({|Pk|, ke N, k<N:}, §|PN1|>.

Nous avons donc Vn € N, 0 < a<|P,|<0.
Soit € > 0. Il existe, par hypothése, N € N tel que pour (p, q) € N2,
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P, €
g > p=N on ait | — 1| <=.
P, 16

(Pn),en est donc une suite de Cauchy et converge ; sa limite / est minorée

Nous en déduisons | P, — P,|<e. La suite

par a > 0 donc le produit infini H(l + u,) converge.

Redémontrons un résultat concernant les fonctions symétriques des ra-

cines d'un polynome. Soit (a;);cy une famille de nombres complexes.

Notons pour k € N, o = Z aj aj, -+ -aj et op = 1. Nous avons
1<j1<je< -+ <jp<N

alors ﬁ X + ay) Zan L XF

k=1

Cette relation est Vrale pour n = 1. Supposons-la prouvée jusqu’au rang
n.

n+1 n

[[&X +a) = (X +an1) > o0 X*

k=1 k=0

_ i n+1
= Oplny1 + E (Opti—i + On_ilpyr) X+ X"
. i=1
Notons, pour i € Ny, Apy1-i = 0ng1-i + On_inr

)\n+1—i = E L P + E : 5, Ajy =+ * A, Ant1
1<j1<ga< ++ <Jn4+1-iSN 1< <ga< =+ <Jn—i<n
= E : Ay Qg " Qjpyy g = Ontl—i-

1<1<ga< ++ <Jnt1-i<n+1

Ani1 = @y -+ - ayyq. Le résultat est donc prouvé au rang n + 1.
n

Nous avons donc en particulier H (1+ ag) Z Opt == Z O

k=1
SN
k=1

Nous obtenons alors

ﬁl—l—ak —1

o< ) ’ajlajz'“@jk|-

1<j1<ja< - <jp<N
En réutilisant la relation vue plus haut appliquée aux coefficients |ay|

n

H(l—l—ak)—l <

k=1

n

[T+ o)) — 1.

k=1

nous obtenons

Considérons alors un produit infini H(l + u,,) absolument convergent.

En utilisant tout ce qui précede nous en déduisons
q

IT o+ fu) -1

k=p+1

Ve>0, AN €N, Y(p, ¢) €N?, ¢>p=N = <e.

q

IT 4w —1

k=p+1

D’apres ce que nous venons de démontrer, il vient alors <e.

Le produit infini est donc convergent.
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()

Supposons Vn € N, u, > 0. 5, = Zln(uk =In (H uk) In(P,

k=0
(Sn)pey converge <= Jl e C, lim S5, =1 <= lim P, =exp(l) >

n——+0oo n——+00
L’équivalence est donc démontrée.

D’apres le résultat précédent, H(l + u,) converge si et seulement si la

série de terme général In(1 + u,) est convergente. u,, est de signe fixe et
~ A 1
In(1 + u,) ol Un donc Z In(1 + u,) et Z u, sont de méme nature

donc H(l + u,) converge si et seulement si la série de terme général w,
est convergente.

2 soit convergente. Lorsque n tend vers

Supposons que la série Z(un)
+00, In(1 + u,) = u, + O(u2). La série de terme général In(1 + u,) est

alors convergente donc le produit infini H(l + u,,) converge.

Supposons que le produit infini H(l + u,,) converge.

1
Lorsque n tend vers +oo, In(1 + u,) = u, — §(u")2 + o(u?).

1 1
—i(un)2 + o(u?) C T §(un)2 donc In(1 4 u,) est convergente puis le
n——+0oo

produit infini H(l + u,) converge.

1 1
2.oa>0.un:asin< )—asin(—).
1+ ne na

Lorsque n tend vers +o0,

asin

1 . 1 . 1 1 . 1
—asin| ——— | =asin| — — — +o0
1 4 ne ne (1 + #) ne n2e n2a
1 1 n 1
= — — 0 )
ne n2a n2a

-1)
1. converge en tant que série alternée dont le terme général a son module décrois-
2 NCES 8 q &
sant de limite nulle. (1) (1)
-1 1" 1 1
Lorsque n tend vers +oo In | 1 + = — +0(—=|.
4 ( \/n+1> Vn+1  2(n+1) (n3>

(=D"

-1 ( 1 > 1 . .
converge, Z — | converge et Z ——  diverge donc In (1 + diverge.
2 2(n+1) vn+1

Z\/n—i—l

(_1)n ) _l)n
1+ diverge alors que converge.
11 ( Ve 8 que ) I 8

(-1)" 1

(C)m 1 |
1 1 d .
H( + STl + 2+ 1) converge alors que Z NCES + 2(n+1) iverge
1" 1 1" 1
En effet, lorsque n tend vers +oo, In (1—|— (=1 + > = (=1 +0 <3> la sé-
n2

rie de terme général In (1 +

vn+1l 2(n+1) vVn+1

_1)n
(-1 + est bien convergente donc le produit infini

vn+1 2(n+1)

!

1+ + converge
H( vn+1 2(n+1)> &
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1 1 1
Nous en déduisons u,, = asin —asin [ — ~ )
1+ ne ne ) n—+oo n2a

E u, converge si et seulement si a > 3

n>1
e La série Z est une série alternée. Le terme général tend clairement
n>1
vers 0 quand n tend vers +00.
1
In (Jun]) = — 22 n(n).
t+1 t+1—In(t 2
Posons, pour t>1, f(t) = ln( ). fl(t) = t—Q() f,(t)>t_2 > 0 donc

f est croissante et n € N* — € R est décroissante. La série alternée

nvn
est donc convergente.

—1
e uy =0 et Vn € N, un:cos(n27rln<n ))
n

Lorsque n tend vers l'infini nous avons

| n—1 1 1 1 1 L 1 d
n = —— — — — o| — | donc
n n  2n? 3n3 4nt nt

™2 In n-1 ——mr—ﬂ—ﬂ— i + o0 1
n N 2  3n  4n? n?)’

La série E "+1 est une série alternée convergente et la série E — est
n>1 n>1
7o 2 n/_'l
absolument convergente donc la série E cos | n“mIn est conver-
n
n>1
gente.

[e%

o (o (L))

Pour a<0, lim wu, =1 donc la série Z u, diverge.

n——+o0o

1
Supposons a > 0. In(n*u,) = 2In(n) + n” In (COS (ln(n)>)'

,,,LOL

In (cos (ﬁ)) .- m done () |~ = i e

lim n*u, = 0. La série E u, converge.
n—-+0oo

n=1
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2n® +n? b b
® U, = Cos <7r s HQT;_ an + ) = (=1)""sin <7TC”;7;Z )

_1\n+1 1
Lorsque n tend vers +o00, u, = ()—m +0|(—=).
2n n?

2n n
sante et converge vers 0. E u, est donc la somme de deux séries convergentes ;

n>1

(=1)"*'ma - , Ta L
E ———— est une série alternée convergente car | — est décrois-
neN*

elle est convergente.
a™n!

® U, = )
nTL
Si a =0 la série Z u, est clairement convergente.
u 1\ u a
Supposons a # 0. Soit n € N*. [t 1] =a (1 + —) . lim [t 1] = u
n

|un| n—too |ty e

La fonction exponentielle est convexe donc la courbe d’équation y = exp(z) est
“au dessus” de la tangente en tout point ; en particulier Vo € R, 1+ x< exp(z).

1 1
Nous en déduisons Vn € N*, 1+ —<exp < ) puis (n +
n

1 n
- ) <e et enfin

n
Vn € N ‘u"HlZM.
|| €
T [ups ] la]\" la] \"™
Vn € N |upi1| = |ug| H >|(— | doncVneN |u|Ze(— | .
=l e e
Si |a| < e la série Zun est convergente. Si |a|>e, le terme général u,, ne tend
n=1
pas vers 0 donc la série est divergente.
aTLQ\/ﬁ * \2
® U, = m (a,b) € (R+) .
Sib=1, 2"+ ~ 2VPetuw, ~ a™

n—-+4o0o n—-4o00

Sib#£1, 2VP 4 bm ~ b
n—-+4o0o
\/n—i—l—\/ﬁ:

1
Vn+1+yn
Supposons b # 1. Untl o Govaklvi gone lim ol = 2
Uy n—+oo b n—+00 Uy b

Si a=b, le terme général u,, tend vers 'infini donc la série Z u, diverge.
Si a < b alors d’apres le critere de d’Alembert la série Z U, converge.

Finalement la série Z u, converge si et seulement si a < b.
e 1, = sin (7T\/7l2 + an + b).
/ b b 1 a? 1
Lorsque n tend vers +o0, 1+g+_:1+i+___a_+0 — ).
n n? 2n  2n? n3

8n?
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a 4b—a? 1
Donc lorsque n tend vers +00, Vn? +an+b=n+ = + +O0O|(— ) et

2 8n n2
.. (ma  w(4b—a?) 1
Un = (=1)"sin (7*7*0 ({))

Sia & 27, (un),cy ne converge pas vers 0 et la série Zun n’est pas conver-
gente.
Supposons a = 2p € 27Z. Lorsque n tend vers 400,

up = (—1)"*7 sin (”(4[)8—;@2) +0 (%)) - (—1)”+p”(‘”)8—;“2) +0 (%)

La série g u, est alors convergente.

Nous pouvons remarquer que, dans ce cas, la convergence est alors absolue si

et seulement si 4b — a® = 0.
n(n—1)

(~1)*"

n

o U, =

n
Notons, pour n € N*, S, = Zun
k=1

et

al 1 1
Song1 =1+ Z(—l)p (— + )
= 2p  2p+1

1
La suite de terme général — + est décroissante de limite nulle donc

2p 2p+1
- ‘s 1 1 - .
la série de terme général (—1)? | — + est une série alternée conver-
2p  2p+1

gente. Nous en déduisons que la série E u, est convergente et 2

+o0 (_1) n(n271)

R 1 1
P D ) L = .
" +p:1( ) (2p+2p+1>

n=1

o 1)a (o> 0).

n +

Pour z € [0, 2] nous avons acos(l — x) = 2 asin (@)

Nous obtenons donc Vn € N, u,, = | 2asin _ )
2(n+1)

2 . .
Uy, ~ —=- E u, converge si et seulement si a > 2.
n—+oo N2

oun:(l—%>n (a>0).

° U, = (acos

R

+

hS]

. +o0 (_1)n(n2—1) T
= —1+atan(l) = Z_l donc 27 =3
n

n=1

p

P 2p+1

I
-

SEW ) 3D
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1
nln (1 - —) ~  —plTe
ne n—-+00

1
Sia>1alors lim u,=1,Sia=1alors lim u, = —.
n—+00 n—+00 €
1 21 nln (1 — L
Supposons a < 1. 2In(n) +nln (1 — —) =n'° ( Ill(n) + (1 & )>
n nt—9 nt—9
In(1- 2 21
lim w = —1, lim rll(n) = 0 donc
n—-+o0 nt—ae n—+oo NtT¢

1
lim 2In(n)+nln (1 - —) = —ocoet lim n’u, =0.
nll

n—-+0o00 n—-+00

La série E u, est donc convergente si et seulement si 0 < a < 1.
1 n
° = — <.
=5 P
p=1
n

Supposons o < —1. Zpa possede une limite réelle [ strictement positive lors
p=1

[

que n tend vers 4o0o0. Nous avons alors, u,, ~ —. g u, converge donc si
n—-+o0o nﬂ
et seulement si g > 1.

—~ 1
Supposons o = —1. E — ~ In(n) donc u, ln(n)
b
p=1

n—+o0o n—-+o0o 77/8

Z u, converge donc si et seulement si 5 > 1.

n
1
Supposons o > —1. v~ n® avec K > 0 donc
pp pz:;p n—+oco o + 1
1
~ E u, converge donc si et seulement si § — a > 2.

U oo (a+ 1)nf-a-1’
% xa—l

dz.

® U, =
/0 1+ &

L’intégrale existe si et seulement si o > 0.
1

-1 1

z _ no 1
~ zYdoncu, ~ 2 Ydr = )

1+ \/E z—0t z—=0t [, an®

g u, converge si et seulement si a > 1.

=y
o Un = Lo

Si a<1, le terme général u,, ne converge pas vers 0.
Supposons « > 1.

n
Pour n € N*, notons S,, = Z Uy

k=1
Soit n € N, n>2. S. i ! ”Z_l L
y NZ24. Oap = Ry _— V-
 @ptt H Ept et
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n

1 1
Soni1 = Z (2p)ott Z 2p + 1)o 1

p=1 p=1

n

La série de terme général est convergente donc les suites de termes gé-

a+1
néraux Sy, et Sp,.1 convergent (et ont la méme limite) si et seulement si
a — 1 > 1. Dans ces conditions la suite de terme général S,, converge et la
série E u, converge si et seulement si o > 2. dans ces conditions nous avons

+00 +0o0 1 “+o0o 1
Uy = —_— — _—.
a+1 a—1
2 szl (20) ; @+ 1)
1 [™atant
U, =— atan dt (a € R).
n® Jo 141
, atan(t) , oy
La fonction t € R, +— T € R, n’est pas intégrable donc sachant que
atan(t) T
———~= ~ ———— NOous avons
1+t totoo 2(1 + t)
m [T dt T s
~ = —— = —In(1 ~ =1 )
U T2 ) T 2 gt
mIn(n)

Nous en déduisons u,, ~ .
n—+oo 2 no

Nous avons vu plus haut les série de Bertrand ; la série E u, converge donc

si et seulement si a > 1.
n

® U, = oua€RyetxrelR

n
1
Lo
k=1
Pour x = 0, la série u,, converge. Supposons alors z € R*.

n
1
Notons, pour n € N*, S, = Z o
k=1
Supposons a > 1.
1
La suite de terme général S,, a une limite réelle [ > 1. u,, ~ —z". Nous en
wﬁ+a>l

déduisons E u, converge si et seulement si |z| < 1.

Supposons o = 1.

Comme nous l'avons déja vu dans d’autres exercices, S, . In(n) donc
n——+0o0
n
0 ™ et lim unsa] _ |z|.
n—+oo In(n) — n—too |u,|

Pour |z| < 1 la série 5 Uy, converge.

Pour |z| > 1 la série Zun diverge.

Pour z = 1, en utilisant I'exercice concernant les séries de Bertrand nous en

déduisons que la série E u, diverge.
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(="
Sn

limite 400 donc la série alternée Z u, converge.

1 1

T el (n4 1)t

Lorsque n tend vers +o0, )\nzi<a_1+o<l)).)\ ~ 04—1'

no—1 n n " ot no

Pour x = —1, u, = . La suite de terme général S,, est croissante de

Supposons « < 1. Notons, pour n € N*, \,

La série de terme général A\, < 0 est divergente donc A, = Z)\k vérifie

n

a—1 . 1 r .
An oo Z e c’est-a-dire m -1 " +o0 (1 - Oé) Z ﬁ sort en-
k=1 o k=1
core Sn n—:ﬁ—oo W et up, n—:‘roo (1 — Oé) ia
|Un i1

~ |z| donc pour |z| < 1 la série Zun converge, pour |z| > 1 la
|un| n—-+00

série E u, diverge.

Pour x = —1 comme plus haut la série E u, est unesérie alternée convergente.
1l—a ) }
Pour x =1, u, ~ donc E u, converge si et seulement si o < 0.
n—4oo nl—a

En résumé nous avons :

La série Zun converge absolument pour |z] < 1 et o € R, la série Zun
converge absolument pour x =1 et a < 0, la série Z u,, converge (non abso-

lument) pour x = —1 et a<1. Dans les autres cas la série Z u, diverge.

2 2
® U, = asin —asin [ —— |, a et b strictement positifs.
a+n? b+ n?

Nous pouvons utiliser deux résultats pour conclure.
T x
Pour z € [0, 2] nous avons asin(l — x) = 5 2 asin <\/;>

Nous avons aussi pour |z|<1 cos(asin(x)) = sin(acos(x)) = v/1 — z2.

En utilisant la premiere relation nous avons lorsque = tend vers 0,
7
asin(l — ) = 5~ (\/21: +0 (x\/E))
a

Avec r = nous obtenons lorsque n tend vers +oo,

. 2a 1 )
asin — +0 | — et aussi,
< ( a+n? (n3)>
. s 2b 1
aSln<b+n2 __< b+n2+0($>)‘

2
S (1o ()

\/
wm

3,
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Finalement lorsque n tend vers +o0o nous avons u,, =

—\/2__\/%+O(i>.

La série E u, diverge sauf dans le cas a = b.

En utilisant la seconde relation nous avons

n n? \’ n? n? \?
i S - - 1
sin(un) a+n2\/ (b+n2) b+ n? (a+n2>

n2

— 2 2
(a+n2 \/bb+2n —Va(a+ 2n2))

ST E) 0TS (,/Qb 1+ —/2a 1+2—nQ)

Lorsque n tend vers +oo nous avons :
b b 1
20(1+—)=Vv20(1+— — .
(13) = <+4n2+0(n4))

) o)
n(l—{—%)(l—{—n—l’z,)_n n? nd /)’

Nous obtenons donc

SO ) ) o)
(\/_ —v2a)+ 0 (%

Il est clair que u,, € [0, g] donc u,, = asin (ﬁ(\/? —V2a)+ 0 (%)) puis

1 1
= —(V2b—+V2a)+ 0O (—3) Nous avons le méme résultat que plus haut.
n n

oun:tan<%+(_n—?n)—1, (a>0).

Lorsque z tend vers 0,
2
o <z+x> _ 1 + tan(x) _ 1+ 2+ o(x?)
1 —tan(x) 1—x+ o(x?)
=(1+z+0(*))(1+z+2°+o0(x?) =1+ 22+ 22° + o(z?).

ne n2a n2a
2(=1)"

2(=1)" 2 1
Lorsque n tend vers +oo nous avons donc u, = u + —=+o ( )

a étant > 0, la série alternée de terme général

est convergente donc la

n
série de terme général u,, converge si et seulement si la série de terme général
2

1 o : .
—= +o (Ta I'est ; c’est-a-dire si et seulement si la série de terme général
n n

2
— est convergente c’est-a-dire si et seulement si 2o > 1.
n ! .
® Uy — (COS (T)) — Q.
n
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1 1 1 1
Lorsque n tend vers 400 nous avons cos | —= | =1— —+ —— 4o | —& |,
vn 2n  24n?

n In(cos (%)) - % +o (%)

Nous avons donc lorsque n tend vers +oo

oo (s (L)) o L (1 L (1))

1 1
lim w, =0 — a= —. Dans ce cas u ~  — ——— et la série di-
n——+o0o " \/E " n—-+00 12\/671
verge.

Finalement quel que soit a la série diverge.

1 2n 9 n
ou,=[(1+ — |1+ , (a>0).
n+1 n+a

Lorsque n tend vers —+o0,

1 2 1
ln(l—l— )-ln(l—l——)—ln(l—!——)
n+1 n n

2n1n<1+ ! ):2—§+O(i).
n+1 n n?
1\ 1 ) 3 1
(1+n—|—1> —exp(2nln(1+n+1)>—e (1—54—0(?)).

De méme

9 9
1n(1+ >—ln(1—i— +a)—ln<1+g)
n-+a n n

2+a (2+a)? a a? 1

——+—=40
n n? n+n2

2 2a + 2 1
nln(1+ ):2— @t —|—O(—).
n+a n n?
2 " 2 2 1
n+a n n?
Nous avons donc, lorsque n tend vers +oo,
20 —1 2 2 1
un:eQ<a + ot —1—0(—2)).
n n n

: . . 1
La série E u, converge si et seulement si a = R

Vnl
i_[(1+\/E)

k=1

® U, =

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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1
uy, s'écrit aussi, pour n>1, u,, = — )
21—[ (1 +Vk+ 1)
ey Vk
14+ vErT 14+ vErT
In dt =tln | ————
Vi Vit

1 1
‘/t{z¢m<l+m>‘ft “

Nous avons donc

5. 1 L N
't(z\/ﬁ(uﬂ/ﬁ) 2t>_ WE+1

N

1+
Posons, pour n>1, v, = In (i)

NZD
1+vt+1
%) € R est décroissante donc

n+1 1 /t
/ In < + i i ) dt< ka c’est-a-dire :
1

(n+1)In (145/_7%; )+\/n+ —In(1+Vv2) - ﬁéivk

11 vient alors

1++vn+2
—ka\— (n+1)In < +_n+1r > Vn+2+In(l+v2) + V2.
In(u,) = ka

—n—1
1 /v 241
Il vient immédiatement : u, < \/_ 2 ( nteot ) exp(V2 — Vn + 2).

t}lt—)ln(

2 vn+1
\/n——i-2 +1 —n—l \/§ +1
(—w/n%— 1 <let exp(v/2)<5 done 0<u, <5 exp(—/n).
La série de terme général exp(—+/n) est convergente car hT n? exp(—v/n) = 0.
n—-+0oo

Soit f une application de classe C! définie de [a, +oo[ dans C. On suppose que
f! est intégrable. Soit ng un entier naturel au moins égal a a.

k1 k1
Notons, pour k>=ng, z; = / (t—k—1)f"(t)dt. \xk|</ |f'(¢)|dt.
k k

1+vt+1
3. In| ——
\/il

21+ ¢

1 1
= Argsh | — donc la dérivée de t>0+—— Argsh| — | € R est
) ¢ (ﬁ) ¢ (ﬂ)

teR} — —
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CHAPITRE 3. CORRIGES SERIES, SERIES DE FONCTIONS

n k+1 n+1 +00
D’apres hypothese, Z (/ |f’(t)|dt> :/ |f’(t)|dt</ |f/(t)]dt.
k n n

k=no 0 0
La série Z Zn est donc absolument convergente.
n=n
’ k+1
En intégrant par parties nous obtenons xy = f(k) — f(t)dt.
k
SRS CEY MNIE
k=ng k =ng
n+1
Si la suite de terme général, pour n>ny, / f(t)dt converge alors la série
o
Z f(k) converge.
k>ng
Posons f(t) = Sm(:\/_) [ est dérivable sur R .
1 «
Pour ¢ > 0 nous avons 7 cos(mt) — —= sin(mV/t) ).
) = ooy (meos(ot) = S sinav))
T+«

Pour t>1, | f'(t)|<

Qta-i-% )
| y
Pour a > 2’ f' est intégrable.

z2 . Tz .
/ sm(ﬂ\/_) sin(mvt) 2/ sin(mu) = 27r20‘_2/ sm(v)du
1 1 7r

u2e—1 p2a—1
v sin( ) 1 —cos(t)]” Y1 — cos(t)
/1 it = {—tﬂ 1+5/1 et
1— t 2 1— t
0< cos( ) Sif>0,tell, +oo[—> 1= cos(t) € R est intégrable.

t8+1 t6+1 t8+1

Y sin(t T2 1 — cos(t
Nous avons donc  lim sin( )dt =cos(1) — 1 +/ ﬂdt.
1

/ sin(mv/1)
te

1

1
Pour o > 5 nous en déduisons que ——~* 7 dt a une limite réelle* quand

x tend vers +00.
En utilisant ce résultat, et ce qui a été vu plus haut, nous en déduisons que

1 sin(m
pour o > —, la série Z \/_) est convergente.
n>1

1
Pour a = 2 f' n’est pas intégrable.

7 cos(my/t) B sin(7v/1) '

2t 2t\/t
cos(mv/1)
t

En effet. f'(t) =

Supposons que t>1 —> € R soit intégrable.

sin(7v/1)
t(X

—+oo
4. C’est-a-dire : I'intégrale impropre / dt est convergente.
1
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2w/t 1+ 2w/t

t>1 — M e R est dOHC intégrable ot t>1 Cost( \/—> R
1+ 2m\/t 2 ) 7

n’est pas intégrable. Or 0< cost( \/_) (Cos(t” \/_)) \cos(t \/_)\ o

qui est contradictoire.

Nous en déduisons bien que f’ n’est pas intégrable sur [1, +oo.

cos(myV/t msin(my/t)  cos(my/t
N

De méme, / ()dtzg/ cos(u) . _ o {sm(u)} +2/ sin(u) | -

Posons g(t) =

u u u?
r>1+— / t)dt € R possede une limite en +oo.

Nous en déduisons donc comme plus haut que la série Z g(n) est convergente.
n>1
En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral nous avons

n+1 n+1
F(0)dt = F(n) + 5 /(n) + / (t—n— 12 (t)dt.

1 ™
Pour a = % ) = 2 cos(mV/t) — \/_ \/_
f" est donc intégrable.
n+1 Sil’l(ﬂ'\/%) 2 w(n+1)3? 9 ) )
/n i dt - /m2 sin(u)du - (( 1) (—1) )
7 cos(mv'k) B sin(mvk)
2k 2kVk

sin(mv/t) + sin(mv/1).

f'(k) =
convergente.
n+1

. La série de terme général f'(n) est donc

2
f)dt = — ((—1)(”“)2 + 1) n’a pas de limite donc la série de terme
. m
général f(n) est divergente.

sin(7m
La série Z \/_ est donc divergente.

n=1

1
oun:acos< 1——3>
n

. 1 1
U, = asin (m) 00 m
1
® U, = (—1)"/ cos(nt?)dt.
0

la série est donc convergente.

Pour n € N, notons S,, = Z ug. cos(nt?) = RNe(exp(int®)). Nous avons alors
k=0

Sn= %e(/ol (2”: exp(ik(t2+7r))> dt) = Re (/01 (=1" Z};I;)((Zi%ill)tz)—i_ldt).

k=0
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Notons o,, = /l (—1)"exp(i(n + 1>t2)dt
n 0 eXp(th) + 1 .

! 1

Montrons que la suite (0y,),,y converge vers 0.

i L exp(i(n + 1)u) "
= [ i ) /e

€0, 1] — o+ (i) [V € R est continue, intégrable donc pour € > 0
il existe o €]0, 1] tel /a ! du< s
il existe a el que U<~
R R VA

1
2(1 + exp(iu)/u

[ eplitn+ s = -

Posons f(u) = f est de classe C! sur [, 1].

. 1
1

)

(n+1) N
, 1
+(n—lkl)/a exp(i(n + 1)) f'(u)du.
Nous obtenons donc
1
[ explitn -+ 1u) (wda
a < swp |f(w) (1—a) sup |f'(u)] = —
< u U —a) su uw)| = .
n—i_lue[a?l] n+1 ue[ojjl} n+1

1
> lim exp(i(n + 1)u) f(u)du = 0 donc il existe N € N tel

n—-+0o0o o

Nous obtenons

5. Nous pouvons généraliser au cas d’une fonction continue par morceaux. Soit f une fonction
continue par morceaux définie sur Ja, b (—oo<a < b< + 00), a valeurs dans C, intégrable alors
nll)l:r_loo exp(int) f(t)dt = 0.

Supposons d’abord que f est continue sur Uintervalle fermé borné [«, f].
€
Soit & > 0. Il existe une fonction polynomiale P telle que sup |f(t) — P(t)|<0————.
tela, B 21+ B -«

/j exp(int) P(t)dt = {; eXp(int)P(t)]i + :L/ﬁ exp(int) P’ (t)dt.

Il vient alors

B
/ exp(int)P(t)dt

<2 o [P()]+ /|P’ J[dt =
N tea
B

B
/ exp(int) f(t)dt =

T~

exp(int)(f(t) — P(t ))dt+/ exp(int)P(t)dt donc

[e%

+

I

B
/ explint) f(#)dt| <

N ™

K ¢
Il existe N € N tel que pour tout entier naturel n>N on ait —<§ donc pour n>=N nous avons
n

B B
/ exp(int) f(t)dt| <e puis lim exp(int) f(t)dt = 0.

n—-+o0o o

Si f est continue par morceaux sur l'intervalle fermé borné [, 3], en utilisant la relation de Chasles
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que pour n>=N on ait <

/1 exp(i(n + 1)u) du
o 2(1+ exp(iu))y/u

<
2’

Soit encore pour n=N, |o,|<e c'est-a-dire lim o, =0. (
n—+o00

S,

- ! 1 ' 1

convergente, de limite e ——dt | = —dt = =
o 14 exp(it?) 0 2 2

f ((—1)” /01 cos(nt2)dt) _ %

n=0

n)nen €St donc

n 1

oun:un:(—l)”no‘/ (t )d ( € R).
0
1 In(t)

Posons pour x > 0, f(z) = o 1—

) In{®) _ n(t)
[ est bien défini car t € R, l—> R est continue et vérifie lim \/_ = 0.

1+ t t—0+ 1+t

U, est défini pour tout n € N*.

1 *1 v
n(t) In(t) et est de signe fixe donc / ﬂdt ~ / In(t) =zIn(x)—=z
1+t t—ot o L+t =0t )

“1
Finalement/ 1n(t) dt ~ zln(z).
0

+t  z—0*

w In(t
Nous en déduisons u,, = na/ a( )dt ~  (=1)""'n*n(n).
0 14+t notoo

lim u, =0 < « < 1. La série E u, diverge pour a>1.
n—4o00 >1
nz

En utilisant les résultats concernant les séries de Bertrand, vus plus haut,

Z |un| converge lorsque a < 0.

n>1
Etudions le cas 0<a < 1.

f(z) = —Ozxo‘l/o inj_idt +x inj_—mi

nous sommes conduits au résultat précédent donc la limite est encore nulle.
Supposons maintenant f continue par morceaux définie sur Ja, b] (—oo<a < b< + o0), & valeurs
dans C, intégrable.

« b
Soit € > 0. Il existe a €]a, b[ et S €la, b] (o < B) tels que / |f(t)\dt<§ et / |f(t)\dt§§.
a B

b a b B
/ exp(int) f(t)dt g/ |f(t)|dt +/ |f(®)|dt + / exp(int) f(t)dt|.
a a 8 «
B
D’apres le résultat précédent, Erf / exp(int) f(t)dt = 0 donc il existe N € N tel que pour tout
B i c
entier n>N on ait / exp(int) f(t)dt gg.
b b
Donc pour n>=N nous avons / exp(int) f(t)dt| <e c’est-a-dire 11111 / exp(int) f(t)dt = 0.
a n—-+oo a
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f'(x) ale signe de g(x) = _&/0 1115_1(# n xlnj_xa)j'
In(x) 1

- 1
The T g @t
11—«

I —
g'(x) = 1+z

Supposons 0 < x <
r+1

Sur cet intervalle ¢'(z) a le signe de h(z) = In(z) — wra_1
ar +a —

, 1 1
h(l’)—;+m>0.

11—«

h est strictement croissante sur |0,

lim h(z) = —oco, lim h(z) = +o0.
z—0t z%lea

<

1—
Il existe donc ¢ € }O, - { unique tel que h(zg) = 0.
a

o
g’ est donc strictement positive sur }xo, [ et strictement négative sur

]O, ZE()[.

lim+ g(x) =0, g est strictement décroissante sur |0, (| donc g est strictement
z—0

négative sur |0, zo[ et f est strictement décroissante sur |0, x).
lim+ f(z) = 0 (f est strictement négative sur |0, xo[; ce que nous savions déja).
z—0

1 L X .
lun| = —f (— .n € N* — |u,| € Ry est donc décroissante a partir d'un cer-
n
tain rang N>—; nous pouvons appliquer le théoréeme concernant les séries
o

alternées. La série E u, est donc convergente.
n=1

e u, = f(n) avec f de classe C*, f(x) #0 et xEToo J;éj))

Quitte a changer f en -f nous pouvons supposer que f ne prend que des va-
leurs strictement positives car f est continue et ne prend pas la valeur 0.

L’hypothese concernant la limite nous permet d’en déduire qu’il existe A > 0
fllx A ANz — A)

=A<0.

tel que pourz € R, z>A =

x /(t
<—=. Nous en déduisons / dt<
flz) 2 a J(1) 2

c’est-a~dire : In(f(z))<In(f(A4)) + Az —A)

o< stopestaron (20 e () < o (25,

)\ étant strictement négatif, lim n”f(n) = 0 donc la série Z f(n) est conver-
n——+o00

soit encore

gente.

1 .
® U, = — ou p, est le n"**® nombre premier; po =1, p1 =2, ps = 3, p3 = 5,
Pn

pi=T,""
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lim p, = 400 car la suite (pn)neN est croissante non majorée. Nous pouvons
n——+0o

aussi remarquer que p,,=>n.

1 1
In 1 o~ =,
— E 1——+00 pl

Soit n € N*. Soient py le plus grand nombre premier apparaissant dans la
décomposition en facteurs premiers des entiers compris entre 1 et n. Pour k
compris entre 1 et N, notons «; le plus grand exposant de p, apparaissant
dans la décomposition des entiers compris entre 1 et n. Par exemple, pour
n=20, N=8, a; =4, ay = 2, pour 3<k<11, ap = 1.

n N oag

1 1
Il est immédiat que l'on a : Z -< H Z —5
=17 k=1 om0 Pr

1 X 1 1
— = ] 1
Pour z €] — 1, 1] nous avons T2 Zx donc Z ST puis
=0 Bi=0 Pk P

n

S|

P

1
T
Pk

1

La série harmonique Z — est divergente donc Soit B > 0. Soit A > 1 tel que

i>1

1
In(A)>B). 1l existe n € N* tel que E ->A. Il existe donc N € N* tel que
j=1

AT
A< .<kH11_ -

J=1

1
En particulier B< Z In (1 T ) .

k=1

| —

<o
=

La série de terme général In est une série a terme positif non majo-

1

Pk
rée donc elle est divergente. D’apres 1’équivalence rappelée plus haut nous en

déduisons que la série Z — est divergente.
Pk

1 2nm 1 . 2nm . 2w s 2
® Uy — CoOs| — |, U, = sm|{ —— ). = COS | — smm | — .
3 3 3 3 )7 3 3

n € N+—— j" € C est périodique de période 3.

—4
Soit n>4. Posons N = F (n )

3
(uj + ivy) = - | + .
j=1 k=0 \i=1 V i+ 3k k=3nv+1 V k
3 . . -
Z jl+3k B ] . 7 ) 1
3 - 3 3 3 .
=1 V1+3k V1+3k  V2+3k  V3+3k
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1 1 1 1
Lorsque k tend vers +o0o0 nous avons — == l1—-—+0| 5
343k 3k 3k K

1 1 2 1
ara v Lo o\e))
2+ 3k 3k

1 1 1 1
3 - 3 1__k+0 ﬁ .
Vi+3k V3t N9

B J J 1
Wy, = + +

Vit3k V213k 313k

1 1 1 1
I+j+J)—B+7+2) ( ):O(—).
=i+ D) - GO+ + D)5 —+0 -
> =< <5—
z k| V3N+1 Vn-2
N-1
Z wy, possede une limite lorsque N tend vers +oo donc les séries Z u, et
k=0 n>1

E v, convergent.

n>1
—~k (kY | o 9 1ip
= g — f | =3 ) ot f est une fonction réelle de classe C* définie sur [0, 1].
n n

Nous avons déjé calculé les sommes suivantes :

n—|—1(2n—|—1 = n?(n + 1)?
Zk:_ Zk2 Zk3 —

f est de classe C? donc en utilisant I'inégalité de Taylor Lagrange, nous obte-

nons f(z) = f(0) + f'(0)z + R(x) avec ]R(x)]é% sup |f"(t)].

te0, x]
2

Avec z € [0, 1], |R(x )|<_ sup |f"(t)].

2 telo, 1]

n+1 . (n+1)2n+1)
2n AR 6n3

(n+1)2'

+ pn avec |pp| < f" || oo

Lorsque n tend vers +o00, p, = O

si et seulement si f(0) = f'(0) = 0.

-1
® U, = COS <7Tn21n (n ))
n

—1 1 1
Lorsque n tend vers +o0o, n?In n =-—n——-——+0|— | donc
n 2 3n

o (rrom (")) = ot (40 (1))
= (—1)m+ (% +0 (%))
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La série E u, est donc convergente.
Qn,

2N ou (an)ne
()

. . kZO
positives.

® U, = y est une suite prenant des valeurs strictement

Si la série E a, est convergente alors, en appelant S sa somme, nous avons
Up ™~ " donc la série g u, est convergente.
n—+o00 SO‘

Supposons que la série Zan est divergente, de somme partielle d’indice n
Sn - Sn—l
(Sn)®

égale a S,. La suite (5,),,cy tend vers +o00. Pour n € N*, u,, =

Zuk\ /Sn dt /*"0 dt

La suite (uy), oy étant positive, la série Z u, est convergente.
Snfl
Sn

Si (un), ey De converge pas vers 0 alors la série E u, est divergente.

Supposons « > 1. ung/
S

Supposons o = 1. Pour n € N*, u,, =1 —

. Sn—l
Si (un),cy converge vers 0 alors u,, et In ( S )

S,
La série Z u, est de méme nature que la série Z In ( " ) dont la somme

n—1
partielle d’indice n est égale a In(S,,) — In(Sy) ; la série est donc divergente.

Dans les deux cas la série E u, est divergente.

a - .
Supposons o < 1. Nous avons u, > —-. La série est donc divergente.

Finalement, E u, converge si et seulement si E a, converge ou E a, di-

verge et a > 1.

/271 dt
® U, = S E——
n 14tV

/ T_dt  n L Lasai S w, est di ¢
Uy = = ~ ———. La série u, est divergente.
n 14+ttt 1+ 2nV2n o+ 24/2n &

n
E iai

o u, == on E a; est convergente.

> i

=1

n

Posons pour n € N, §,, = Zak. Soit n € N*.
k=0
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n n—1

n n—1
> ia; = Z S;— S;1) Zisi—Z(HnSi :nSn—ZSi.
i=1 -

i=1 =0

2 2n

La suite (S,),cy converge vers [, donc en utilisant le resultat concernant la

n—1
2
moyenne de Césaro® nous avons lim Z S; =2l puis lim nu, = 0.
n—toomn + 1 n—-+oo
“ 1 1 An A,
Posons A,, = Z ia; = Mun —Uy = — — donc
— 2 2 n n+1
"1 Ay A A g nu,
—Up = — — = a, — =5,—a
2 " k k T+l T2
k=1 k=1 k=2 k=1
n —+o00
Nous en déduisons nl_l)rnoo Z up = 21 — 2a9 = 2 Zl Q-
Finalement, la série Z u, converge et Z Uy = 2 Z Ay,
n=1 n=1

+oo
®u, = / exp(—nt) atan(t)dt.
0

Pour n>1 et pour ¢t € Ry, 0< exp(—nt) atan(t)gg exp(—t) donc 'application

t — exp(—nt)atan(t) qui est continue est intégrable sur R . u, est donc
défini pour n € N*. Vo € R, |atan(z)|<|z|.

0< 1/+Oo()t<>d<1 " exp(—u)du =
Uy, = — ex atan UL — exp(—u)du = —.
n Jo P n 2 /o P n?

Z u, est convergente.
n>1

+oo
. — / @+ Vacos(z) ,

n 1+ zot?

6. Moyenne de Césaro : Soit (), o une suite définie sur un espace vectoriel normé convergeant

1
l. P eN, = — .
vers osons pour n Un ] Z Tk

n

1
yn—l:n+1Z(xk—l).

k=0
€
Pour £ > 0 donné, il existe N € N tel que pour n € N, n>N = ||z, — l\|<§.
Soit alors n € N, n > N.

R € a
lyn = U< D e = Ul + (n—
n+1& 2(n+1) pard
al - €
nll)r_{loo i kZ_O |lzx — ]| = 0 donc il existe N7 € N tel que pour n>N; on ait i ’;) |z — l||<§.

En choisissant n> max(N + 1, N1) nous avons ||y, — l||<e d’ou le résultat demandé.
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x + /x cos(x)
1 +IO‘+2
Pour o + 2<0, lirll f(z) = +o0.

T—>+00

x + /x cos(x) 1
1+ 29t2  a—too gatl’
u, existe donc si et seulement si o > 0.

frrzeRi+— € R est continue.

Pour o+ 2 > 0,

+oo
Pour o > 0 la fonction f est intégrable; le reste / f(z)dz est donc équi-
T nl
valent, lorsque n tend vers +oo a / e de = —.
n X an

E u, converge donc si et seulement si a > 1.

(—1)" [ 1 o .
oy, = —— —dx. u, existe si et seulement si o > 0.
n® ), 1+ zotl

1
1+ zotl z5400 gotl

+oo 1 o 1
/n —1+xa+1d:c n—:l-oo/n xaﬂdx:an.

i 1
Nous en déduisons u,, ~ (=1)"——.
n—-+o0 n2o

Pour a > 0, donc dans ce cas

E |un,| converge si et seulement si a > 7

1
>0+ — € R est décroissante strictement positive.
x

+00 1
x>0— — € R est décroissante strictement positive donc I'ap-
. Ltotd

1 [t 1
plication x > 0 — —

— € R est décroissante strictement posi-
xe ), 14totl

tive.

1 o0 1
La suite (u est une série alternée convergente dés que lim — S
( n)neN & ! n—+oo N 1+ tatl

est nulle c’est-a-dire si et seulement si o > 0.

+oo 1
oun:/ dt.
o 1+tn

Supposons n>2.

too | too g
/ ﬁ:/ ﬁ+/ dt
o L+ o 1+t R
1 1 in—-2 1 n—2
1 t 1+4+¢
:/ dt+/ dt:/ ER A
o L+t o 1+tn o 1+tn
1 tnf2 1 tn72
Pour ¢ fixé dans [0, 1] nous avons lim St =1; O<+—<2. Nous
n—+oo 1+ t" 1+¢tn

P14t

T dt = 1. u,, tend vers 1 donc la série Zun

n—-+4o0o

en déduisons lim = /
0

est divergente.
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o U, =

—1
Soit n € N*. Posons N = F (n )

,L'TL

4

no .k N-1 4 4k n -k
Z Y Z (Z ! > + Z L (Pour n<4, la premiere somme est
— k pr J+ 4k k

j=1 k=4N+1

remplacée par 0 mais nous pouvons supposer n > 4 car nous cherchons la
limite éventuelle en +00).

A 2i 2
Ty = , = - .
CT Lk (R D)([AR+3) (AR +2)(dk+4)
1
|xk|<m donc la série de terme général z;, est absolument convergente.
no ok

n

k=1

>

k=4N+1

4 4
< < .
4N +1 n—4

k
0
Z m possede donc une limite lorsque n tend vers +o0.

YN

?
La série Z — est donc convergente (elle n’est pas absolument convergente).

n>1

3. (a) La série Z |ty — Upn1| est convergente donc Z(un — Upt1) est aussi

et la suite (uy), oy est convergente ; notons [ sa limite.

n n n
Posons pour n € N, v, = u,, — [. Zukxk = lek + kamk.

k=0 k=0 k=0

n
Posons pourn e N §,, = Z x. Nous avons alors, pour n € N* et p € N*,
k=0

n+p n+p—1

Z VT = Un+p5n+p — Up—1Sp-1 + Z (Uk+1 - Uk)Sk-

k=n k=n

n—+p n+p—1

S ] ol [Suspl + lonal [Suct| + D fones = vel Skl
k=n k=n

La suite (vy,),,cy converge vers 0 et la suite (Sy), oy converge vers S.

€
Soit € €]0, 1[. Il existe N € N tel que pour n>N on ait |v,|<————.

n+p—1

5
Sp|<|S| + € et Vp € N¥, Vht1 — V| <or—r.

n+p

E VT

k=n

Pour n>N et pour p € N* nous obtenons : <e.

La série g Upx, est donc convergente.

(b) Supposons que la série Z|un — Upy1| diverge. Posons pour n € N,
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an, = |up — Upy1]. Notons 6, € [0, 27 une mesure de l'argument de
Up — Upy1. Nous poserons 6, = 0 si u, = Upyq.
n
Notons, pourn € N, 4, = Z ap et pourn € N* v, = exp(—i@n); :
I+ An—l

k=0
notons enfin zqg = x1 = 0 puis pour n € N, n>2, x, = v,, — Up_1.
Montrons que la série E xr, converge et que la série g Unx, diverge.

Nous savons que la suite (Ay),,oy tend vers 4+-00. La suite (v,,),, . converge

vers 0 donc E X, converge.

n—1
Pour n>3, Zukxk = UpV, — UV + Yp avec Yy, = Z(uk — Upy1) Vg
k=0 k=2
n—1 ’Uk . Uk+1’ n—1
yn:kz;1+ao+"'+ak1 1+Cl0+"'+ak71
1+ Ap) — (14 A1) <=/ 1+A4,
_ Z = — " 1.
14+ Apq —~ 1+ A4
1+ A,
S lim — =1. N 1
upposons 1+OO A ous avons alors
— =1 ~ Inl— et li n = .
1+ Akfl k—+o00 n 1+ Ak,1 © n—1>r-i{loo Y 00
. L 1+ A,
Supposons que la suite de terme général oA ne converge pas vers 1.
n—1
Dans ce cas encore lim 1y, = 400. Dans tous les cas Z Unx, diverge.

n——+o0o
4. f est une fonction continue par morceaux de |0, 1[ dans R, intégrable.

V(z, n) €]0, 1[xN, %‘g‘f(w)‘ et |(=1)"z" f(x)|<|f(z)]. Nous en dé-

f(z)
1+

10, 1[— (=1)"z" f(x) € R sont

duisons que z €]0, 1[—

intégrables. Nous pouvons écrire

L ML (e
> = / <Z(—1)kxkf(x)>drc— / L fada

k=0
[ i@ L [t
=/ 1+xdm+(—1) /0 1+xf(x)dx.

V(z, n) €]0, 1[xN, O< v |f( )|<|f(x)|,nl_i>ri10017:;f(x):0. Nous en dé-

duisons

1 InJrl 1 anrl
nl_l}If_loo 1T xf(a:)da: = 0 puis nl—i>Too(_1>n/0 T xf(a:)da: = 0. Il vient alors

n 1 1
lim E U = / de. La série est bien convergente de somme / M
0 1+ 0 1+

n—-+o0o

20
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5. Rappel 7 Soit (9n)pen une suite d’applications continues par morceaus définies
sur un intervalle I de R, a valeurs dans R, intégrables. On suppose que la
série de terme général g, converge simplement vers une fonction G continue

par morceauz. La série de terme général | g, converge si et seulement si G
I

+oo
est intégrable et alors Z (/gn> = /G.
n=0 1 I

Nous pouvons appliquer ce résultat au cas de la fonction g, définie sur [0, 1]
par g,(t) =t"f(t).

n 1 — ntl
Pour ¢t € [0, 1], Zgn(t) =7 f(t). Avec les notations précédentes,
k=0
t
G(t) & G est continue sut I = [0, 1].

T 1t
Nous en déduisons que Z ( / gn) converge si et seulement si G' est inté-
[0, 1]

+o0o
grable et alors Z (/1 gn(t)dt) = /1 %dt.
0 o 11—

n=0
Nous pouvions démontrer simplement et directement ce résultat dans cet exer-
cice.
n 1 11 _ ol
Soit £ € [0, 1[. ) (/ tkf(t)dt> = / - F(t)dt.
k=0
f(t) L
Supposons que t € [0, 1[— 1—¢ € R, est intégrable.
e e () . 8
D’apres 1'égalité précédente t € [0, 1[— N € R, est intégrable®.
- f(t) e .
Soit e > 0.t € [0, 1[— 17 € R, étant intégrable il existe a €]0, 1] tel que
1 4n+1
o [ U0 g8
. 1—t 2
1 n+1 a gn+1 1 yn+1
t t t t t t
a étant ainsi choisi, / —f()dt = / —f()dt +/ —f()dt.
“ntLf(t Lt
0</ —f()dtga"“ &dt.
10

Nous avons donc lir+n T3 dt = 0 donc il existe un entier naturel N
n——+oo 0 —_

. : () e .

tel que pour tout entier naturel n on ait n>N = 0< dt<—= soit

o 1—t 2
()
1

finalement Vn € N, n>N = 0</ dt<e c’est-a-dire

0

7. Voir le premier chapitre.

tn+1 - f(t) .

8. Nous pouvons aussi remarquer que 0< -

o1
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SR GO NI

lim
n—+oo 0 1—t 0 1-— f}
. w0
La série de terme général / t" f(t)dt est donc convergente de somme 1—tdt
0 o 1~

Supposons que la série de terme général / t" f(t)dt soit convergente.
0

Y1t ()

La suite de terme général / dt est convergente. Soit a €]0, 1].

0 1—t
tn+1 t n+1 o
Pour ¢ € [0, a], 0< 1 fi ><a . 171 ol || f|le est la borne supérieure sur
— —a
e ; borne supérieure, réelle, qui existe car f est continue.
0, 1] de f(t); borne supérieure, réelle, qui existe car f est conti
a tn+1 t n+2 o a tn+1 t
0< / il )dt<a “fH . Nous en déduisons lim —f()dt = (0 puis
0 —t 1 n— 00 0 1—+¢
a tn+1
lim ( dt / f
n—+oo Jq 1—t¢ —

/Oall__t”;lf( )dt< /O %f( t)dt = kzn:(/oltkf(t)dt) gi(/oltkf(t)dt)_

En calculant la limite lorsque n tend vers +oo nous obtenons

dt< Z ( / ) La fonction intégrée étant a valeurs dans R
0 1 —t
t
nous en déduisons que t € [0, 1[— L)t € R est intégrable. En utilisant la
tnf(t) L)
ti édent 1 I’égalité dt = —dt.
partie précédente nous avons alors encore 1’égalité Z / T—¢ 11
Uy, tno 1
. Posons v,, = et Wy, = / dx
14w 0 14 x¢
Soit, pour =0, f(z / mdt f est strictement croissante de classe C*°,
+oo
définissant une bijection de R, dans [0, [ ou [l = / T dt, d’application
0
réciproque g continue, nulle en 0. Nous avons u,, = ] Un , Uy = g(wy).
Nous en déduisons lim u, =0 < lim v,=0 < lim w, =0.
n—-+oo n—400 n—-+o0

Si (tn ),y ne converge pas vers 0 les trois séries Z Up, Z Wy, Z In(1 + u,)
sont divergentes.

Supposons que la suite (uy), oy converge vers 0. Nous avons alors lorsque n
tend vers +oo, w, = f(u,) = f(0)+u,f'(0)+o(u,) c’est-a-dire w,, = up+o(uy,)

soit encore w, ~ u,. Nous avons aussi In(1 +u,) ~ u,.
n—-+o0o n—-+00

Les trois séries Zun, an, Zln(l + u,) sont de méme nature car elles
sont de signe fixe.
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u v , .
7. ev,=—— = y,=——. lim u,=0 < lim v, =0.
14 Up, 1-— Up n—+oo n—+o00

Donc si u, ne tend pas vers 0 alors la série > v,, est divergente.

Si u, tend vers 0 alors u,, ~ wv,. S’agissant de séries a termes positifs elles
n—4o0o

sont de méme nature donc E v, est divergente.
un

oW, = ———.
1+ nu,

n

Nous ne pouvons rien dire dans ce cas. En effet supposons u, = —. Dans ce
n
1 .
cas, w, = ——. E w,, diverge.
n+1
n>1

lorsque n est un carré
Supposons, pour n € N*, u,, =

2 =5

lorsque n n’est pas un carré

! LR
Z Up = Z 7= Z . La série Z u, est donc divergente.
k=1 1<k2<n k=1 n>1
1
——— lorsque n est un carré
_J) Vn+n
5 lorsque n n’est pas un carré
n°+n

;wk\;k2+k+ ; k2+k\;k2+k'

La série E u, est donc convergente.
n=1
un
oz, =—
1+ n2u,
1 .
ngngﬁ donc la série E T, est convergente.
un
1+ (uy)?

1
Supposons Vn € N, u,, = 1. alors y,, = 1 La série Z Yn est divergente.

n? 1

T nE U ot 2

® Yy

Supposons Vn € N, u, = n?. alors y, =
La série Z Yn est donc convergente.

8. (a) Pour a et b réels nous avons (a — b)?=0 donc 2ab<a® + b
2/ Un /U U+ V. Z Uy, et Z v, étant convergentes nous en déduisons

que la série g VUnv, est convergente.?

9. Nous aurions pu aussi écrire, en utilisant Iinégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n +oo +oo
<Z\/um/vn> <Zuk vk<Zuk Vg. /UpUn, étant positif et la somme partielle
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
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(b) Supposons que les deux séries Zun et la série Zvn convergent ou
1

VneN, v, = ———.
1+ n2u,

. . . 1
La suite (vy,),,cy converge vers 0 donc lim n*u, = +oo puisv, ~ S
n—-+00 n—+oo N Uy,

En utilisant le résultat précédent nous en déduisons que la série de terme

’ 7 un uTL 1 ’
_n ) _n - -

énéral est convergente. Or, ~ donc la sé
1+ n2u, 1 4+ n2u, n—+o n

1
rie E — est convergente.
n>1 n
Nous arrivons a une contradiction ; E U, et E v, ne sont pas toutes les
deux convergentes.

2
Un ~  (uy)?* donc lorsque

1+ up + u2 notoo

n tend vers +00, v, = 0(uy); (Un),cy étant de signe fixe, si g u, converge

9. e Lorsque (uy,), oy converge vers 0, v, =

alors g v, converge elle aussi.
e Que se passe-t-il si la série E u, diverge ? Nous ne pouvons rien dire car si

1 1 . 1 1
vn € N*, u, = — alorsv, ~ —,siVneN* u,=-—alorsv, ~ -—.
n n—+oo M2 \/ﬁ n—+oco N

Dans le premier cas E v, converge, dans le second cas E v, diverge.

e Supposons que la suite (vy,), oy converge vers 0. il_)IHO L —1—2(135(_490—) 32) =0

donc pour tout € > 0 il existe  €]0, 1] tel que 1 +2'<177§175 31) <e.

Il existe N € N tel que pour tout entier n>N on ait |v,|<n. Il vient alors

(1 — n)u? — nu,, — n<0 puis n= vl —3n) éunén vl - 377). n étant
2(1 —n) 2(1 —n)

moindre que 1 nous en déduisons

n— V=30 < 1F V(4 — 3n)
20—n) 21 —1)

Si la suite (uy), oy ne converge pas vers 0 alors la suite (vy), .y De converge
pas vers 0.

<e. Cela signifie lim wu, = 0.
n—-+oo

Dans le cas ou (un)neN ne converge pas vers 0, les deux séries E U, et g Up,
divergent donc.

10. Soit n € N*. La suite (up),cy- est positive donc en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et en remarquant que 2o > 1 nous obtenons

étant majorée nous en déduisons que la série E Vunv, est convergente.
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n
k=1

n n +00 +00
N ND =D SN )y
k=1 k=1 k=1 k=1

Vu
La série Z —an étant une série a termes positifs dont la somme partielle est

n=1

majorée est convergente.

11. (a) Supposons que la série Z u, soit convergente, de somme S qui est alors

12.

n
strictement positive. La suite de terme général Z uy a pour limite

nu
" k=1

[ > 0. Dans ces conditions nous avons nlu,, ~ S puiswu, ~ — et
n—4o00 n—4o00 ln

la série g u, est divergente ce qui conduit & une contradiction. La série

Z u, est donc divergente.

v _|_ e UTL
Up = NUp+Sp_1 = wy+S,_1. Posons , pourn € N*, A, = ! + )
wy+ - Wy

n—1

> Sk
Nous obtenons A, =1+ k:o . Par hypothese, S o lkuy, la série

—+00

S

k=1
Z u, diverge, donc la série Z nu,, diverge aussi et Z S n—>N+ . l Z kuy,.

g k=1 k=1
Nous avons donc A, ~ [ —1—"—.
n—-+o0o
. > S
k=1
>
k=1 - Sn
n n—-+o0o n
Sk Y
k=1 k=1
Lorsque k tend vers 400, uy = o(kuy) donc Zuk =0 (Z kuk)
k=1 k=1
Nous avons donc liril A, =1+ 1. En reprenant la définition de A,,, nous
n——+00

avons

Sn Sno . . .
A, = " donc Z kg, e ln—l——l puis d’apres I’hypothese,

n
Inu,,
POLT F1
n—4o00
k=1
Supposons que les u,, ne soient pas tous nuls. La série E u, est conver-

gente donc a pour somme S > 0 et sa somme partielle d’indice n, 5,
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Sh
vérifie — ~ —. Nous en déduisons que la série E — est de méme
n n—+oo N =
nz

. S :
nature que la série g — donc est divergente.
n
n=1
La série converge uniquement dans le cas ou les u,, sont tous nuls.

k
In est croissante sur R* donc pour k>2, 111(1{;)2/ In(t)dt.
k—1
Soit n € N, n>2. Zln(k)}/ In(t)dt = [t In(t) — t]n =nln(n) —n+ 1.
k=2 1 !

1 1

—In(n!) —In(n+1)>In(n) =1+ — —In(n + 1).

n n

In est concave donc la courbe représentative est “sous” la tangente en tout

point ; en particulier

1 1
Vt > —1, In(1 +¢)<t donc In(n+ 1) —In(n) =1In (1 + —) <— puis
n) n

1 1
In(n) =14+ — —In(n+ 1)> — 1 et finalement —In(n!) —In(n 4+ 1)> — 1.
n n

\/n n! _1
Il est alors immédiat que >—.
n+1 e

Soit 1<p < n. z”: kup<n z”: uy, donc vngizpzkuk—i— 2": uy. La

k=p+1 k=p+1 k=1 k=p+1

série Z u, est convergente donc pour tout € > 0 il existe p € N* tel que
n>1

€
pour tout n € N, n > p = Z U Pour n > p nous avons donc
k=p+1

1« £
<_ - z . . - _
Un S ; kuy, + 5 P étant ainsi fixé, HEIEOO - Z kuj = 0 donc il existe

1
N € N* tel que pour n>N on ait — E kukéﬁ. Il existe donc g € N* tel
n
k=1

que pour n>=q on ait 0<v,<e c’est-a~-dire lim v, = 0.
n—-+o0o

Notons, pour n € N*, S, = Z k.

k=1

Soit £ € N*. = — —
o k T k(k+1) ko okl
S n B n Sk n Sk+1 n
k+1 Zk ~ 1—k:1k k1k+1+;u’““
Nous en déduisons
PR QL S NS ST .
k=1 k+1 k=1 k k=2 k k=2 k=1
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Nous obtenons finalement Z

+o0 400
=
= Uk .
k+1
k=1 + k=1

n n
1
(e) La fonction In est concave donc In < E ﬁ) >— E In(zy,) soit encore 1%,

n
k=1 k=1

n n
) . , . T 1 B
I’exponentielle étant croissante, kgl ?2 exp <ﬁ El ln(:z:k)> =
En appliquant ce résultat avec xp = kug nous obtenons

n n
1
n! Euk gﬁ kg_l kui = v,,.

En utilisant le résultat de la question précédente nous en déduisons que

n

la série de terme général

+1 P

o0
plus égale a Z Uy,

n=1

n
n! Huk . La série de terme général
k=1

“+o00
donc convergente et sa somme est majorée par € E Up,-

(g) Comme nous I'avons vu plus haut,
uy +

1
rie de terme général Z — ¢étant supposée convergente, celle de terme

u
n=>1 k

n

général H — Tlest aussi d’apres le résultat de la question précé-
je1 Uk
n
dente et grace a l'inégalité précédente, Z I’est aussi avec
ULt e+ un
n>1
+o00 n o0
< n

10. En fait, il suffit d’utiliser le fait que exp est convexe pour obtenir

exp (:l E": ln(xk)> Z exp(In(xg)) Z T
k=1
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13. e Les coefficients a,, sont réels strictement positifs et la suite de terme général

n
S, = Z ap tend vers +oo.
k=0

n—1 n—1

Pour n € N*, w,, =1 — . Si la suite de terme général

n n

pas vers 1, la suite (u,), .y ne converge pas vers 0 donc la série E u, diverge.

ne converge

. . ~1
Supposons donc que la suite de terme général —— converge vers 1. dans ces
n
conditions In(1 —u,) ~ —u, < 0. La série de terme général u,, et la série
n——+0oo

de terme général In(1 — u,) sont donc de méme nature.

Z In(1 — u,) = In(Sy) — In(S,,). Nous en déduisons lim Zuk = 400. dans
k=1 k=0

n——+0oo

tous les cas la série g u, diverge.

e La suite (S,), oy est croissante strictement positive et tend vers 4+-o0o donc

1 Sn 1
(Sn — Sn_l)—</ dtg(sn —S,_1)
S,

(Sn)z\ n—1 t_z (Sn—l)Q‘
1 1
Nous avons donc Vn € N*, 0 < v,<—— — —.
Sn—l Sn

i ! — Ly_ 1 — ! donc la série de terme général ! — ! converge
Z\5o S) S S, S S T s, s

et la série E v, converge aussi.
Unp

(wo+ -+ +up)
somme S. Les u,, étant strictement positifs, S est strictement positif. Dans ce

14. Vn € N, v, =

—. Supposons que la série g u, converge de

Un,

cas v, ~ . E v, converge donc.

n—+oo S
Supposons que la série E u, diverge. S’agissant d’une série a terme positifs,

sa somme partielle d’ordre n tend vers +oo lorsque n tend vers I'infini.
n

Posons, pour Vn € N, S,, = Z ug. Supposons a > 1. Nous avons dans ce cas

k=0
Sy — Sn_1 Sn dg - T dx
pour n € N*, %g — donc quk@o + —.
Se S, . T pord s, T
n
La somme partielle Z vk étant majorée, la série converge.
k=0
Supposons a<0. Soit n>1.
Sp — S Snda = Sn da
%2 — donc ka>vo+ —.
Sa Sp_4 T pr Sy T
Sn da =
lim — = 400 donc lim Z v = +00. La série diverge.
n—+oo o % n—-+o0 P
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Snfl
Sy
Si (Vn),en De converge pas vers 0 alors Z v, est divergente. Supposons alors

Supposons a €]0, 1]. Commencons par le cas « = 1. Vn € N*, v, =1 —

Sn
que (Un)nEN converge vers O NOHS avoI1s dOIlC Un, ~ hl .
n—-+o0o Sn—l

S’agissant de séries a termes positifs, la série de terme général v, et la série de

terme général In ( S ) sont de méme nature. Z In ( St ) = In(S,) — In(Sy).
Sn—l =1 Sk—l

La série est donc divergente.
Dans le cas @ = 1 la série de terme général v,, est donc divergente.
Supposons alors o €]0, 1]. A partir d'un certain rang N, S,, > 1 donc S;y <5,

Uy U
et pour n>N, S—Z>S—n
n n

Finalement la série g v, converge si et seulement si g u, converge ou si

Z u, diverge et a > 1.

. La série est donc divergente.

1
15. La relation n € N*, (n + 1)?u,, = (n — 1)u,_; + n nous conduit & u; = T

Uy = }l’ us = 33 Montrons que pour tout n € N*, un/ﬂ.
Cela est vrai pour n = 1, n = 2, n = 3. Supposons le résultat vrai jusqu’au
rang n.
1 1 1
Uptp1 = m(nun +n+ I)ZW (Z +n+ 1).
1 1 1 3n?+5n+1
(n+2)2 <Z+"+1) At D) At 22V

L’inégalité proposée est donc vérifiée au rang n + 1. Elle est donc vraie pour
tout n € N*. La série de terme général u,, est donc divergente.

V3

16. f : # € R+ 22 — 2 —1 € R est croissante sur |—oo, —?] et sur

V3 o V3 V3
—, 4o00| ; décroissante sur | ———, —|.
3 37 3
V3 . ,
fl——1<0, f(1) <0, f(2) >0, llrf f(z) = +o0 donc f s’annule une
T—>+00

3

et une seule fois'' en «a €]1, 2.

Notons 3 et v les deux autres racines (qui ne sont pas réelles) de X3 — X — 1
et pour n € N, u,, = a" + " +~".

XP o X~ 1= (X —a)(X - B)(X — )

11. X3 + pX + g € R[X] possede trois racines réelles deux a deux distinctes si et seulement si
4p3 4+ 27¢% < 0 et est scindé sur R si et seulement si 4p® +27¢%><0 et donc possede une racine réelle
et deux racines complexes conjuguées si et seulement si 4p® + 27¢% > 0 ce qui est le cas dans notre
exemple.
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X X-1=X3—(a+B+7)X + (aB+ 7y +72)X — (apy)
donca+p5+v=0, af+ By +ya= -1, afy=1.

ug =3, u1 =0, uy = (a + B +7)* = 2(af + By + ya) = 2.

Upz =+ "3 + "3 = a(a+ 1)+ "B+ 1) + 7" (v + 1) = Upi1 + .
En utilisant cette relation et en notant v,, le reste de la division euclidienne de
U, par 4 nous avons vg = 3, v; = 0, v = 2, v3 =3, vy = 2, v5 = 1, vg = 1,
v =3, v8 =2,v9 =0,v9g=1,v11 =2, v15 =1, v13 =3, v1g = 3, v15 = 0,
V1 = 2.

Vg = Vg, V15 = V1, V16 = V2 et Vn € N, w43 = V41 + v, donc la suite (vy,),,cy
est périodique de période 14.
Soit n € N*. Notons N = F (ﬁ

14
. (TUR\ . (T,
sm( 5 )-sm(—Q )

Su-s (L) 5 3

). Notons, pour j € N, z; = sin (W;n>

i=1 j=1an41 J
La derniere somme est remplacée par 0 si n = 14N.
1=0,20=0,23=—-1, 24 =0, 25=2¢6=1, 27 =—1, 23 =29 =0, 219 = 1,
11 =0, 210 =1, x13 =214 = —1.
ix14k+i_—1+1+1—1+ 1
— 14k 41 14k+3  14k+5 14k+6 14k+7 14k +10
1 1 1
Ty 12 Tk 13 kg4

1 1 1
ar i 14k +0 (kz2) donc lorsque

14
e T1dk+i 1

k tend I'infi =0 —=|.

end vers l'infini ;:1 T (k2>

N-1 / 14
. "y L14k+i
La suite de terme général g ( g H,) est donc convergente.
k=0

14k + 4
S U

j=14N+1 J

Lorsque k tend vers 'infini nous avons

14 . [Ej
< 12 donc lim Z — =0.

j=14N+1

. In
La série g — est convergente.
n=>1

U
En utilisant les notations précédente, notons, pour j € N, y; = cos (T">

n N—-1 14
TUp, TUn Y Y1dk+i ?Jg
COS(T)ZCOS(T)Z;ZZ( 14k+z> >
j=1 k=0 \i=1 je1an+1
La derniere somme est nulle si n = 14N.
n=Lyp=-L1yp=0u=-Lys=v=yr=0,ys =—1, 49 =1, y10 =0,
yin = —1, y12 = y13 = Y14 = 0.

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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14

Yidk+i 1 1 1 1 I 1 1
— 14k +i  14k+1 14k+2 14k+4  14k+8 14k+9 1k +11
1 1 1

Lorsque k tend vers 'infini nous avons r i 14k +o0 (E) donc lorsque

14 . 1 1
k tend I'infini Mkt 2 (2.

end vers l'infini 214k + 7 7\ %
N-1 / 14 .

La suite de terme général kz (il 1‘%;:1’@,) est donc divergente ; nous avons

Y1dk+i N 1
d’ailleurs Z ( Ak £ Z) Nevroo T 7 In(N).

> v

14 : Yj
< 75 donc lim Z = =0.

jetan+1 J | T notee T J
La série Z In est alors divergente et Z Yoo lln(n).
w1 o oot T
Notons 3 = rexp(if) avec r > O et § € R. 1 = afy = ar? > r? donc
8] =l < L.

Uy, = & + 2r™ cos(nd).

T T :
Ccos <§un> = cos <§a") cos (mr" cos(nf)) — sin (
sin (gun) = sin (ga”> cos (mr" cos(nf)) — cos (
Lorsque n tend vers I'infini nous avons
cos (mr" cos(nf)) = 14 o(r™) et sin (ﬂr” cos(nb)) = mr" cos(nf) + o(r").

™ n : n

50 )sm (mr™ cos(nb)),
T
2

a”) sin (77" cos(nd)).

cos (gun) = cos <goz”) (14 o(r™)) — sin (ga") (mr™ cos(nf) + o(r™))
= cos (ga”>
sin (g“"> <72Ta”) (14 o(r™)) — cos (gd‘) (mr™ cos(nf) + o(r™))

n
L. r . Sln( un)
La série E — est absolument convergente donc les deux séries E —2z

n
n=>1 n>1
sin (5 ) o . Cos (gun)
et g ——= 7~ sont de méme nature ainsi que les deux séries E —
n
n=1 n>1
z
et g 2
n
n>1

o)

. . sin ( Q@
Nous en déduisons la convergence de la série E —2 7
n
n>1

et la divergence de
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n

la série Z M.
n=>1

=

1 1
17. Soit N = E(y/n). u, est égal & —— lorsque n est le carré d’un entier, — sinon.
n n

n n 1
SUEDIEE
k=1 k=1 —
une limite finie '? donc la série proposée est divergente ; la somme partielle est
équivalente a In(n).

N
1 .
— - La premiere somme tend vers 400 et la seconde vers
p
1

mn

1+ an'
lun(z, y)|<|z|™ Si|z| < 1 alors la série Zun(x, y) est absolument conver-

n>1

18. Soit, pour (n, z, y) € N* X R X R, u,(z, y) =

gente.
Si x = 1, lorsque |y|<1, la terme général de la série ne converge pas vers 0.

1
Lorsque |y| > 1 alors wu,(x, y) S T Dans le cas z = 1 nous en dédui-
n—+oo "

sons que la série Z un(z, y) est convergente (auquel cas elle est absolument

n>1
convergente) si et seulement si |y| > 1.
Nous avons le méme résultat pour z = —1.
Si |z| > 1, lorsque |y|<1 le terme général de la série ne tend pas vers 0.
n
x

Supposons alors |y| > 1. Dans ce cas u,(x, y) ~ (—2> . Dans ce cas

n—+00 Yy
nous en déduisons que la série Z un(z, y) est convergente (auquel cas elle est

n>1
absolument convergente) si et seulement si |—| < 1.
Y

En conclusion la série Z u,(z, y) est convergente (auquel cas elle est absolu-

n>1
ment convergente) si et seulement si |z| < 1 ou (|z| =1et |y| > 1) ou (x| > 1
et |z| < y?).

tn ,avec Vn € N, u,,>0. Notons pourn € N, II,,= H(l + ug)

19. Soit v, = —;
[T+ ) k=0
= 1 1
et II_, = 1. Nous avons alors pour tout entier naturel n, v, = - —.
n 1 Hn—l Hn
Dans ces conditions Z vp=1— o La série Y v, converge si et seulement

k=0 "
si la suite de terme général II,, a une limite | € R* U {o0}.
1<IL,<I1,,4 1. La suite (Hn)neN est croissante don a une limite appartenant a

=1 w2

12. — = —.
S 5=t
p=1
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[1, 4+00] et la série Zvn est convergente.

sin(uy,)

20. u, est défini par u; € R et pour n € N, u, 1 = . Si un des u,, est nul

alors les suivants sont tous nuls.

¥z €R, [sin(z)|<|z| donc ¥n € N, |Un+1|<%.

¥n € N*, ﬁ|uk+1|< <f[ %) <f[ m!)-

k=1 k=1 k=1

. | . . .
Si un des uy pour k € N, est nul alors |u, 1| = Ogu sinon, en simplifiant
n!
|U1| -, ez - 13
nous obtenons encore |un+1|<—'. Cette inégalité est donc vraie ' pour tout
n!

n € N*.

La série E u, est donc absolument convergente.

21. Posons f(z) = /2 + x. f est définie de [-2, +o0o[ dans R, continue, croissante.
Le signe de f(z) — x est celui de —x + vx + 2.

—2<z <0 —2<z <0
flz) =220 <= ou = ou
r=>0et —a?+ 2+ 220 r>0et x €1, 2]

Finalement f(z) — x>0 <= z € [-2, 2].

ug € [=2, 2] = uy € [0, 2] puis Vn € N*, u, € [0, 2] et (u,), oy est croissante.
ug € [2, +oo[= uy € [2, oo puis Vn € N*, w, € [2, +oo[ et (uy), oy est
décroissante.

Dans les deux cas la suite est convergente ; dans le premier cas car croissante
majorée, dans le second car décroissante minorée. La suite (un), oy converge
vers | € R, tel que f(I) =1 c’est-a-dire converge vers 2.

Posons v, = u, — 2. Vuy € [—2, 2[U]2, +ool, u, # 2.

Pour ug = 2, la série Z(un — 2) est convergente.

Supposons ug # 2 c’'est-a-dire Vn € N, v, Z0.Vn € N, v, = =2+ 24 /1 + UZ"

Un
donc lorsque n tend vers +00, v, = ) + o(vy).

‘Un—i-l‘ _ 1

Nous en déduisons lim = —.
n—too  |Uy] 4

La série Z(un — 2) est donc convergente.
22. (a) (un),cy est une suite positive de limite nulle, (vy,),,cy €st une suite positive
telle que Z v, est convergente. Nous supposons Vn € N, w11 <ty + vy,.

Soit € > 0 donné. La série Zvn est convergente donc il existe N; € N

13. Nous pouvons aussi écrire :
le résultat est vrai pour n = 0.
[sin ()] _ |

Si nous le supposons vrai au rang n alors |u = .
bp & [t +2| n+1 \n—i—l\(n—l—l)!

Le résultat est donc prouvé.
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p+q
tel que V(p, q) € N2, p>N; = 0< kaga La suite (u,), oy converge
k=p
vers 0 donc il existe Ny € N tel que pour tout p € N, p>Ny = u,<e.
Soit N> max(Ny, Ns). Soit p € N, p>N + 1.
Supposons dans un premier temps p = 2p; et ¢ = 2¢; pairs.

p+q pit+qi p1t+qi—1
Upg = Z(—l)kuk = Z U2k —Z U2k+1-

k=p k=p1 k=p1
D’apres 'hypothese, wugp<tuor_1 + vor_1 donc
p+q pitq p1+q1 p1t+qi—1 P1+q1
Z ZU2k1+ZUQk 1—2 Ugkt1 = Up— 1+Zv2k 12¢.
k=p k=p1 k=p1 k=p1 k=p1
Nous avons aussi g1 <ugr + vop donc
p+q p1+q1 p1t+qi—1 p1+qi—1 p1+qi—1
Z ZU%_Z U2k_z Vo, = Up4q — Z Ugp = — €.
k=p k=p1 k=p1 k=p1 k=p1

Nous obtenons donc, pour p=N + 1, —e<U, ,<2¢.
Si p est pair et ¢ est impair, U,, = Upq4-1 — Uptq donc pour p=N + 1,
—2e<—€ — Up4q<LUp <26 — up <28,

Si p est impair et ¢ est pair alors U,, = —u, + Upt1,4 — Uptq+1 donc
=36 — € — Up — Upyqr1KUp <26 — Up — Upyqy1<2e.
Enfin si p et ¢ sont impairs, Uy, ; = —u, + Upy1,4-1 €t
—2e< —up — e<Up < — up + 262,
p+q
Dans tous les cas, pour (p, q) € N2, p>N + 1 = Z(—l)kuk <3e. Nous
k=p
en déduisons donc que pour tout a > 0 il existe M € N tel que pour
p+q
(p, q) € N2, p>M = Z(—l)kuk <a. La série Z(—l)”un est donc
k=p

convergente.

Soit N € N*. Notons p = E(vV/N) et pour k € N, b, = Zasz.

Z(—l)E(\ﬂ)ai = Z ((—1)k Z ai> +(=1)” Z a;.
1=0 k=0 i=k2 i:p2
Z<_1)E(‘mai = pi ((_1)kbk) +(=1) Z a;.

=0 k=0 i=p?

3
En effet; A(i) = k* + 2ki + 4% — 9i — 9k* = i +i(2k — 9) — 8k>.
A(0) = —8k%<0. A(2k) = —18k<0.
A(0) et A(2k) sont du signe contraire du coefficient de i* donc A possede
deux racines, r1<xs, et 0 et 2k sont entre ces racines. Chaque 7 entre 0

. . , k+1
Pour i compris entre 0 et 2k, nous avons i + k*> ( ) :
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23.

et 2k est donc aussi entre ces racines et finalement A(7)<O0.
k
Notons m = F <§) donc 3m<k<3m + 2.

Les éléments an étant positifs et la suite (a,), o étant décroissante nous
6m+4 6m+4

avons E A2 < E A2 < E Qi +-9m2

6m+-4 om 3g+2

E Q- 9m?2 :E E Aitom? | + Gem+3+9m2 + Gemta+9m?2-
i=0

j=0 \i=3j
En utilisant I'inégalité démontrée plus haut nous avons
6m—+4 2m

E Qit9m2 S E 3azjrom? + 206m4319m?

i=0 =0
2m 2m+1
<3 E Q(j+m)2 + 2a6m+1+9m2<3 E A(j+m)2-
J=0 Jj=0
2k 3m+1

Finalement b, = Z i k2 <3 Z 2.

La série de terme général a,z est convergente donc Ve > 0, M € N tel
q+r

€
que Y(q, r) € N2, ¢=M = Zajzég.
j=q
3m—+1
Pour k>3M + 2 nous avons m>M puis 0<b, = Za1+’f2<3 Z aj2<E.
=0 j=m
La suite (by),cy converge vers 0.
2%k+2
bri1< Z airp2 = by + (k4+1)2 + a(k+1)2+1<bk + 2a(k+1)2.
i=0

La série de terme général positif a(,41)2 est convergente, la suite (by,), oy

est positive de limite nulle donc la série Z(—l)"bn est convergente.
N
Par ailleurs, 0< Z a;<b, donc converge vers 0. La série Z(—l)E Vg,
i=p?
est donc convergente.

/
Il existe A > 0 tel que pour z € [A, +oo] on ait J;((;C))g — 1. Nous
/
en déduisons / MU dt<(A — z) c’est-a-dire In (%i?)) <(A — z) soit

encore f(z)<f(A )eXP( ) exp (—x
lim z?f(z) = 0. La série Z f(n) est convergente.

T—+00

f'(z) est strictement négatif sur [A, 4+oo[ donc f est décroissante sur cet
intervalle. Soit n € N, n>A. Soit p € N.
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n+p n4p+1 n+p
f(k)= f)dt, ft)
> 1w | ws

k= n+1

Notons R,, = Z f (k) le reste d’ordre n de la série Z f(n). En utilisant

k=n+1
+oo +oo
les inégalités précédentes nous obtenons : fA)dt<R,< f(t)dt
n+1 n
Soit B > 0. Il existe A > 0 tel que pour x>A on ait [ ) — B.

F@) S

Posons g(z) = f(x)exp(Bz). ¢'(z) = (f'(z) + Bf(z)) exp(Bx)<0. g est
décroissante sur [B, +o0o| donc

r2y>A = f(x)exp(Bx)<f(y)exp(By) soit encore

r2yzA = f(x)<[f(y)exp(Bly — 7).

+0o0 +oo 1
n>A = 0< f(z)dz<f(n) / exp(B(n — x))dx = Ef(n)
Avec e = il vient :
1 +oo
Ve >0, dJA >0, Vn e N, n>A = Oém f(x)dx<e c’est-a-dire :
n n
li L o f(x)d 0.1 t al li il 0
im —— = ien rs lim =
Ay T = vient alors lim )

}%n—l
+1=——= donc R, ot f(n+1).

f(n) f(n)
iy R G o -
24. e Choisissons, pour n € N*, u, = ~—5—. Zun est une série alternée; la
V[ﬁ- n=1

. 1 . .
suite < 3 est décroissante et converge vers 0 donc la série E Uy, est
n neN* n>1

convergente. De méme la série E (u,)? est une série alternée convergente.
n=1
En revanche la série E |u,|* est une série divergente.
n>1

1
e Choisissons, pour n € N*, u,, = —- Les séries E Uy, et E (un)3 sont abso-
n n=1 n>1

lument convergentes.
'n

. . J \ . ,
e Choisissons, pour n € N*, u,, = ——. Nous avons vu a exercice numéro 2
n

page 44 que la série Zun est convergente. La série Z(un)3 est divergente
n>1 n>1
car j° = 1.

25. La suite (uy),cy converge vers 0. La série étant convergente, son reste, R,,
d’ordre n tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o. En particulier R,, — Ry, = Z Uy,

k=n-+1
tend vers 0 lorsque n tend vers +o0.
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La suite (un)nEN étant décroissante nous en déduisons 0<nusg, <R, — Ra, donc

lim nusg, = 0.
n—-+oo

0<nugy 1 <nug, donc lim nug,q = 0.

n—-+00

lim (2n)ug, =0et lim (2n + 1)ug,41 = 0 done lim nu, = 0.
n—+o00 n—+o00 n—+o00

©(0) w(k)

n o(n)
a)Zbk ZCLJ—FZ Z ay :ZOaj.

=1 \j=1l+p(k-1)

lim ¢(n ) +00, la série E a, étant supposée convergente nous en
n——+00

déduisons lim Zbk lim Zaj

n—-+o0o n—-+0o00
—+00 —+00
La série Z b, est donc convergente et Z b, = Z Q-
n=0 n=0

Notons, pour n € N, A, = {p € N, ¢(p)<n}. A, est fini car ¢ est stricte-
ment croissante donc vérifie Vp € N, (p)=p. Soit alors N le plus grand
élément de cet ensemble A,,.

Comme nous 'avons vu précédemment,

n (N) N n
Za]—za]—i- Z Zbk+ Z ;.
=0 j=1+(N) k=0 J=1+¢(N)

n
La somme Z a; est remplacée par 0 lorsque p(N) = n.
J=1+¢(N)
Dans le cas ou ¢(N) < n nous avons

Y < —@(N) sup ax|<(e(N +1) = @(N))  sup .
j=110(N) 1+@(N)<k<n k>14+¢(N)
Supposons que p € N — p(p+ 1) — ¢(p)) € N est bornée. Nous avons
e(N)<n < (N +1). Il existe M € N* tel que p(N + 1) — o(N)<M et
donc 1+ p(N)21+@(N+1)—M>n+2—- M.

Nous avons alors pour tout entier n,
(P(N+1) —¢(N)) sup |ax|<M sup ag|.

k>1+0(N) k>nt2- M
£
Soit € > 0. Il existe A € N tel que pour n € N, n>A = |an|<M. Nous
avons alors pour n>A + M — 2,

n n
a;| <e c’est-a-dire lim a; = 0.
. Z = n—~+00 Z J
J=14+¢(N) j=1+¢(N)

g b, étant convergente nous en déduisons que la série g a,, est conver-

gente.

27. Soit n € N, n>2p. Notons ¢=2 le quotient de la division euclidienne de n par

p.
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3
bS]

-1 1 n—qp q—1 p—1 1
a; = - r+ - o |.
k £t k: +q Z Jjp+k g

a une limite, élément de C, lorsque n tend vers 400 si et

i=1 k=1 J=1 \k=0
1 1 1

Lorsque j tend vers 400, nous avons — =—+40 ( > donc
jp+k gp J?

p—1 p—

1

S = 2T w0 ()

=0 P Pz

- 1

1

1 (p—
k:O

seulement si Z oy = 0.

k=0
n—qp 1 n—qp 1 p—1
>n—p+1; « «
qp= p k0k+qpk Z|k| _p+1kz_:|k|
=0
o p—1
d 1 =0. n i et seul t si =0.
onc lim - Qg Z a, converge si et seulement si Z Qg
0 nzl k=0
28 = - 1 K d =1 = Y In (1 i
.xn—H +ﬁ oncyn—n(xn)—Zn +ﬁ )
k=1 k=1
x? x> 2
Pour z € R nous avonsx—?<ln(1+x) :U—;—i—g
Pour obtenir ce résultat il suffit d’étudier les variations des fonctions

2 $2 .1'3

x
x|—>1n(x)—x+5 etx|—>1n(x)—x+?—§.
En se limitant a Uintervalle [0, 1] (ce qui est le cas ici), il suffit d’utiliser les
résultats concernant les séries alternées convergentes lorsque la valeur absolue

du terme général décroit 1.
n

1) D2n+1) < n*(n+1)>2
Pour 1 € N, Zk:_ i Zk2 Mt DO L) s g e

k=1 4

Nous obtenons donc :

n+1_(n+1)(2n+1)< <n+1_(n+1)(2n+1) (n+1)°

om 1203 SIS, 1203 1204

n+1 (n+1)2n+1) 1 1 1 1

on 12n3 T2 " 3n 4n2 1203’

n+l (n+1)2n+1) (n+12* 1 1 1 1 1

on 12n3 20t 2 T30 on2 | 12nd 120t

Lorsque n tend vers o0,

111 vilisLoo(d
e S = — -
*P 2  3n  4n? 12n3 ¢ 3n © n))’

14. Si la suite (uy),cy converge vers 0 en décroissant alors la série alternée E (=1)"u, est
2p—1

convergente et on a V(n, p);nN?, Z (—1)"up< Z(—l
k=0
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29.

30.

1 n 1 1 n 1 . 1 \/_ 14 1 . 1
ex . 7o =ye —+ol—)|.
P 2 " 3n  6n2 ' 12n3 ' 12nt 3n n

1 1 1 1
Nous en déduisons : ve | — +o [ = <xp —Veyel — 4ol = c’est-
3n n 3n n

a-dire z,, — e ~ ﬁ.

n—-+o0o 3n
k—1

- (1)
T, = kl_[l (1 + NG

Nous avons donc In(x,,) Z In (

) vhen 14 W7 g

)

Quand k tend vers +oo nous avons

-1 n—1
La série alternée Z (=1) converge car n € N* — (= \)f € R est décrois-

n>1 \/ﬁ

‘o 3
sante et converge vers (. La série Z Yn converge car 5 > 1.

n=1
ke N, — </k+1dt<1d In(n + 1 <Z —<1+1In(n). En divisant
——< — onc In(n n(n). En divisan
Tk+17 ), ot Tk
par In(n) nous en déduisons Z T oo In(n).

n -1 k—1
La suite de terme général In(z,) — Z (( ) — yn> est donc équivalente

o\ vk

lorsque n tend vers +o00 a —In(n).

nl_l)If_loo In(z,) = —oo puis In(z,) T In(n).
1 .
In(v/nz,) = 5 In(n) + In(x,) o ) donc nl_l)gloo Vvnx, = 0.

(
1
Remarque nous avons déja vu que E

WM oL

= In(n) + v, ou n1—1>1—11—100 Yo =7 la

constante d’Euler.

Nous en déduisons que In(x,) = —In(n) + 2, ol (2,),,cy+ €St une suite conver-
gente. Il vient alors x,, = — exp(zn) Nous retrouvons le fait que hEl Vna, =0;
n—-+0o0

la suite de terme général nx, est convergente.

1
Supposons « = 1. Soit, pour n € N* u,, = —. Lorsque n tend vers +oo nous
n

: 1 1 e
avons L — 1~ +o (—) La série Z — diverge.
n n n

Un n=1
1 u 1 1 1\\”
it * = — =1+ (1 In{1+4— .
Soit, pour n € N*, u,, D)2 s ( + n) < + n(n) n( + n))
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31.

Uy, 1 1 /1 1 2
Lorsque n tend vers 400, =1+— 1+ — 4ol — soit
Upt1 n In(n) \n n

Uy, 1 (1)
=1+—4o0|—|.
Un+1 n n

U, 1 1
Nous en déduisons lorsque n tend vers +oo o140 (—)
Up, n n

e1ncore

1
Comme nous 'avons vu lors de I’étude des séries de Bertrand, Z —(1 IE
n(In(n
n>1

est convergente. Nous ne pouvons donc pas conclure dans le cas a = 1.
Supposons « # 1. Soit f un réel strictement compris entre « et 1.

1\’ /u,
Soit v, = nPuy,. In(v,y1) — In(v,) = In <1 + —) (u +1) . Lorsque n tend
n

Unp,

vers +o0o nous avons In(v,41) — In(v,) = (g +o (%)) + (—% +o <%))

c’est-a-dire

In(v,41) — In(v,) = (6 ; S <%>) e P ; a

n—

—_

(In(vgs1) — In(vg)) = In(v,) — In(vy).

1

—«
La série Z p est divergente.
n

i

n=>1

. . (% . v
Sia>1alors lim In (—n) = —oo donc lim — = 0. Nous obtenons donc
n—-+oo (1 n%+w1@

lim nfu, =0 avec 8 > 1. La série E u, est convergente.
n—+oo

. . (Y . ()
Si o < 1 alors lim In (—n) = 400 donc lim — = +o00. Nous obtenons
n—-+o0o (% n—-4o0o (]

donc lim nPu, = +o00 avec f < 1. La série Z u, est divergente.
n——+00

Un+1 1
" >1— = avec u, > 0.

Uy, n
(nO _ 1>un0
n—1

(a) On suppose qu’a partir du rang ng=1, on a

n—1 n—1

U k—1
H ZH} H 7 donc Vn>ng, u,>
k=ng k k=ngo

La série E u, est donc divergente.

(b) Soit a €]1, A[. Nous savons que pour z > —1, In(1 + z)<z.

I (7 + 1)) — In(n®u,) = In ((<" + 1>)“ tn 1

n U,

1 A —A
<aln <1+—> +In <1——) <a )
n n n

n—1 n—1
—A
3 (W0 (G + D) — (%)) < Y S Cest-andire
J

Jj=no Jj=no
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n—1 o — A
In (n%uy,) — In (nfu,,) < Z :
= J
j=no
n—1 o — A
lim Z — = —oodonc lim n%wu, = 0 et la série Z u,, est conver-
n—r+0oo - ] n—-+o0o
j=no
gente.

32. (a) Posons, pour n € N, b, = In(n%u,) et a, = bpr1 — by.

1
a, = aln (1+—> + In (Un+1).
n Uy,

Un+1 o N
Nous savons que —— =1 — — + v, ol E v, est absolument conver-
Uy, n

1
gente donc a,, = aln <1+—> +In (1 _ 2 —i—vn>.
n n

Lorsque n tend vers +o0o nous avons :

1 1 2
(T ()
n n n n
1 2
:%+0(7>+0(@9+%))
n n
Il existe donc M > 0 et un entier N € N* tel que pour n € N on ait
2 2
n=N = O <(_2 —i—vn) > <M (a_2 + (’Un)2>.
n n

A
1l vient a,, = v, + w, avec, a partir d’'un certain rang, |w,|<— + M (v,)?

n2
avec A > 0.

(8
<¥ + (Un)Q-

La suite (vy,), .y converge vers 0 donc & partir d'un certain rang, (v,)?<|vy|.

Les séries E v, et g w, sont convergentes donc la série g a, est
convergente.

S
—

La suite de terme général (g1 — br) = by, — by est donc convergente ;

=0

il existe [ € Rtelque lim In(n%u,) =1ldonc lim n%u, =exp(l) = A > 0.
n—-+0oo A n—-+o0o

Nous avons bien u,, ~ —.
n—+oo N

Ed

«

La série E u, converge si et seulement si a > 1.

1—(1—-1¢)"
(b) Lorsque t tend vers 0, 1 — (1 —¢)* = xt + o(t) donc Pn& 1-01-t" .
%

t
1—(1—-¢t)" . .
@ : t€]o, 1] € R qui est continue est prolongeable par
continuité en 0.

x étant strictement supérieur a -1, ¢ est, d’apres le critere de Riemann,

1
intégrable sur {5, 1 { ¢ est donc, pour tout z > —1, intégrable sur |0, 1].
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33. Posons, pour (n, k) € (N*)2, n>2, vi(n) = n?

ok (n)|<

+o00 n—1
—1)"t"
Pour |t| < 1 nous avons (1 —¢)* =1+ g <( >' H(a: — k))
n!
n=1

k=0
1-(1-t)* &=t
Il vient alors pour ¢t €0, 1], % = ;% <En —l—) ] kl}](a: — k:))
Supposons x > 1 et © ¢ N.
1 = Unr1 |0 — x|
Notons, e N, u, = —k|>0et = :
otons, pour n u (n+1)(n+1)!]£[()|x | e . ——
; , Unp+1 n—x
tant fixé, > E(x), = )
x étant fixé, pour n (x) . ——
Lorsque n tend vers +o0o nous avons donc
n 1— 1 2 1
Unp1 _ (n+ :L’)(n+):1_i+0_‘
U, (n+2)?2 n n?
En utilisant le résultat démontré précédemment nous en déduisons qu’il

. A
existe A > 0 tel que u, o iR

x> —1donc x + 2 > 1; la série Zun est convergente.
n—1

Si z € N alors H(m — k) est nul & partir d'un certain rang. Finalement
k=0

dt

1
pour tout x €]—1, +oo[ la série de terme général /
0

e
(z — k)
|
(n+ 120
est convergente et en utilisant le résultat concernant les intégrales de
sommes de séries nous en déduisons que

e O I L (—1)" -
/0 " dt:nz<(n+1>(n+1)! <‘”_k)>'

=0 k=0
(="
1 — k?n?
. La série Z vy est normalement (donc uniformément) conver-
k>1

4
4k% — 1

gente. Vk € N*,  lim wg(n) = —5—
n—+oo

Nous en déduisons'® lim n?S, = Z T L.

n—-+o0o
k=1
L
Nous obtenons donc S,, ~ —-
n—4+oo N, 1 1
: 1 ) ~ = >
fo teRL — T € R est continue T 7 oo B avec n>2, donc f,

est intégrable.

1
En utilisant le changement de variable ¢ € [1, o0 . €]0, 1] nous en dé-

15.

+oo (_1)k+1 2

k=1

™

K2 12
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+o00 dt 1 7571—2
duisons / = / .
. 1+t o 1+1tn

+o00 1 1 1 tn—2
Nous obtenons / dt = / +—dt
0

o 1+t 1+¢n
1 " 2 1 7571—2
0<+—<2 vVt € [0, 1], lim i 1. Nous obtenons donc lim A, =
1+¢n n—4oo 1 4+ {0 n—-+o0o

tn 2_tn
An_1:/°____¢t
o 1+t

Pour |t| < 1 nous avons

+oo
1
i Z(—l)kt”k puis
k=0
“+oo

: +—tnt” _ Z tnk+n72 . Z(_l)ktnk+n.

k=0
Considérons une série alternée Z(—l)kwk dont le terme général a une va-
leur absolue qui converge vers 0 en décroissant. Nous savons que cette série
converge et que le reste d’ordre N est majoré en valeur absolue par |wyy1.
Pour 0<t < 1 nous pouvons appliquer ce résultat donc ¢

= 2

N
n
k nk+n—2 kynk+n
— t t — —1)%t
L+tn Z 1+ t" kzzo( )

1 ! 1
/0 n(N+1)+n—1 0 n(N+1)+n+1

gtn(N'i‘l)"rn—Q <tn(N+l)+n.

1 n—2 n N 1
t —1
Finalement / ——dt = Z ((—1)’“/ (trktn=2 _ t"“”)dt) + Ry avec
1
R,|< .
iy v} g R ey g gy g
1
1 1 2
/ (tnk+n—2 o tnk+n>dt — — ]
0 m+1Dk—1 (m+Dk+1 (n+1)2k2—1
' . N ( 1)k 1 tn72 — 7 o
Il vient donc Nl_l)l’_Ii_loo kz CESE = i H—tndt c’est-a~dire
1 yn—2 n
t —t
An—lz/ —dt =285,
o L+t
, L
Etant donné que S, N T3 la série de terme général A,, —1 est convergente.
n— n
34. Soit N* teR L € R, est conti L v
. D01t n € fn i te Jrl—)m + est continue (1+t3)" oo 137

avec 3n>3 > 1. f, est intégrable.
Intégrons par parties entre 0 et X > 0.

16. En fait, ici, nous pouvions simplement écrire

_ N _
tn? _ Z(_l)ktnk+n—2 _ tn? _ 2 1- (_tn)N+1 — n—2 (_tn)N+1 )
14tn 14tn 14tn 14 tn
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b Xt t X X4 J
Nous obtenons = + 3n / ———dt
A L+ 6 {u+ﬁwh o AP

Nous en déduisons I,, = 3n(l, — I,41) puis 3nl,11 = (3n — 1)I,.

In Ina =1In 1—i ; In 1—i ~ —i.
I, 3n 3n) n-teo  3n

1
La série de terme général e est divergente et
n

N

. 1 Terr

N%;(—g—k)——oo done NEIEOOZI n(f52) =
I

Zl ( ’““) = In(Iyy1) — In(L).

Nous en déduisons Nlirilw In(Iyy1) = —oo puis !’ NE)IEOO Iy =0.
35. (a) Vn €N, uZ?zZiZdonc‘v’nEN*, UOHZ:::Z
n—1 b
In(uy,) — In(ug) = ( ) + ( ( > —1In (1 + E))
k=1
b
Posons z;, = In (1 + E) —1In (1 + E)

- 1
Lorsque k tend vers +o0, z = ¢ k +0 (ﬁ)

1
Nous avons déja vu que Z 7= In(n) + 7, ou la suite de terme général
k=1
Yn €st convergente.

1
La série E — ¢tant convergente, nous en déduisons
k>1

Zxk (a —b)In(n) + A, ou la suite de terme général \, est conver-

gente
In(u,) = In(up) + In (%) + (a—b)In(n — 1) + A\,—1 puis

Uy = UO%(n — 1)*Pexp(A,_1). Il vient alors u,, = n*’u, ot la suite de

terme général p,, est convergente de limite K # 0.
Z u, converge si et seulement si b —a > 1.

a—b+1

(b) nu, =n fn avec a — b+ 1 < 0 donc lim nu, = 0.

n—-+o0o

36. Soient py, pa, -+, p, n entiers (n>2) deux a deux distincts.
Quitte a les réordonner on a nécessairement Vi € N,,; p;>¢ et en particulier

1 1 1 oo at
17. 0< < ,Pourt >0, lim ——— =0donc lim —— =0.
(1483 "1 4123 n—+too (14-3)7 n—too Jo o (1+13)n
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37.

n n 1 ptn 1
Zpk> k= @ ¢ étant injective nous avons Z gp(/{:)}@.
k=1 k=1 k=p+1

ptn

k 1
Z o > nin + ) En particulier en choisissant n = p>1 nous avons
k> 7 2(p+n)?
k=p+1
2n
(k) 7 +1 21
k2 8n) 8
k=n+1

Nous en déduisons donc d’apres le critere de Cauchy que la série est divergente.

1
En ecrlvant / t*"dt nous obtenons
0

+1
n 11 -1 Nt4(N+1)
Z )= [
4k+1 ; 1+ ¢4

n

1)Nt4(N+1)
dt - dt.
Z41<:+1 /0 1+ ¢4 +/0 1+ ¢4

AN+1) L v 1
< |t dt = .
/0 14t /0 AN +5

o ~(-DF ot
Nous en déduisons lim —dt.
n—>+oo 4/€ + 1 o 1+ tt

La série proposée est donc convergente ; nous le savions car il s’agit d'une
série alternée dont le terme général a la valeur absolue qui converge vers 0 en
décroissant.

1
Calculons / dt.
o 1+ t4

1= +1)2-22= (- V2t + 1)(2 + V2t + 1).
- at + b . ct+d
1l 2—V2t4+1 2+V2t+1
En échangeant ¢t en —t et en tenant compte de I'unicité de la décomposition
en éléments simples nous en déduisons ¢ = —a, b =d.

1
En choisissant ¢ = 0 nous obtenons b = 3 et en choisissant par exemple ¢ = 1

V2

nous obtenons ¢ = ——.

4
11 2+V2t L1 2 — /2t
1l AR 2t4+1 42— V2t+ 1

11 vient alors!®

18. Nous pouvons utiliser une autre méthode plus générale :
Soit o € C\ R une racine du polynéme X2 — /2X + 1.

X2+ X241 X2 +2X +1

a2 +av2+1

1 (X +d)(X? - XV2+1)

=aX +b+ donc

1
=aa+ b avec o = —1 + av2.

Il vient alors —— = aa + b puis

20(\/5
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38.

1 1 1
dt 1 2+ /2t 1 2 — /2t
[ e e
o tHH1 4y 242t +1 0 12—2t+1
_1/1 2+ V2t
4 ) 0242t 41

1/1 14 /2t dt+1/1 dt
4)e+Va+1 2 ) (Vo124

= g [ln <t2 + V2t + 1)] 1_1 + g [atan(\/ﬁt + 1)} 1_1

= g In(v2+ 1) + g (atan((\/é +1) 4 atan(v2 — 1)).

dt

1 T
Nous savons que si € R* alors atan(z) + atan <—> =3 Nous obtenons

T
donc atan((v/2 + 1) + atan(v2 — 1) = 72T
" Loat \/_ \/§7r
Final t = 1
inalemen Z4n—|—1 /0 T In(v2 + 1) + T3

Posons, pour n € N, x,, = o™ 4+ "; Xy = " (a+ 1)+ "B+ 1) = xpi1 + 2.

exp |1-a" ) =exp | 1=z exp | —1— — exp 1=z, ).
p 3 p 3n p 3 p 3tn

Nous avons donc :
1

+i (i57e) (exp (—i58") = 1) +oxp (i5n)

W, = v, + iU, = exp (i—x, | [exp [ —i— - exp (i=z, ).
nt1 o P\'3 PA™"3 P\"3
V5 —1

8= Y2

1 T s 1
L ’ (i) (exw (-i387) = 1) - ")
orsque n tend vers 400 n+1exp 233: exp 235 O n+1ﬁ

exp (zgxn> (exp (—igﬂ”) — 1) est absolu-

ment convergente. La série de terme général w,, est donc de méme nature que

< 1.

La série de terme général
n—+1

1 s
Cn+1 exp ( 3 ")
x9 = 2, 1 = 1. Nous en déduisons en utilisant la relation z, 0 = 2,11 + 2,
que modulo 27,
T 2 mIy

=T T ST
3373 3 3 3373

la série de terme général z,

1= 2a\/§(aa +b) = 2a02v/2 + 2ba/2 = 2ba/2 + 2a\/§(—1 + 04\/5) = 2bav/2 — 2av/2 + 4daa.

Nous avons une relation analogue avec @ # a.

Finalement 1 = —2av/2 + (2b\/§ +4da)a et 1 = —2av/2 + (Zb\/i + 4a)a donc nous obtenons
2 1
1= —2av2 et 0 = 2bv/2 + 4a soit enfin a = —% et b= 3

76



CHAPITRE 3. CORRIGES SERIES, SERIES DE FONCTIONS

T4 T 2w L6 51 Ly T TI18 0 TTZL19 ™ T2 ™
3 73 33 33 3 3 73 37 3 3
TXo1 2T Mo TTo3 DT TTos 2T TXos T

I Y _7T7 Y i Y - *
3 3 3 3 3 3 3 3 3

T
La suite de terme général exp (—igxn) est périodique de période 24.

n p—1 23 n
Soit n € N. n = 24p + q ave 0<q < 24. sz = Z ( 224l+k> ! Z .
0

k=0 1=0 \k= 1=24p
24 24 &
< a1 <n —o5" Nous en déduisons lim Z 2z = 0.

n—-+00
1=24p

n

>4

1=24p

23

23
1 T
> o = 3 g o (5

k=0
Notons ¢ = exp (—%>
23
1 . Lo, 1 1
;024z+k+1e’<p<_2§$’“>_24z+1< Yo T3
o, 1 1oL R
touaS Tt o et Tt Tamast Tamgot
o, | 1 o, . 1
tonr10¢ Tomri tamr et o3t Tamrad ot
o, 1. 1 1 | 1
tonr16¢ Tt Toma et Toamaio Tamra TS
1 1

§5

241 4 23 * 241 + 24

¢ 1 1 N 1 1 N 1
o\ 24142 24l+4  24l+5  24l+10 24l + 12

1 1 1 1
T 13 oMt 18 T 2alvo0 24z+21>

jof ot ot 1 1
241 +1 24l+6 241+8 241+9 24l + 14
1 1 1 1
- —~ + —~
241+ 16 24l +17 ' 241+22 241+ 24)
Lo, 1 1 Lo, 1
241 +3  24l+7 24l+11 241+15  24[+19 241+ 23

23
1 T 1 1

Lorsque [ tend vers +oo0, g —————exp (—i—xk> =—40 <—2)
prd 24l +k+1 3 81 l

La série des parties réelles est donc divergente et la série des parties imaginaires

est convergente. Donc 5 u, converge et g v, diverge.

1
39. En utilisant I’hypothese Us, < <1 + —> U,, nous en déduisons :
n
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40.

= 1
Vn €N, Upn<Us [ | ( + 2k)

k=0
En effet pour n = 0, I'inégalité est vérifiée. Supposons l'inégalité vraie jusqu’au

1\ ¢ 1 s 1
rang n. Usn+2<U; (1 + 2n+1) H (1 + 2k> =U H (1 + 2k>
k=0 k=0
Le résultat est donc vrai au rang n + 1; il est vrai pour tout n € N.

I(H(_))g(_)

1 1 1
In (1 + 2k> brroo OE° La série de terme général In (1 + 2—) est donc conver-

1
gente de limite [ > 0 donc la suite de terme général H (1 + Qk) est conver-

k=0
gente de limite exp(l) > 1.

La suite de terme général Us» est donc majorée. Soit p € N. Il existe un entier
q tel que p<2? donc (Up)peN est majorée. S’agisant d’une suite croissante elle

est convergente donc la série E u, est convergente.

(a) Soit [ la limite de la suite (a,) Soit ¢ > 0. Il existe N € N tel que

nGN'

pour k=N on ait |a; — l|< Z C* = 2", Soit alors n>N + 1.
k=0

z|<— <20k|ak—l|+ Z C’klak—l|>

k=N+1

1 € 1 €
<— Y CFlay —1 Ok:— CFla, — 1] + =.

Notons M = sup |ax — [|; M existe car la suite (a,), oy €st convergente.

keN
Zoﬂak - z|\Z o zl\MZ T S e ;”"N

nl—lgloo M% = 0 donc il existe N; € N tel que pour n>N; on ait

ongJ;—nmNgg.

Nous avons donc pour n>max(N + 1, Ny), |b, —l|<e; la suite (by),cy
converge donc vers [.
J
(b) Posons, pour j € N, A; = Zak et A, =0.VjeN, a;, =4, — A, ;.
k=0

k .
; k(27 —k+1)
ky J . — J J
2%, = ]E:O Cla; = E CLA; — E ClA;_1 = jE:O G+ il —j)!Aj'

j=0 Jj=0

Joseph Di Valentin. Exercices corrigés.

78



CHAPITRE 3. CORRIGES SERIES, SERIES DE FONCTIONS

k .
K2 —k+1
Nous avons donc B, 5 by = E (E 2’6(;_5 1)'(k+_ ).)‘Aj)
= ! !

k=0 J

(= k(25— k+1
Finalement nous obtenons : B,, = Z (Z (2 +1) ) A;.

— —
=\ PG+ DIk =)

Dans la relation précédente, si les A;, pour j € N, sont tous égaux a 1
k

nous obtenons 2%b, = Z C’,Zaj = Z C’,z — Z C’,z =1.

. "1 2”+1 —~ K!N2j —k+1)
Ilv1entalorszﬂ— _Z<ng]+1) = )
k=0

Revenons au cas général. Supposons que la suite (A,), .y converge vers
L.

. “LOkN2) —k+ 1)
; [(; 2k(j + 1)(k —j)!) (4 =1)

"N kN2 —k+1)
B, —2L =, +Z (Z2kj+1>(k_])!>(Aj—L)].

Montrons que la suite (B,),, .y converge vers 2L. nl_lgloo on = 0. Il reste a

—~ Kkl(2j—k+1) B
(; 26(j + 1)!(k —j)!) (4; = L)] =0

2n+1 -1
=B, - ~—— "L
2n

prouver que lim sumj_j

n—-+00

"R —k+1) 1 . -
Z = —(C’*]. En effet, en posant C77' =0

k(4 | _ 2\ n —n+l ) Jj 5
— k(5 + Dk —j) 2
%5+ DIk —j)! 97 (G = G done
"Lk 25— k1) S B N

: — =Y —C] - — 7

;2’“(.7+1)!(k—.7)! okt kzzj;lzk k

1 . . 1 L
ﬁC’}g est le coefficient de X' du polynéme ﬁ(l + X)* donc Z ?C’;C

P
A 1
est le coefficient de X' du polynome E 5 (1+ X)* cest-a-dire aussi le

k=i
P
. i ~ 1 k
coefficient de X' du polynome g ﬁ(l + X)".
k=0
P 14X\ p+1
1 ()" -1
1+ X)f=02~2/2
> il +X) X1
k=0
( +X)"+1 1
g o C’J est le coefficient de X7*! du polynome 2X % 1 et

k=j
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41.

~ 1 : 1 )T
Z ?C’k est le coefficient de X7*" du polynoéme 2 ~ 1
k=j+1
Py Py A
Finalement Z ?C’fg - Z ?C’fl est le coefficient de X7*! du poly-
k=j k=j+1

1+Xx\p+1 1+x\p+1 p+1
n6me2X(2) 1—2(2) 1:2((#) —1)

X -1 X -1

. 1
c’est-a-dire est égal au coefficient de X7+ du polynome 5(1 + X)PH qui

est 2_05:1 Le résultat est bien démontré.

- “kN25—k+1)
Not Sp = A —L)|.
Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour j>N on ait |A; — LK%. Soit
alors n > N.

S |<Z[

n

k(25 —k+1)
ZQ’“]+1)(1€ J)!

+z[

j=N+1

|45 — L

n

EN2j —k+1)
22’93—1—1)(1% J)!

Soit M un majorant |A; — L|; majorant qui existe.

|14, = |]

n

N
1 ; € 1 ;
j+1 j+1
|Sul<M Z 2n+10"+1 + 92 Z on+1 Gt

=0 j=N+1
n n
1 i+1 n € 1 1 €
Z C,iLgZC;L = 2" _ 1 donc 3 Z 2n+1C’£L<§.
j=N+1 =0 j=N+1
) + 1)j+1
n+1~3 (] + 1)' once
N 1 N+1
G+ (n+1)7* (n+1)
Z 2n+1 Cn+1\ Z 2n+1 ,] + 1) g(N - 1) on+1 )
=0
N .
1)7+1 1 N+1
Nous en déduisons lim M (nj——,)g(]\f + 1)% = 0.
n—+o0 = 2715+ 1)! 2nt
Il existe N7 € N tel que pour n>N; on ait
n+ 1 Jj+1 (n+ 1)N+1 c
M N+1)—————<-.
e S
En ch01s1ssant n= maX(N + 1, Ny) nous avons |B,, — 2L|<5
La suite (B,,), oy converge donc vers 2L. Finalement Z b, =2 Z Ay,
n=0 n=0

(a) Nous pouvons aussi utiliser le résultat concernant les séries ; si une série a
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42.

43.

termes positifs Z u,, diverge et si la suite (uy),, o est équivalente lorsque
n tend vers +oo a la suite (v,), .y alors les sommes partielles des deux
séries sont équivalentes lorsque n tend vers +o0.

dans notre exemple la suite, définie pour n € N*, de terme général vn

n
k
converge vers 1 donc E vk ~ n.
k=1

n—-+0o
1 1

En considérant u,, = ~ nous obtenons u, ~ —
1+V2+ -+ Vn

n—-+o0o n.

Z u, est divergente.

n>1
1

b) va ~ . E v, est convergente.
n—4+o0o N,

La série de Riemann converge pour a > 1. Notons S>1 sa somme.

1 , ,
z e R — — € R* étant décroissante nous avons
T

oo dt 1 oo dt
/ <R, <——— + / — c’est-a-dire

T (n+1)° 41 1
1 1 <R,< L + ! ! it
B < soit encore
a—1(n+1)1 (n+1)> a—1(n+1)>!
1 1 R 1 1
R, ~ t donc —= ~ :
ns+too v — 1 (n+ 1)o1 eb done Sy n=toe S(a—1) (n+ 1)t

. R,
La série E —— converge S1 et seulement si o > 2.
n>1 n

Posons, pour n € N, b, = a,, exp(—A,20). Soit z € C, Re(z —zp) > 0. Notons
2 — 29 = a+1ib avec (a, b) € R* xR.
Il s’agit de montrer que la série Z b, exp(—A,(a + b)) converge ; sachant que
la série b, converge.

> ge
Posons, pourn € N, R, = Z bi.. Soit € > 0 donné. Notons ' =

k=n+1
Il existe N € N tel que pour tout entier n, n>N = |R,|<e’.

Soient alors (p, ¢) € N2, N + 1<p<q.

q q
> bpexp(—An(a+ib)) =Y (Ru_y — Ry) exp(—An(a + ib))
n=p

n=p

ac exp(Aoa)
2a + |a +ib|

q—1
= Z Ry exp(—Ant1(a +ib))

n=p—1

— Z R, exp(—A,(a + b))
c’est-a-dire :

Z by, exp(—An(a +1b)) = Ry—1 exp(—A,(a + ib)) — Ry exp(—A,(a + ib))

£ 37 Rulexp(=Ausa(a + i8)) — exp(—An(a + ib))).
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Lorsque p = ¢, la derniere somme est nulle.
)\’VLJrl
exp(—Ans1(a + b)) — exp(—An(a + ib)) = —(a + ib) / exp(—(a + ib)t)dt
)\n

donc
)\n+l
lexp(—Ant1(a + b)) — exp(—A,(a + ib))| <|a + D] exp(—at)dt
An
a+ib
= g(exp(—)\na) — exp(—Ap11a)).

Nous en déduisons :

> Rulexp(=Ansa(a +ib)) — exp(=Au(a + ib)))‘

b
2B fexp(-Aaa) — expl =)

n=p
q—1

<é’ Z(exp(—)\na) —exp(—Apy10))
n=p

b
= e’M (exp(—A,pa) — exp(—A4a)).

Finalement

,la + b .

Z by exp(—An(a +ib))| <&’ exp(—Xoa) + &' exp(—Noa) + € xp(—Aoa)

b
= &’ exp(—Apa) (2 + @) =

La série Z by, exp(—A,(a + b)) vérifie le critere de Cauchy donc elle converge.

Posons z — zy = p(cos(#) + isin(f)).La condition concernant une mesure de

, . . |z — 2| 1

'argument signifie 0 < a< cos(f) soit encore 1< ————~<—.
e(z—2) «

a

1+ 2a
Nous obtenons alors 'existence d'un entier N ne dépendant que de € et non
pas de z tel que pour p et ¢ strictement supérieurs a N nous ayons

Zb exp(—An(a + ib)) <€/6Xp(—/\0a)(2+ |a+zb|) ée'(2+ |a+zb|) _

a a
La convergence est bien uniforme.

"t cos(bInt 1 1
44. (a) Pour b =0, un:/ Mdtzln (1+_) ~ =

Reprenons le calcul précédent avec € étant donné un choix de ¢’ = ¢

n t nj) no+oon

La série g u, est divergente.
n=1

cos(bInt)

1
Pour b # 0, une primitive de ¢ — est t — 3 sin(blnt).
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- 1
Zuk =3 (sin(bIn(n + 1))).
k=1
Montrons que la suite de terme général sin(bln(n)) est divergente.

, m(8k + 1) T B
On peut supposer b > 0. nl_1>ri100 exp (T) (exp (E) — 1) = 400

et nl_lgloo exp (ﬂ%{)—l)) (1 — exp (—4%)) = +o00.

Il existe donc ky € N* tel que pour k>ky on ait

Xp(%)(@(p(%) — 1) =>2et exp(%)(l — exp(—%)) =2.

Pour tout k>k il existe donc un entier naturel strictement compris entre

b (71'(8]47 + 1)) ot exp (w(4k; +1)

et de méme il existe donc un entier
1D 2 *

4k —1 -1
—W( l;b ) et exp (—W(Sk )

e -1
Soit (N, k) € (N*)2, k>ko, exp (%) >N et exp (%) N

Il existe alors ny € N* vérifiant n; >N, %4— 2k7r<bln(n1)<g + 2km et

naturel strictement compris entre exp

no € N* vérifiant no >N, —g + 2kr<blIn(ng)< — % + 2k,
: v
VN € N*,3(ny, ny) € N°, ny=N, ny>=N avec 7< sin(bIn(ny))<1 et

2
—1<sin(bIn(ng))< — - La suite de terme général sin(bIn(n)) est di-

vergente. La série E u, est divergente.

n=1

1 1 in(b1
() cos(btn(t)) o pour dérivée f s _cos(bIn(?)) —;b sin(b n(t)).
Nous avons donc
n+1 :
/ + (t—n _cﬁs(bln(z&)) —;b sm(bln(t))dt

_ {(H . _t)cos(btln(t))]"“ N /n”+1 cos(btln(t)) »

cos(bln(t)) + bsin(bIn(t))

n+1
c’est-a-dire u,, — v,, = / (t—n-—1) v dt.
ntlg 1 1+ ||
— v, |<(1 —dt = (1 _ v .
(© o = wal< 40 [ gt = Qs

La série Z(un —v,) est absolument convergente. Nous en déduisons
n>1
cos(bln(n))
n
(d) Nous avons vu a l'exercice précédent que si la série de terme général

que la série de terme général est divergente.
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45.

apn exp(—Anz9) converge ((A,), oy €st une suite croissante positive) alors
la série de terme général a,, exp(—\,z) converge pour tout z € C vérifiant
Re(z — 2o > 0.
2 1s . . a
Posons A, = In(n). Nous en déduisons que si la série Z —Z) converge
n=1 n
- Qn ;o
alors la série Z — converge pour tout z € C vérifiant Re(z — z) > 0.
n

n>1
Supposons que pour tout n € N*, a,, = 1. Nous savons que la série de

Riemann diverge pour z = 1.

Supposons qu’il existe un nombre complexe zg = ay + tby de partie réelle
ag < 1 pour lequel la série de Riemann converge. Cette série devrait donc
converger pour tout z tel que Re(z) > ag et en particulier pour z = 1 ce
qui est faux. La série de Riemann diverge donc pour $e(z) < 1.
D’apres ce que nous venons de voir, elle diverge pour tout z = 1+ it avec
teR.

Si Re(z) > 1 alors !

ne] 5 Ree
absolument pour Re(z) > 1 et diverge pour Re(z)<1.

. La série de Riemann converge donc

E a, est une série convergente, a termes réels >0, donc la suite (a,,)
a M

— L=

n(n+1) ~n?

neN

est bornée. Il existe M € R, tel que Vn € N*, 0<

. an
La série g —— est donc convergente.
n

e (n+1)
+oo a
Notons, keN, Ry, = I —
otons, pour k Z n<n T 1)
n=k+1

Soit € > 0. Z a, est une série convergente donc il existe N € N tel que
+o0
pour tout entier k>N on ait 0< Z a,<e€.
n=k+1
€
(k+1)(k+2)
Nous obtenons donc Vn>=N, 0<n(n + 1)R,<e c’est-a-dire :

lim n(n+1)R, =0.

—+00

1
(k+1)(k;+2)z

k=n

0< Ry < a4, <

n——+0oo
Soit n € N*.
n n n—1
> 20 = (k+1)(k+2)R— Y (k+1)(k+2) Ry
k=0 k=0 k=0

—_

= 0+ D DRy Xk + D+ 2

3

B
Il

En utilisant la relation 2 Z v =Mn+1)(n+2)R, + Z ar nous en dé-
k=0 k=1
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+00
duisons que la série E vk converge et a pour somme 3 E Q.
n=1

n

46. Posons, pour (n, z) € N x D, A,(z) = Zak(x). Soient p et ¢ deux entiers

k=0
naturels ; p<q. Soit z € D. En utilisant la transformation d’Abel vue plus haut

Y a(@)an(z) =Y Ax(z)(an(e) = apn()) = Apoi(2)ay(@) + Ag(2)ag (@).

La suite (an(7)),cy est une suite décroissante convergeant vers 0 donc pour
tout = € D et pour tout n € N, «a,,(x)=0.

q
> a(x)an(z)

k=p

<K 3 (@) = ap (@) + Kap(a) + Kags(2) = 2Ka, (o).

La suite (o), converge uniformément vers 0 donc
Ve>0, AN eN, Vxe D, VpeN, p=N = 2Ka,(z)<e.
Nous en déduisons :

q
Ve >0, 3N €N, Vz € D, ¥(p, q) € N*, ¢=p=N = ag(x)ag(x)| <e.
k=p
La série Z aray converge uniformément.
. n+1 si x=0(2m)

Application Zexp(ik::r) =9 1—exp(i(n+1z) .

k=0 : sinon

1 — exp(iz)

- NT . (n+1)a:
1 —exp(i(n+1)xz) &P (i%) sin < 2 )

1 — exp(iz) B sin (%)

Soit x €|2km, 2(k+1)n] (k € Z) et n € N. Nous avons <

i exp(ikx) !

— sin (g)

Soit n €]0, «[. Pour x € [2kw +n, 2(k + 1)m — 1] et pour n € N nous avons

n

Z exp(ikz)

k=0

1
sin (g)

Pour z € R, et pour n € N* nous avons 0<

<

1 1
————<——. La suite de
RV o

€ R converge donc uniformément vers 0

1
terme général r € R, ——
B N vn—+x

et pour chaque x € Ry, n € N* € R est décroissante. La série

1
vn+ax
Z(m € 2kr+n, 2(k+ 1)1 —n] —> M € C converge uniformément. Elle
=~ n+x

converge donc sur £ =R, \ 27N.
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47.

; -1 nk
Supposons x = k. exp(inz) = (=1

vn+x Vn + 2kn

Si k est impair, nous avons affaire a une série alternée dont le module converge

vers 0 en décroissant ; la série converge donc. Si k est pair, la série diverge.
cos(nx)

VN +x

Nous en déduisons que la série de terme général converge sur R, \ 27N,

sin(nz)

VN +x

converge sur R, .

La série Z a, est convergente donc pour tout € > 0 il existe N € N tel que

“+o0o
pour n € N, n>N = Z ay ST
k=n+1
+oo
Notons R,, = Z a. Soient p et ¢ deux entiers naturels; p<g. Utilisons la
k=n+1
relation vue plus haut lors de la transformation d’Abel.
Y = D et
ay = _ :
k:p1+xk Pl Hq 1—|—x’“ (14 k)"

Supposons p — 1 et ¢ au moins égaux a N. Nous avons alors
- o*lz — 1]
+ T Z (14 a*)(1 + ak+1)’

it -
k
q xk+1 £L'k
- 14 2kt 14 2k

P z )
— (1+ 2F)(1 + zh+1) 1+x’“ (1 + k1)

k=p
xq+1 P
T l4getl 14gp
q k +1
zF|le — 1| x4 P
Nous avons donc = — <2
kzp (14 2*)(1 4+ a++1) |14 a29tt 14 2P
I €
Finalement, -4+ -+4+2-=¢
2 e i
k=p
ok
La suite de terme général Z —-ay, est une suite de Cauchy qui converge
k=0 .
uisque E est un espace complet. La série reRy — a, € F) est
puisq p p > + T2 )

donc convergente. En reprenant le calcul précédent, nous en déduisons que

+oo k

Z 1ixkak

k=n-+1

pour n=N, pour x € R, nous avons

n

La série converge donc uniformément. Chaque application z € R, — = a, € K
$n

+o00 n

x
est continue donc 'application x € R, —— Z T —a, € I est continue.
x
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48. Nous savons que si une suite réelle (z,), . converge vers 0 et décroit alors la
n

série alternée Z(—l)”xn converge. Notons, pour n € N, S,, = Z(—l)kxk et
k=0

+o0
S - Z(_l)k‘rk NOUS avons 19 V(p, Q) € N2> S2p+1<52q et |S - Sn|<$n+1-
k=0

Si poﬁr chaque n € N, u, est une application définie sur un ensemble D a
valeurs réelles et si pour chaque z € D la suite (u,(z)), oy est une suite dé-

croissante alors pour chaque x € D la série E up, () converge.

n +oo
En notant S, (z) = Z(—l)kuk(x) et S(z) = Z(—l)kuk(x) nous avons
k=0 k=0

V(z, n) € D x N, [S(x) — Sp(x)|<tni1(z).

Si la suite (u,),cy converge uniformément vers 0 alors la suite (S — S,), oy

converge uniformément vers 0 et la série E u, est uniformément convergente.

Applications
_ y
2¢/n + cos(z)’
Pour z fixé, la suite n € N* —» ———————— est décroissante et converge
2y/n + cos(x) &
vers 0. La série alternée Z up(z) est donc convergente. Le reste R, (z) vérifie

n=1

ne N zeR. u,(x)

1

<—
2vn+1-—1

\ e (T
ne N zeR. u,(x)=(-1) sm(n>.

| R ()]

. La série converge donc uniformément.

Pour z € R, fixé, la suite n € N* — sin (—) € R est décroissante a partir
n

d’un certain rang N>— et converge vers 0. La série alternée E up(x) est
s
n>1
donc convergente.

2A
Soit A > 0. Soit N € N, N>—. Pour z € [0, A], Le reste R, () vérifie, pour
7r

. x .
n=N, |R,(z)|<sin [ —— | <sin
n+1
ment.
Il y a donc aussi convergence uniforme sur [—A, AJ.
Lorsqu’une série de fonctions u,, définies sur un ensemble A converge unifor-
mément alors la suite de fonctions (u,), .y converge uniformément vers 0 car

n 1) . La série converge donc uniformé-
n

5
pour tout € > 0 il existe NV € N tel que pour n>N et pour x € A |Rn(x)|<§;

19. Sony3 — Song1 = —Tont3 + Toang220, Sopgo — Sop = Topt2 — T2p41<0.
La suite (S2n),,cy est décroissante et la suite (S2n41),cy est croissante.
Son+1 — Sop = —ugny1 donc nEToo(SQ"H — So,) = 0. Les suites (S2n),cy €t (S2n41),cn sont

des suites adjacentes et sont donc convergentes, de méme limite S. _ Nous avons donc V(p, q) €
N2, Sop+1<5<S24. Nous en déduisons |S — Sy |<@pny1.
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49.

50.

en particulier |u,1(z)| = |R,(z) — Rpy1(z)|<e.
x
La suite de terme général (—1)" sin (—) ne converge pas uniformément vers
n
n
0 sur R car par exemple la suite de terme général (—1)" sin (—) ne tend pas
n

vers 0.

E u, converge uniformément vers 0 sur tout compact inclus dans R mais pas

sur R.

Utilisons la transformation d’Abel que nous avons vue plus haut. Posons pour

+o0
n € Net pour x € A, F,(z) = Z fulx).
k=n+1
Soient p et ¢ deux entiers naturels; p<q. Soit x € A. En utilisant les relations
déja vues nous obtenons

Z fn(x)gn<x> = gp($)Fp—1(x) - gp—i—l(x)Fq(x) + Z(gn—l-l(x) - gn(x))Fn(x)

Supposons que pour (z, n) € A x N, g,(z)>0.

S fu(@)ga(a)

<Gp(0) | Fp1(2)] + gg1 () | Fy ()]

+ sup [F(7)] Z(gn(x) — gny1(2))

n>p, t€A n—p

= gp(0) | Fpr (2)] + gga (@) | Fy(2)| + sup | Fu(2)[(gp(2) = 9411 ().

nzp, r€A

La série Z fn converge uniformément sur A donc pour € > 0, il existe N € N

+o0o
€
tel tout (z, n) € Ax N, n>N = < .
el que pour tout (z, n) n k;ﬂfk(x) Y
Soit alors p>N + 1.
q
Nous avons pour tout z € A Z fo(@)gn(z)| <2g,(7) c <e.
i et PIM 41

La série de fonctions Z fngn est donc uniformément convergente.
Si les fonctions g, ne sont pas positives ; posons pour x € A, h,(z) = g,(x) + M.
L’hypothese |/g,|| . <M implique ¥(n, z) € N x A, h,(x)>0.

La série E h, f, converge uniformément.

k=0 k=0 k=0

La série E gnfn converge donc uniformément.

n

Posons A,, = Z a. Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls; p<gq.

k=0
Utilisons la transformation d’Abel vue plus haut.
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q q
E Err = €q+1Aq — 6pAp_1 + E (5k — 5k+1)Ak'
k=p

k=p
Vn € N, |A,|<A. Nous obtenons donc

q q
D en(Ak — Aer) | (legnl + lepl + ) lex — e A
k=p

k=p

La série de terme général E (len — €n—1]) est supposée convergente donc pour

a > 0 donné, il existe N7 € N tel que pour tout couple d’entiers (p, ¢) on ait

q
o

N<<:>E €k — Ehtl|S -

1XPX(q kp|k k+1| 3(A+1)

La suite(ey,), oy converge vers 0 donc il existe N € N tel que pour n € N,
«
q

E Erag

k=p

Soit N € N, N> max(N;, Ny). Pour N<p<q nous avons alors <.

La série E enay est donc convergente car elle vérifie le critere de Cauchy.

51. (a) un(z) = (—=1)"exp(—(n + 1)x) donc u,(0) = (—1)". La série de terme
général u,(0) est divergente.

Supposons = > 0. La série est une série géométrique de raison — exp(—x).
400 1

Elle converge et Up(r) = ————.
;% () 1+ exp(z)

(b) Si la série converge uniformément sur R alors la série de terme général

lim u,(z) converge; ce qui est faux donc la converge sur R* n’est pas
z—0t
20

uniforme .
Soit a > 0. Pour x>a, |R,(x)|< exp(—(n+2)a). La convergence est donc
uniforme sur [a, +oo.

T
52. P n(z) = .
0sons un (@) = o T 1)
1
u,(0) = 0. Pour z > 0 u,(x) e T

La série Z un(z) est convergente pour tout = € R,
x 1 1

(I+nx)(1+ (n+ Dx) T 14nz 1+ (n+ 1)z

donc

20. Nous pouvons aussi calculer le reste, R,,(z), d’ordre n de la série qui est égal a
(=)™ exp(—(n + 2)z)

1+ exp(—z) »
1 (D) exp(—1) exp(~1)
R, (n—|—2> = .sup | Ry (z)|> .

1 0 2
14 exp ( n+2) x>
La convergence n’est donc pas uniforme.
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- 1
- S . R
K ;uk(x> I+ (n+ Da
lim U,(0)=0=U(0) et pour z >0 lim U,(z)=1="U(x).
n—+o00 n—+o00

La série de fonctions continues a pour limite une fonction non continue. La
convergence n’est uniforme ni sur R ni sur R* car dans ce dernier cas nous

+oo
devrions avoir 1 = xli%ﬂ U(z) = 2_;:35& un(z)) = 0.
1 1

Soit @ > 0. |U,(xz) — U(x)| =

< .
I+(n+Dz 14+ (n+1a
La suite majorante converge vers 0 donc la série converge uniformément sur
la, +oo[ pour tout a > 0.

—1)1n
53. Soit a > 0. Soit = € [—a, a]. Soit n>a. Posons u,(z) = L
n? 4 x2
t 22
La dérivée de l'application t — ——— est égaleen t & ————.
pp 2 1 42 ) (2 + 22)?

La suite de terme général u, () est donc décroissante pour n>a. Elle converge
vers 0 donc la série alternée de terme général u, (x) converge pour tout x € R.
n+1 1

<
(n+1)2+22 n+l

Pour n>a, nous avons |R,(z)|< ou R,(x) est le reste

d’ordre n de la série Z U ()

La série g u,, converge donc uniformément sur [—a, al.

Notons pour =z € R, U(z Zun . Les fonctions wu,, sont toutes continues

sur R donc la restriction de U a [ a, a] est continue. a étant strictement positif
quelconque, U est donc?! continue sur R.

54. (a) Posons, pour (n, ) € N x R, u,(x) = nzexp(—nz?).
1
lim n*u,(x) = 0 donc lorsque n tend vers +o0o nous avons u, (r) = o (—2) :
n—-+4o0o n
La série de terme général un( ) est convergente pour tout réel x.

1 _ n—l—l
Soit y €]0, 1[. Notons f,(y Z?J

- Zn:k,yk_l _ oyt — (n+ Dy" + 1‘
(1—y)?

n+2 1)yt +00
Z kyk =y (n + )2y Y donc Z kyk =
Pt (1-y)

1—y)*
x exp(—1?) B
(1 —exp—)p 200

Nous en déduisons *? pour x # 0, S(z) =

21. En effet. Soit g € R. Soit a > 0 avec |zg| < a. La restriction de U & [—a, a] est continue.
[—a, a] est un voisinage de x¢ donc U est continue en xy puis U est continue sur R.
22. En utilisant les résultats concernant les séries entieres, nous obtenons directement cette ré-
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1
S(z) ~ —. S n’est donc pas continue en 0.
z—0 1‘3

(b) Les fonctions u, sont continues sur R ; la somme S n’est pas continue sur
R donc la convergence de la série n’est pas uniforme.

Remarque sans déterminer S nous pouvons vérifier que la convergence
de la série n’est pas uniforme.

1 1 1
sup |u, ()| >uy, (—) = exp <——). lim w, (—) =1#0.
zeR n n n—-+00 n

La suite de fonctions (uy), .y ne converge donc pas uniformément vers 0

donc la série Z u, ne converge pas uniformément sur R.
u! (z) = n(1 — 2nz?) exp(—nz?). Soit a > 0. Soit x € R, |z|>a.
2
Pour n}%, |un(2)|<un(a). La série converge donc normalement puis uni-

formément sur | — oo, —a] U [a, +o0o|. La somme de la série définit donc
une fonction continue sur R*.

h
55. Notons pour <n’ :)3) € N xR, UN(J:) - Ch(n)sdi:(v?z + f)

exp(|z|)

exp(|z| — x) exp(—n)
ch(n)

La série de terme général u,(z) est donc absolument convergente pour tout

réel x.

Soit a < 0. Soit x € [a, +00]. |u,(z)|< exp(—2a) exp(—n).

ch(n+z)> donc

|un (z)|< <exp(|z| — x) exp(—n).

La série 5 u, converge normalement sur [a, +oo[. Chaque fonction u, est

continue donc la somme de la série définit une fonction f continue?® sur R.

t dérivable, v, (z) ! t d trict t croissante et
u,, est dérivable, u, (z) = (— u, est donc strictement croissante e
ch(z +n))>
f est strictement croissante.

La série de terme général v/, (x) est convergente car u/, () - 4dexp(—2(n+x)).
n—-+0o0

0<u,, () <4 exp(—2n) exp(—2x) donc comme précédemment la série Z ul, converge

normalement sur [a, +oo[ pour a < 0. f est donc de classe C! sur R et Vz € R,

! i 1
Jw) = nz% (ch(n + x))?

ponse.

—+oo +oo
d
La série entiere Zy" a pour rayon de convergence 1 donc pour |y| < 1, T Z y" = Z ny™ !
Yy n=0 n=1

c’est-a-dire Z ny" ! = e puis Z ny™ = ﬁ
n=1 n=0

23. Soit g € R. Soit a < 0, a < zg. [a,_ ~+oo[ est un voisinage V,, de x. La restriction de f & V,
est continue donc f est continue en xg puis f est continue sur R.
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56. Nous savons que pour [t| < 1, —In(1 —¢) Z —

In(1—1¢) <2t} »
Por 0 < t| < 1, —— = . La série converge normalement sur

t —n

[—a, a] avec 0 < a < 1 donc

t o +00 p
viel -1, 1], _/ Mduzzt_
0

U n?’
n=1

tn
Z — converge normalement sur [—1, 1] donc la somme définit une fonction
n?

n=1
“+00 n o 1
ti 1, 1] et ticulier li — ; il vient al
continue sur [—1, 1] et en particulier Jim Z Z: 5+ il vient alors
1 oo
In(1 — 1
_ / In(l-w), _ L
0 u c=n
. oo In(1—1¢)
La fonction ¢ définie par ¢(t) = —— 5 pow t €]0, 1] et ©(0) = 1 est
t +o0o Ly
continue et Vt € [0, 1], / pu)du =) —.
0 n=1 n

En posant pour (x, y) € R? t = exp(—(2* + y*)) nous obtenons

exp(—(2%+%) 1p(1 —
Vo, o) € R, (o ) = | Il =u),,

0 u
% (2, 4) = 2wexp(—(o + 7)) plexp(~a? — 37)). De méme

g_i(% y) = 2y exp(—(2” +y%))o(exp(—z* — y*)).

f est donc de classe C! sur R

Nous aurions aussi pu étudier les séries de termes généraux —(x, y) et

ox
ou,, R 1
a—y(w, y) o un(x, y) = —— exp(—n(z® +y%)).

La série définissant f est clairement normalement convergente; f est bien évi-
demment continue.

Ouy, 2 :
ai(x, y) = ——g[;exp(—n(ﬂls2 +9%). © € R+ |z|exp(—na?) € R est maxi-
T n

1
male en z = +——. Nous en déduisons que V(z, y) € R?,

V2n
ou,

()| e (= ) expl-m)<
—(z, < exp | —= | exp(—ny’ ) <——.
O Yy p 5 p Y on

La série E —" converge normalement donc uniformément sur R2. Nous fai-
ou,

sons de méme pour ——(z, y). f a donc des dérivées partielles continues et

y
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est donc de classe C'.

57. Soit x € R7. liril n®exp(—xn®) = 0 donc pour chaque z € RY la série de
n—-+0oo
terme général exp(—xn?) est convergente.

Soit a > 0 fixé. Pour z € [a, +o00o[ nous avons exp(—xn?)< exp(—an?).

La série Z(x € [a, 4+oo[— exp(—rn?) € R est donc normalement conver-

gente.
+00

La convergence étant uniforme, = € [a, +oo[— Z exp(—zn?) € R est donc
n=0

+oo
continue. Posons pour z € R}, =, f(z) = Z exp(—xn?).

n=
Soit zg € R%. Soit a €]0, zo[. [a, +o0[ est un voisinage de z¢; la restriction
de f a ce voisinage est continue donc f est continue en xy puis f est alors
continue sur R7 .

+00
x € R* — z“ € R est continue donc f, définie par f,(z) = Z z° exp(—an?)
n=0

est définie et continue sur RY.

t — exp(—at?) est décroissante donc ¥n € N nous avons
n+1
exp(—z(n + 1)2)</ exp(—at?)dt< exp(—an?) puis

n

+oo +o00 00
Zexp(—nxQ)é/ exp(—xtQ)dtéz:exp(—nxQ).
n=1 0 n=0

+oo +oo
Nous obtenons donc / exp(—at?)dt< f(z)<1 + / exp(—xt?)dt.
0 0
A Taide du changement de variable ¢ — u+/Z nous obtenons
+00 +o0
/ exp(—u?)duvzf(z) <V + / exp(—u?)du puis
0 0

1

+o0 +oo
b [ et dug () <a ot [ emp(-adu
0 0

+o0o 1
que / exp(—u?)du = §ﬁ : « étant strictement positif, lim+ x® = 0 donc
0 z—0
1
i =—, i «a =3 5
e si 2,Iggl+f(x) 2\/7_1

1
esi®a>c, xlirggr fa(z) =0,

1
i< =, li o = .
o sia Q’IE&JC(%) +o0

1
24. Lorsque a > 5 en étudiant les variations de x € Ry — 2% exp(—zn?) € R nous en dédui-

el 2 el
sons que z exp(—an®)<a exp(—a)nﬁ.
La série définissant f, est alors normalement convergente donc est continue sur R, et

T fa(z) = £a(0) = 0.
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(=D"

n+1

. , . v _ ' i
58. Un des dénominateurs s’annule pour les valeurs x , n € N. Pour évi

ter cela il suffit de supposer = > 1.
S

nx + (—=1)" notoo  nzx

| N o VO o Y !
Soit, pour n € N*, u,(x) = nx + (—1) nr nx(nz + (—1)")

1
La série » t t tout x > 1 ~ .
a série 2 un () est convergente pour tout z car |uy,(x)| i B

_ n
La série E u est une série alternée convergente car la valeur absolue
n

x
n=>1
du terme général tend vers 0 en décroissant. f(x) est donc bien défini pour
x €1, 4o0l.
jR—— 1 1R (=)
r—1 “—nznz+(-1)") x4 n
Pour z € [1, 4o0o[, nz(nz + (=1)")=>n(n+ (=1)")

1
nz(nz + (—1)7)

La série Z (x € [1, +oo[— € R) est normalement conver-
n=2
gente ; sa somme définit donc une application continue sur [1, +o00[. f est donc

continue sur 1, 4o0ol.

+o0
1
Pour n>2, xkrfoo u,(z) = 0 donc xkrfoonz; ne(nz 1 (=1 = 0. Nous en dé-

duisons?® lim f(z) = 1.
r—+00

1
Reprenant I'expression de f(z) vue plus haut nous obtenons f(x) YL .
x— T —

puis. xlilg f(z) = —o0.
59. Soit f l'application définie sur [—1, 1] par f(x) =In <1 - g)
1

r—2

f est de classe C!, f'(z) = < 0.

f est strictement décroissante et f([—1, 1]) = [— In(2), In (2)1 C ([-1, 1)).
f(0) =0 donc f(z) a le signe de —z.
—f(x) — 2 lorsque x>0

|[f(@)] = |z =

f(z) +x lorsque z<0

25. Supposons x>2. ((n+ 1)x + (=1)"™) — (na + (=1)") =z — 2(—=1)">0.

—1)"
# converge car le module du terme général tend vers 0 en décroissant.
nx + (—1)»

Nous savons qu’alors la somme est comprise entre deux sommes partielles consécutives.

La série alternée E

1
Nous avons donc 1 — ﬁéf(x)él. Il est alors clair que lir4r_1 flx)=1.
T — z—+00
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Pour z € [-1, 1], f'(z)+ 1= -
x_

1
220. r € [-1, 1] — f(z)+ 2 € Rest

donc strictement croissante ; f(0) = 0 donc f(z) + z a sur [—1, 1] le signe de
x puis | f(z)| — |=|<O0.

Soit alors, pour € [—1, 1], la suite (uy(z)), oy définie par ug(z) = = et pour
BEN, U (x) = flun(2)).

(tn(7)),en est bien définie et Vn € N, |u,11(2)| — |up,(2)]<0.

La suite (|un(2)]),, ey est décroissante minorée par 0 donc convergente de limite
[>0. 11 est immédiat que nous avons u,(z) = (—1)"|u,(x)|sgn(x). Les suites
(ton () ,en €t (Uant1()),,cn convergent donc respectivement vers [ et —I. Nous
en déduisons | = f(—1) et =1 = f(I). En particulier f(I)+1 =0 doncl =0
car z — f(x)+x est strictement croissante. Nous pouvons utiliser le résultat
concernant la convergence des séries alternées dont le terme général converge
vers 0 et dont la valeur absolue est décroissante pour en conclure que la série

E un(x) est convergente.

60. Considérons, pour z €]0, 1], la suite (un(x)),cn = (" In(x)),,cy-
1

1
un(x)go,/ 2" In(z)dzr = lim t" In(t)dt.
0

=0t /.
1 1 1 1 1
/ t"In(t)dt = | ——t"In(t)| — / t"dt
. n+1 ., n+1l/,
= —anﬂ In(x) — ! (1 —z™*h
n+1 (n+1)
1
1
Nous en déduisons / 2" In(z)dr = ——.
: CESIE

In(z)
Zx In(z =T

En utilisant le théoreme de convergence dominée nous en déduisons :

€lo, [,_>me est intégrable*° et A x—_zo(n_i_l)z‘

61. Soit pour (z, y) € RY x R, la suite (u,(2)),cy = (2¥ exp(—(n + 1)x)), -

y exp(=z) _ aY

0 < exp(—z) < 1 donc Zun(x) T~ ow(on)  oxpla) =1

V(z, y, n) € R* x R x N, up(x) > 0. € R% — u,(x) € R est continue.

lim z¥exp(—(n+ 1)) =0, u,(x) ~ aY. u, est donc intégrable lorsque

x—0F T—+00
y > —1.
In(x) i . In(z) )
26. f :t€)o, 1[— T—» € R est continue. lim = —1 donc f est prolongeable par conti-
— X z—1- 1 — &

nuité sur 0, 1].

1
lim vz ln(x) = 0 donc f est intégrable.

z—0*t — X

95



CHAPITRE 3. CORRIGES SERIES, SERIES DE FONCTIONS

En utilisant le changement de variable z € R} ¢t = (n + 1)z € R’ nous

+00 1 +oo
obtenons/0 un(a:)d:v:(n_i_—l)yﬂ/o t¥ exp(—t)dt.

La série de Riemann Z est convergente pour y > 0 donc nous

(n+1)¥+t
pouvons appliquer le théoreme d’échange séries intégrales pour en déduire
Yy

que z € R} — € R est intégrable?” et pour y €]0, +oo[ nous

exp(z) —1
avons
+o0o +00 1
— y
/0 p— _ldx Zny“/ tY exp(— F(y—l—l);nyH.
62. (a) Pour z = 0 la série harmonique diverge. f n’est pas définie en 0.
1
Soit & > 0. ———— La série ———— converge donc.
1+ N2z notoo a2’ Zn—l—n2 Ve

n>1

1
< .
n+n2x n+n2a

Soit a > 0. Pour x>a nous avons 0<

1
La série E z € [a, +00[—> ———— € R ] converge normalement donc
n—+n°x
n=1

uniformément .

Les fonctions f,, étant toutes continues sur R*, comme nous I'avons déja
vu plus haut la somme de la série définit une fonction, f, continue sur
R*

T

€ R est continue, décroissante positive, intégrable

(b) t€[l, +oo[— e

o dt 1 o de
d < —.
Onc/l t+ 12z Sfle)s 1+a +/1 t+t2

1 1 x
_ . Une primitive de t € |1, +o0[—>
t+2x  t 14tz — o

t
tell 1 R
€ [1, +oof— n(l—i—tw) €

e dt 1
Nous avons donc / ———=1In < i x) donc f(z) ~ —In(x).
1

t+ t2x T z—0+

€ R est

t+ t2x

x
L’application g, : * € Ry — ———— € R est croissante, nulle en 0 de
n + n?z

1
limite égale a — en +o0.
n

T 1
Nous avons donc Vz € Ry, Vn € N, 0S———<—.
n—+n‘xr n

Y
27. Supposons y > 0. f : z € R} — ﬁ € R est continue et est prolongeable par conti-
exp(z) —
nuité en 0.
lim 22
z—+oo  exp(z) —

y
v 1= 0 donc f est intégrable
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La série g gn converge normalement donc uniformément.

n=1
—+o00 —+o0
oy : T x ,
Nous en déduisons lim g 5 = E lim 5 c’est-
T—~+00 n+ n°x z—+oo0 N + N°x
n=1 n=1
T w2
a-dire lim zf(x) = —. Nous avons donc f(z) ~ —.
r——+00 6 r——+00 63}

Soit z € R* . Il est clair que t € [z, +oo[— € R est intégrable.

n + n?t?

oo dt +oo 1 1
/z n+n2t2:w’/ 1+u2:nﬁata“(m>'
©dt 1
N+ n2t2 notoo zn?’
dt

+o0o
La série de terme général / Yo est convergente donc f est inté-
n+n
x

Nous avons donc /

T

—+00

too 1 1
grable sur [z, +oo[ et g(z) = f(t)dt = —— atan (—)

xT

1 1 =«
t — | —=—.
n\/_ atan (x\/ﬁ) ny/n 2
La série Z z €eR — 1 atan converge uniformé
+ n\/— ZE\/— g

n=1

1
ment. Pour chaque n € N*, lim —— atan ossede
1 # nf (xﬁ) iz 9P
T o 1
donc une limite en 0 ; cette limite est égale a —
g Z T

f est donc intégrable sur |0, 00| car f est de signe ﬁxe et I'intégrale pos-
sede une limite en 0. Nous savions déja que f était intégrable sur |0, +o0|
car f(x) S0 2In(Jx|).

r—r

T
63. Vn € N, <—.
n (nx) 52
1
La série de fonctions Z (:B € R — — atan(nz) € ]R) est donc normalement
n
n>1
convergente. oo .
f définie sur R par f(z) = Z — atan(nr) est continue sur R.
n
n=1
1 1
€ER+— —at = u,(z) € R est de classe C'. v/ () = ————.
x 5@ an(nzr) = u,(x) est de classe C'. u,,(x) (1 T 29
1
Soit a > 0. P >a et n e N*, |u),(z)| = u), () S————~.
oit a our |z|>a et n lu, ()| = u,, (x) (T )
sur I, =] — o0, —al]U[a, +oo], la série Z u,, converge uniformément car nor-

n=1
malement. La restriction de f & I, est donc de classe Ct. Soit x, € R*. Soit
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64.

a >0, |xog| < a. I, est un voisinage de xy donc f est dérivable en xq et est
continue en zy. f est donc de classe C! sur R* et pour tout £ non nul nous
—+00

1
avons f'(x) = >~y
o
te[l, +oof— m € R est décroissante intégrable.

= 1 e g = 1
D Loy puis
“— n(1 + n’z?) St t2a?) “—~ n(l + n’z?)

/+oo dt f/( )< 1 N /+00 dt
———f(v)<—— _—.
L (1 +t2a?) 1+ a2 L (1 +t2a?)

1 1 ta?

t(1+222)  t 1+ t2

At 1 s o1 (A1 42?)

1 2
oo dt 1. [1+42a?
Nous en déduisons /1 m =3 In ( j;f ) puis en utilisant 'inéga-
lité écrite précédemment f'(x) S In(|z|).
z—
x™ sin(nzx)
Posons pour n € N* u,(z) = ————=. |u,(2)|<|z]"™.
n

Pour |z| < 1 la série Zx” est absolument convergente donc Zun(x) est
n=1
absolument convergente.

oo 4 .
f définie par f(z) = Z 2" sin(nz) est bien définie sur | — 1, 1].
n
n=1
Pour n € N*, u, est de classe C1. u/ (x) = 2" !sin(nz) + 2" cos(nz).

[u! (2)|<|z|"! + |z|™. La série Z u.,(x) est absolument convergente et pour
n>1

|:C\<1,Zu'n Z:c” sin(na —l—Zx cos(nx)
n=1
Soit a €]0, 1[. Soit x € [ a, al. Vn € N* ]u (z)|<a™!' 4 a". La convergence

de la série g u!, est donc uniforme sur [—a, a.

n>1
Soit xy €]—1, 1[. Soit a €]0, |xo|[. [—a, a] est un voisinage de xy. La restriction
de f & ce voisinage est donc de classe C! et Va € [—a, Z u,

f est donc dérivable en xo et f’ est continue en zq. f est donc de Classe Cl et

Ve el -1, 1| Zu

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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Nous obtenons donc Vz €] — 1, 1], Z 2" sin(nx) + Z z" cos(nx)
“+oo
1 _ _
Pour  €]-1, 1], Z 2" explinz) = x exp(m). o exp(iz)(l — x e}xp(2 ir))
— 1 — xexp(ix) |1 — zexp(iz)|
< rexp(ix) — z?
Nous avons donc nz::l " exp(inz) = 77— 9 cos(@) 1 1 puis
400 . +00 2
1 sin(z) " xcos(x) —x
= t =
Z " sin(n) x? — 2z cos(x) + 1 ¢ ; 7" cos(na) 2% — 2z cos(x) + 1

sm( ) + x cos(x) — x?
— 2z cos(z) + 1

Soit g la fonction définie sur | — 1, 1[ par g(x) = atan e g est
1 — xcos(x)

donc f'(x) =

de classe C! et
, (sin(z) 4+ z cos(z))(1 — z cos(z)) — z sin(x)(— cos(x) + x sin(x))
g(@) = 1 — 2z cos(x) + 22 '
En simplifiant nous obtenons ¢'(x) = f'(z). f(0) =0, g(0) =0 donc f = g et

oo 4 . :
Ve €] -1, 1], Z TR 812(nx) = atan (_x MY )

1 — zcos(z)

n=1
Soit x € [—1, 1]. (1 — zcos(z))? + x?sin(z)? ne s’annule pas car il faudrait
xsin(z) = 0 et x cos(x) = 1.
1l existe donc M > 0 tel *® que Vx € [—1 1], 2% — 2z cos(x) + 1=M.

Posons pour z € [—1, 1], Za: sin(kx)

Au(e) =3 (srexp(in) = exp(w@)

1 — zexp(ix)
rsin(z) — 2" sin((n + 1)z) + 2" 2 sin(nx)
x? — 2z cos(z) + 1 ‘

Pour z € [—1, 1] nous avons donc |An(x)|<M

Utilisons a nouveau la transformation d’Abel vue plus haut. Nous obtenons :

. 2Fsin(kx) 1 1 /1 1
Z k = q_i_lA(I(‘T)_gApfl(x)"i‘Z <E—k—+1> Ak(l’)

k=p k=p
q ko q
k 3 1 1 1 1 6
il P A GERE S o (L SN S ) L I
k M\q+1 p Z\k k+1 Mp

k=p
6
Soit € > 0. Soit N € N*, N}M. Nous avons pour tout couple (p, q) d’entiers
€

28. En étudiant les variations de  — 2% — 2z cos(x) + 1 nous en déduisons que M est voisin
de 0,36463314.
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Xq: 2" sin(kx) o
k

naturels non nuls, N<p<q = <e.
k=p
(. : " sin(nzx) _
La série de fonctions Z <x el-1, I]— —F¢ R) est donc unifor-
n>1 n
mément convergente sur [—1, 1] et sa somme est une fonction continue sur cet

intervalle.

oo 4 . .
11 vient donc pour z € [—1, 1], Z x" sin(nx) — atan (Lﬂ(m))

— n 1 — xcos(x)
+oo . .
- sin(n) sin(1) T—1
En particulier 2 ———~ = atan = et
P ; n (1 — cos(1) 2
+oo . :
—-1)" 1 1
Z( )™ sin(n) _ —atan( sin(1) ) _ !
— n 1 + cos(1) 2
+oo .
sin(2 1
En soustrayant les égalités précédentes nous obtenons Z M -
o optl 4
L. : 1
65. La série de Riemann Z — converge pour z > 1.
n=>1 n
Soit @ > 1. Pour z € I, = [a, +oo[, n*>n® La série de fonctions conti-

1
nues Z (x €ly— — € R) converge normalement donc uniformément. La
n
n=1

somme est donc continue.

+o0 1
Soit xy > 1. Soit a €]1, zy[. La restriction de f : x €]1, +oo[— Z —€eR

n

n=1

a I,, qui est un voisinage de xy est continue donc f est continue en xy. f est

donc continue.
(_1)n+1
La série alternée g —_—

—— converge car la valeur absolue du terme général
n

n=1
tend vers 0 en décroissant lorsque =z > 0.
Pour <0 le terme général ne converge pas vers 0 donc cette série converge si
et seulement si x > 0.

+oo (_1)k+1 1
Nous avons de plus pour x > 0 Vn € N* < .
p p ’ Z L = (n + 1)1’
k=n+1
oo (_1)k+1 1
Soit a > 0. pour x>a nous avons Vn € N*, Z = < 1) La série
k=n-+1
29. En utilisant les séries de Fourier, nous prouvons facilement que pour z €] — m, =,
+oo
_1)n
—g = ; ( n) sin(nz) et
+o00 +oo +o0
1 1 -1 1 1
pour z €]0, =, g — g = - sin(nz) donc 5= Z &=t sin(n) et g 5= - sin(n)

n=1 n=1 n=1
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(-1

de fonctions continues Z (:v € la, +oo[—
nl’

n=1
lement donc uniformément. La somme est donc continue. Nous montrons alors
+oo (_1)n+1
s’ 7 : 4 : * J—
comme précédemment que la fonction g définie sur R* par g(x) = E —_

€ R) converge norma-

X
. n=1 n
est continue.

1
Soit > 1. t € [1, +o0[— I € R est décroissante intégrable. Nous avons

[Tt odr
donc les inégalités t—xé flo)<1+ o c’est-a-dire
1 1

1 1 1
—1< flz)<1+ —7 Nous en déduisons f(x) ~ | donc évidemment

T — T — z—1t 1 —

li = .
2 ) = oo

2N (=1t 1)n+1 N N-1 1
S > 1. _—
upposons nz:l nz; ~+ 2 2n 1)
+oo
Chacune des sommes est convergente donc g(z) = L f(x)+ Z Lt
o 2n+ 1)
2N Ny N-1 1 =0
De méme ; = 2 2n) + nZ:D m nous obtenons alors
1 =1
f(z) = ﬁf(x) ; Gn 1) et nous en déduisons f(z) — g(x) = 5o -f(z)
1
puis g(x) < — 2x_1> f(x)
2x—1
flx) = Wg(m) Cette relation *® permet de prolonger f sur |0, 1[.

66. En utilisant le critere de d’Alembert nous en déduisons que la série Zx”2
converge si et seulement si |z| < 1. En effet

pour |z|>1 le terme général ne tend pas vers 0.

|$|(n+1) ’x‘(n—l-l)?
Pour |z| < 1, s = |z*"** donc l1r+n aF = 0 et la série converge
x n—+oo |1
absolument. ,
Soit x €]0, 1[.g : t € R, —> 2" € R est continue décroissante. lim tg(t) =0

t—4o00

donc g est intégrable.
+o0o

Pour t € [n, n+1], g(n+1)<g(t)<g(n); /OJFOOg(t)dtgf(x)ég(O) —i—/o g(t)dt.

Soit le changement de variable ¢t € Ry — u = ty/—1In(z) € R,.

30. Lorsque z tend vers 1 nous avons 2172 = exp((1 — ) In(2)) = 1 — (z — 1) In(2) + o(x — 1)
- = (= 1)In(2) + o(x — 1) c’est-a-dire mathl — ot e (x —1)In(2).

Nous en déduisons g(x) ~, In(2). g est continue en 1 donc g(1) = In(2). Nous retrouvons la un
z—

puis 1 —

résultat connu; si nous l'utilisions nous obtiendrions un équivalent de f(z) lorsque z tend vers 1.
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67.

+oo 1 S
Nous obtenons t)dt = exp(—u? Ydu = .
/0 g(t) v —In(z / p( 2\/ —In(z)

o1 T
z—1- 2\ —In(x)

Nous en déduisons f(z)

=0 donc la

1 m 2
Pour = # 0, Sh(nz) o 2sgn(w) exp(—nlz]). n1—1>I—Poon sh(nx)

série de terme général est absolument convergente pour x # 0.

sh(nx)
Soit z > 0. Posons, pour t>1, g(t) =

+oo
grable donc / g(t)dt< f(x /
1

En utilisant ¢ € [1, +oo[— u = exp(tx) € [exp(z ) +o00[ nous obtenons
+o0 1 +o0 9
t)dt = — du.
\/1 g( ) T /exp(:v) u? — 1 !
2 1 1 / toe exp
= — donc .
w—=1 u—1 wu+l 1 exp(x

p(z) — 1 1+ +2 4 o(a?)
exp(x)+1 2—|—x—|- =+ o(22)

Lorsque z tend vers 0 a droite nous avons

exp(z) —1 =z r  a? 5 5 z?
G- _ T2 T 1—2/2 -
e = (1§ G ola (1 = a2+ ofa?)) = (1= T3 ol

exp(z) — 1 x? N

ST 1) _ln(e) —In(2) — = .
n (exp(z) n 1) n(z) — In(2) Thi o(z?)

1
Lorsque x tend vers 0 & droitesh(x) == % + o(z?)
oo 1 In(2
Lorsque z tend vers 0 a droite on a g(t)dt = — a(z) | n2) + % + o(x)
1 T x
In(z) In(2) In(z) 1+1In(2) =z

— = < — - = )

T +12+ o(x )\f(:cl)\ T 5 T o)
Nous en déduisons f(z) ~ — n(x)

z—0t €T ( )
_ . . exp(x
Soit, pour (z, n] € R% x N*, h(z) = h(nz)’
h —nch

h est de classe C!, h'(x) = exp(a:)s <né)lrl(nZ)(;2(n$)

h'(z) a le signe de th(nz) — n<0. h est décroissante. Pour 1 et n>1 nous

avons O<s;1{zg§<sh((an)' La série de fonctions Z <x>1 — 21}1(?753 S R)

converge uniformément.
+oo
exp(z)

Pour n>2, lim exp(z) = 0. Nous en déduisons lim = 0 puis
s—-+oo sh(nz) z—+o0 £~ sh(nx)

n=

n=1
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68.

69.

lim exp(z)f(x) = 2. Nous avons donc f(z) ~ 2exp(—x).

T—>+00 T—>+00

nexp(—nz)  (=1)"exp(—nz) exp(—nx)

n+ (=1 n Cn(n4 (=1)7)
(—1)" exp(—mtr)f

n+(—1)
(Un())en, nso converge vers 0 si et seulement si x € R,
(=1)" exp(—nzx)
n

absolue du terme général décroit et converge vers 0. Nous avons de plus

Soit n € N, n>2. (—1)

Notons u,(z) =

La série alternée de terme général converge car la valeur

<exp(—(n—|—1)a:)< 1 .
n+1 n—+1

X (—1)Fexp(—kx
Z( ) kp( )

k=n+1
(=1)" exp(—nz)
n

La série de fonctions continues g (x eR, —
n=2
verge uniformément et a pour somme une fonction continue.

€ R) con-

exp(—nzx) o 1
nn+ (=) “n(n—1)
continues Z (a: eR, — L—nz)ﬂ € R) converge normalement donc

e n(n+ (=1)")

uniformément et a pour somme une fonction continue.

Vn € N, n>22 Ve € R;, 0< . La série de fonctions

+00
La fonction f définie sur Ry par Z ((—1)”%) est continue.
n —_ n

n=2

2
Soit, pour (z, n) € RxN*, u,(z) =1n (1 + f 2). Lorsque n tend vers 400,
n?m

2 1
up(z) = +o (n_> La série Z un(z) est donc convergente.

A2
Soit A > 0. Pour x € I4 = [~ A, A] nous avons 0<u,(7r)<—;. La convergence
n

de la série Z u,, est donc uniforme sur 4. Soit zy € R. Soit A > 0, A > |zy].
n>1
I, est un voisinage de xy. La restriction de f a I, est continue donc f est

continue en xy puis f est continue sur R.
2

T
L’application g définie sur [1, +oo| par g(t) = In (1 + 752—2> est décroissante
m

400 +00
continue intégrable donc / g(t)dt< f(z)<g(1) + / g(t)dt.
1

1
En intégrant par parties nous obtenons

+oo I2 +oo dt
t)dt = —1 14+ — 222 _
/1 g(t) n( +7T2>+ x/1 22 1 272
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5 2/+°° dt 2x/+°° du 21 <7r . <7r>>
T —_— == —— =" (= —atan(—) ).
. 242 om Jr 14w w \2 x
2

400 2
Finalement / g(t)dt = —In <1 + x_2> + = (Z — atan (E))
1 T T \2 T

Nous en déduisons, pour x > 0,

1 1+w2 +2x<7r . <W>><f( )<2x(7r . (7‘(’))
—In — — (= —atan(— ) ) <f(x)S— (= —atan (— ) ).
2 T \2 x 2 x

7 T
Lorsque z tend vers +oo, atan <—>:—+0(
x x
20 /T s 1
—(——atan(—>>:x—2+o - .
T \2 T T

Lorsque z tend vers +o0o In(z) est négligeable devant = donc f(x) -
T—r+00

1
2

In (1 + n27r2>
Soit x € R*. Soit n € N*. 0< 5 <
x

In (1 + ni—;>
Posons, pour = # 0, v,(7) = ———5—" et v,(0) =
T

n2n?’

n2n?’
La série E v, est une série normalement convergente de fonctions continues
n>1

donc sa somme définit une fonction continue h sur R.
+o0

11 1 22
h(0) = Z = — donc h(z) 7 buis flx) ~ 5

- n?n? 6 6 z—0

31. Soit ¢ la fonction 27w-périodique définie sur R telle que sa restriction & [—m, 7] soit définie
par p(x) = ch(ar) ott a est un réel non nul. ¢ est continue de classe C! par morceaux. ¢ est
développable en série de Fourier.

2 2(—1)"ash(an)

;/0 o(z) cos(nz)dx = (0 T 1)

donc

sh(ar) n +§ 2(—=1)"ash(am)

pour z € [~m, 7], ch(ax) = ar (% + n?)

cos(nx).
n=1
+Z: 2acsh(arr)
a2 +n2)’

En particulier ch(an) =

+oo
t 1 2t
Pour ¢t € R* nous avons donc ch(t) = -+ Z e

(t — 12+ n?n?’
v 2t
5 dt =1
/0 2+ n2n2 n(

* [ch(t
Nous en déduisons (ce que nous savions déja) lexistence de / ( ()—1> dt et
0

sh(t)
/01 <$(2 - 1> dt = Ji:.oln <1—|— nf;)
t)

(
[ (50 1)on(32) v (52) 10 22) -0

104




CHAPITRE 3. CORRIGES SERIES, SERIES DE FONCTIONS

2 2
70. (a) ¥(z, n) € R x N*, |sin (”—x)‘ <=

2n ~12n

2 2
T no+ 1
Soit ng € N. Pour z € [ng, ng+ 1] nous avons ‘sm <72T >‘ <M.
n n

2
Z (x € [no, no + 1] — (sin <?)) c R) est une série de fonc-
n

n=>no+1
tions continues convergeant normalement donc uniformément. La somme
de la série définit donc une fonction continue.

2
Z (sin (g_x)) est définie sur R, et la fonction f définie sur R, par
n

n>x
2
f(z) = Z (sin (?)) est continue par morceaux.
n
n>x
(b) En utilisant le résultat précédent nous en déduisons
+00 +00 2
. (TN \? . (7(no+1)
llm (sm (—)) et lim (sm(— .

Le saut de la fonction f en ng € N* est donc égal a

5 (50 (59)' - £ (n(52)" - - (n3)"-

n=no-+ n=no
(c) Soit ng € N. Soit = € [ng, no+ 1[.

2
L’application g définie sur [ng + 1, +oo| par g(t) = <s1n <g)>

x no+1 x?
continue décroissante, car 0<7;t <% = g; g(t) e F4t2 donc

g est intégrable.
n+1
Nous avons pour n=ng + 1, g(n + 1)</ g(t)dt<g(n) donc

[ (G ssre (on () Lo ) o

En utilisant ¢ € [ng + 1, +oo[— u = o € }0, 2(#21)} nous obte-

+oo 2 BEs o) i 2
nons / (Sin <7r_w>> dt = = (sm(u)> du.
— 2t 2 Jo u
L [ (sin(u))2 o / (Sin(U))2 "
z—+oo Jq u 0 u

. (0 (7)) =

s . 2
Nous en déduisons f(z) ~ Ly (sm(u)) du.
0

r——+00 2

2

11 est alors clair que f(z) o % et f(x) N T
T—r T—r+00
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71.

(a)

La série de terme général (—1)" exp(—za,,) est une série alternée conver-
gente car la valeur absolue du terme général tend vers 0 en décrois-
sant des que z > 0 et (a,),oy croissante strictement positive de li-
mite infinie. Nous savons alors que le reste d’ordre n vérifie la relation

+o0
3 (~1)F exp(—za)| < expl—aa,1).
k=n+1
+o0
f(x) = Z(—l)” exp(—zay,) est bien défini pour z > 0.
n=0 Yoo
Soit A > 0. Pour 2> A, Z (—D)F exp(—zap)| < exp(—Aan41).
k=n+1

La série Z (x € [A, +oo[— (—1)"exp(—za,) € R), de fonctions conti-

nues, est uniformément convergente et a pour somme une fonction conti-
nue.

Soit zy € R%. Soit A €]0, xo[. [A, +oo[ est un voisinage de zg. La res-
triction de f a ce voisinage est continue donc f est continue en xq. f est
donc continue sur R7 .

Chaque fonction x € [0, +oo[— (—1)"exp(—za,) € R est continue,

400 1
intégrable. / (=1)" exp(—za,)dx = -
0 n
/+oo (i(_l)kexp(—xak)dx) — i (—1)1@.
0 k=0 e

(=D"

La série alternée de terme général est convergente car (ay), .y est

an
croissante (strictement positive) et a pour limite +oo.
Pour x > 0,
+oof t© 400 1
/ Z (—1)* exp(—zay)dx </ exp(—zap41)dr = .
0 bt 1 0 (nt1
n

En appelant f,(z) = Z(—l)k exp(—zxayg), nous obtenons
k=0

. to0 . oo — (=1)"
Jm [0 =0 i [ —oa =32

+o0 +oo (_1)n
Nous avons donc f(z)dz = Z —

a
0 n=0 n

Supposons Vn € N, a, =n + 1.

Nous obtenons /O+OO<Z(—1)” exp(—z(n + 1))) dx

I

+
M3
N
+l=
— 3

+oo d
c’est-a-dire / I In(2).
o exp(z)+1
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Supposons Vn € N, a, = 2n + 1.

400/ +00
Nous obtenons /0 <Z(—1)” exp(—z(2n + 1))) dx

n=0

Il
+
[~
DO [ —
S
+|2
—_ 3

+o00
c’est-a-dire / d dr = atan(1) = Ll
o 2ch(z) 4

* dx m
— 1) = =,
/0 c (:U)da: atan(1) 5

In(¢) In(1 — ¢)
t

72. L’application t €]0, 1[— f(t) = € R est continue.

(t—1)In(1 —1t)

f(t) donc lim f(t) = 0. f est prolongeable par continuité
t—1 t t—1
en 1.
In(1—1¢
limM = —1, donc lim Vtf(t) = 0. f est intégrable.
t—0 t—0t
+oo tn+1
Pour®? ¢t €] — 1, 1] nous avons In(1 — ) = — :
—~n+l

Soit 0 < a<1. En intégrant par parties nous avons

/alln(t)ntj i = [m(t)%r _ /al ﬁdt

a

_ [ln(t)%] - {%] |

a a

1
t" 1
En faisant tendre a vers 0 nous obtenons / In(t) dt = —— .
0 n+1 (n+1)3
1
La série de terme général ———— est convergente donc
(n+1)3
1 +oo
In(¢)In(1 — ¢ 1
[hemon, §5 1
0 t —~ (n+1)

x
73. Pour x>0 fixé, la suite de terme général In (1 + —) est décroissante, de limite
n
nulle.

x
la série alternée de terme général (—1)""'ln (1 + —) est donc convergente.
n
+o0

fl@) =3 (=)' In (1 + %) est bien défini.
nj—})o +00
2f(z) = ;(—1)”1 In (1 + ﬁ) + ;(—1)"111 <1 + . 1)

=In(l+2)+ f(1)+> (-1)"In (1 + - i x)

32. En fait, en utilisant la convergence des séries alternées, il est simple de vérifier que 1’égalité
est vraie aussi pour t = —1.
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La suite de terme général In (1 +

La séri —1)"In (1
a série Z( ) n( +n

> est décroissante de limite nulle.
n—+x

) converge en tant que série alternée donc
x

n>1
+o00 1 1
> (-1)"In (1 + ) <In (1 + ) <In(2).
ot n—+x 1+z
. 1
Nous en déduisons f(x) L 5111(:6)'

a1 [Mdt . 1, e ,
74. —< Z —-< — +1 car t € Rl — — € R est décroissante conti-
Lt =kt t

1
nue. Nous en déduisons 0< In (1 + —) <y <.
n

LU N PR
n —fn — 7 n - .
Tnt+1 — 1 n+ 1

Nous savons®* que Vz €] — 1, +oo|, In(1 + z)<z; nous en déduisons

1 1
VYn € N*, In (1 o 1) < - i puis Vpt1 — ¥, <0. La suite (v,), oy est

décroissante ; étant minorée par 0 elle est convergente de limite v>0.

(1 k+1 1
Autre méthode. v, = Z (E —In <%>) + (n il )
n

k=1
1 1 1 1
Lorsque n tend vers +00 nous avons — — In nt = +o0| — ). Lasé
n n 2n? 2n?
1 1 X1 1
rie Z(— —In (n i )) est donc convergente et v = Z (— —In (1 + —) )
n=1 n n n=1 n n
g X mla
La fonction ¢ est définie sur |1, +oo[. Soit s > 0. /1 o / pr
1 n
gt R 1
donc((l%—s)—/1 tsﬂznz;(/n (ns+1_ts+1)dt)'
n+1 1 1
Posons u,(s) = /n <n5+1 - tST) dt.
. , 1 1
Soit s fixé, s>1. Posons pour t>1, f(t) = T g
t*—(s+1)
1oprpy
f est de classe C', f'(t) = e

Supposons t>3. In(¢) > 1 donc sln(t) > s; In(1+s)<s donc sln(t) > In(1+s)
c’est-a-dire t* — (s + 1) > 0. f est donc strictement croissante sur [3, +o0|.

1 1
Nous en déduisons, pour n>3, — — — < — soit encore
b T st (n+ 1)+ n41

33. car In est concave.
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75.

76.

0< 1 1 - 1 1 1
S st (n+1)+ " n n+l

La série Z U, est donc normalement convergente sur I = [1, +ool. Elle défi-
n=3

nit une fonction continue sur I et en particulier

400 400 n+1 1
81_i>1r£F ;un(s) = Z (/n (ﬁ - E) dt) c’est-a-dire

n=1
400 400 1 1
tedt 1 , 1
/1 pro donc Slir& (C(s+ 1) — g) =1.

tnn

+oo +o0 a
/ exp(—t)t"dt = n! donc / (exp(—t) —7: ) dt = |anx"|.
0 0 n

La série de terme général |a,z™| étant convergente nous pouvons appliquer le
théoreme d’échange “séries intégrales” et conclure :

+00 +00 +00 a
S o= [ (w0 S ).
0 .

n=0 n=0
1
Z ——  — converge si et seulement si o > 1. Soit alors a > 1. Posons,
neN
pour m € N*, S —f ! —f L
n=1 (m+n)0‘ n= m—l—lna
Pour t € [k, k+ 1] ! d Z /+Oodt . it
our , , —<—— donc - — soi
(k: + 1) t k: ) k:
et < /*OO dt
encore
[ a2
1 1 1 1 1 1

<S5, <————— puis S ~ .
a—1(m+1)1 77" q —1(m)ot P "™ m—too @ — 1 mel
Z S converge si et seulement si « — 1 > 1 d’ou le résultat demandé.
meN*
Nous pouvons effectuer une autre démonstration de ce résultat.

1 1

(m +n>a<<2mn>%‘

Supposons « > 2. (m + n)?=2mn. Pour (m, n) € (N*)2,

Avec les notations précédentes nous obtenons Sm\ g e =

g S est convergente.
meN*

Supposons a<2. Soit N € N, N>m2>1.
N

S e L o
(m+mn)e” ot (m+n)e” (2m)e  20mo-1’

n=1

=3
m 2
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1

Nous en déduisons** S, >———

— - Sm est alors le terme général d’une série

divergente ; d’ot1 a nouveau le résultat demandé.

77. (a) Siz <0, lirf exp (—zn®) = 400 la série Z fn(z) est alors divergente.
n—-+0o0o
fn(0) = 1 donc la série Z fn(0) est divergente.

Supposons x > 0. L’application ¢t € R, —— exp(—xt*) € R est continue,

2 In(t¢
décroissante. In(t? exp(—at®) = t* (— n(t?) x) donc

o 1>
lim In(#* exp(—at®) = —oo puis lim #* exp(—t*) = 0.
t—+o00 t—+oo
L’application t € R, —— exp(—xt®) € R est intégrable. Nous obtenons
donc

n n —+00
Vn € N, Z fr(x)<1 +/ exp(—xt®)dt<1 +/ exp(—xt®)dt.
k=0 0 0

La série a termes positifs Z fn(z) est donc convergente. f est définie sur
RY .

Soit a > 0. Pour x>a, 0< f,,(x)<f.(a). La convergence de la série Z fn
est donc normale sur [a, +oo[. La restriction de f a [a, +o00] est donc

continue (car les f, le sont). a étant 3> quelconque strictement positif; f
est continue sur RY.

(b) La convergence de la série est uniforme sur [1, +o0. lir+n fo(z) = 1.
T—>+00

Soit n>1. lim f,(z) = 0. Nous en déduisons lim f(z)=1.
T—r+00 T—+00

(c) Soit le changement de variable ¢ € R} —— u = xt* € R’.. Il s’agit d’'un

oo 1 . (1
C! difféomorphisme donc / exp(—zt®)dt = —x~ = (—)
0 « a

En utilisant les inégalités écrites plus haut nous avons

1 1 1 1
-r (—) <wo f(2)<=T <—) +za,
a \«a a \«

. 1 1 1
Finalement f(z) ~ —ax =@ (—)

z—0t o
78. (a) Soit, pour (n, ¥) € N* x R*, u,(x) = exp(—n®z”?). Si a<0 alors la suite
de terme général u,(z) ne converge pas vers 0.

Supposons donc « > 0. lirf n*u,(z) = 0.
n——+0o0o

La série g exp (—naxﬁ ) est convergente.
n=>1

(b) z € R% — exp(—n®2”) € R est continue.

1
34. Si a<1 nous avons +OO>27W'

35. Soit zp > 0. Soit a €]0, xg[. La restriction de f & I = [a, +00[ est continue; I est un voisinage
de xp donc f est continue en x( puis, zy étant quelconque strictement positif, f est continue sur
R%.

+
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79.

80.

0 si >0
lim exp(—n®z?) =< exp(-n®) si =0 .
Fee 1 si B<0

Nous supposons donc 5 > 0. u, est alors prolongeable en une fonction

continue sur R,. lim z%u,(x) = 0 donc u, est intégrable.
T—>+00

+o0o +oo
/ Uy (z)dx = / exp(—n“z?)dz. En utilisant le changement de va-
0 0

riable € R}, —— 1 = n*ab e R?% , nous obtenons

[ untere= 2t [Coport-ta= Laoir (1),

s —a . e
La série E n~ 7 converge si et seulement si — > 1. Dans ce cas, la fonc-

n>1 ﬁ

tion f est intégrable et nous avons

400 [ +© +00
1 _a 1 1 1 «Q
a,..p — -5 _
exp(—nz” | dx = —n 8l <—) =T (—) ¢ (—)
J (Z ( ) 25" "\5)=5"(5) 5
Réciproquement. Nous avons vu en introduction de ces exercices que I'im-

plication utilisée ici est une équivalence.
La réciproque est en fait immédiate. En effet. Supposons f intégrable.

V(z, N) € R} x N, O<Zun <f(x) donc

n=1

toof N o0 +o0
/ Zun(x) dr< f( )dx ; soit Z/ Up ()dr< f(z)dz
0 el 0 0
+o00 +o0
VN e N¥, / up(x)dx>0 donc la série de terme général / up(z)dz
converge. 0
Finalement, f est intégrable si et seulement si 0 < 3 < a.

—+00

exp(—t) 1
Pour t > 0, exp(—nt) = = .
. ; xp(—nt) 1 —exp(—t) exp(t)—1
B +o0 9
En intégrant par parties nous obtenons Vn € N*, / t* exp(—nt)dt = —-
0 n
1 oo g2 =1
La série — est convergente donc —dt =2 —.
; n? e /0 exp(t) — 1 ; n3
. xexp(—nz) L. x exp(—nz)
Supposons x < 0. lim ————— = —o0. La série g ———— est alors
n—+oo  In(n) ~—~  In(n)
divergente.
Si x = 0 la série est clairement convergente.
—x)1
Supposons x > 0. lim exp(=z) In(n) = exp(—z) < 1.

n—+o0 ln(n + 1)
En utilisant le critere de d’Alembert nous en déduisons la convergence de la
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série.

Finalement la série Z

x exp(—nz)

converge si et seulement si 0.
In(n)

n=2

81. (a) Notons pour (n, z) € (N x R), u,(z) = nx exp(—na?).

82. (a)

Pour z = 0 la série Z un(x) converge absolument.

1
un+1($)‘ _ n+ exp(—x2); lim ‘unJrl(x)’
|un(2)] n n—too [ ()]

Siz € R¥, | = exp(—2?) < 1.

La série Z un () converge absolument. Elle converge donc absolument

pour tout réel z. S est définie sur R.

1 1 . .

u, [ — | =exp | —— | donc la suite de fonctions (u,), .y ne converge pas
n n

uniformément vers 0 et la série ne converge donc pas uniformément et bien

évidemment ne converge pas normalement. Supposons |z| € [a, +oo[ ou

a € R7 est fixé.

d 1
o (nz exp(—na?)) = n(1 — 2na”) exp(—naz?). Soit N € N, N>ﬁ'

x a
Les applications u,,, pour n>N, sont décroissantes sur [a, +00[ de limite
0 en 4+o00. Nous en déduisons  sup  |u,(2)| = un(a).

|z|€a, +oof

La série Z u,, converge donc normalement puis uniformément sur [a, +oo|.

Nous en déduisons que S est continue sur R*.

+o0 +00
Soient z € R* et z = exp(—x?) €]0, 1. an" = zan”_l = %
n=0 n=0 (1 o Z>
s s e S v 2D
ous obtenons donc » nzexp(—nz’) = :
— P (1 — exp(—22))?

2
— 1

a azexp(( x 3))2 3 S n’est pas continue en 0.
—exp(—z =0T

" exp(—x)

Pour z € R, la suite <

converge clairement 3% vers 0.
nl neN

La convergence est-elle uniforme 7

fn est de classe C'. Pour n € N*, f/ (x) =

nwn—l — "

o exp(—x). Nous en
déduisons V(n, z) € N* x Ry, 0<f ()< fu(n) = n eXP'(_”)
n!

n

X
36. Par exemple, en utilisant le critere de D’Alembert, la série — converge pour tout € R ;
n!

on peut aussi remarquer que la série entiére a un rayon de convergence infini.

nln(|z|) — In(n!) = ki:lln ('i')

lim In
k— 400

||

(i

Lind gy P i - = —
) oo donc nkr_{loonln(|m|) In(n!) 0.
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83.

84.

1
En utilisant la formule de Stirling nous obtenons f,(n) ~ e
n—-+0o0 m™

lim f,(n) = 0 donc la suite (f,),cy converge uniformément vers 0.
n——+oo

(b) La série de terme général f,(z) converge pour tout x € R. Sa somme est

égale a 1.
Supposons que la série converge uniformément. Vn € N, lirf fn(z) =0.
T—>r+00
+o0 +00
Nous devrions donc avoir 1 = mgr—l{loo ZO folz) = ZO <xl1)rl100 fn(x)) =0.
n= n=

La convergence de la série n’est donc pas uniforme.

[ teR, — In(th(t)) € R est continue. lim /zIn(th(t)) = 0. f est donc

t—0t
intégrable sur |0, 1].
11— —2t
tmw:__fﬁi_l,
1 + exp(—2t)
Lorsque ¢ tend vers +oo nous avons th(t) = 1 — 2 exp(—2t) + o(exp(—2t)) puis

In(th(t)) = —2exp(—2t) + o(exp(—2t)) e T 2exp(—2t). f est donc inté-

grable sur [1, +oo[. f est alors intégrable sur RY.
Pour z € Ry, 0<S(x) = exp(=(2n + 1)) < D :
T 2n+1)2  ~(2n+1)2
exp(—(2n + 1)z)
(2n +1)2

La série Z (x eER, — € R+) est normalement donc uni-

formément convergente.

Pour z < 0 le terme général ne tend pas vers 0 donc la série diverge. S est
définie sur R, continue.

Considérons le changement de variable ¢t € R, — u = exp(—2t) €]0, 1]. Il
s’agit d'un C! difféomorphisme. Nous obtenons

—+o00 1 1 1 o
J:/ ln(th(t))dt:/ —ln( “) du.
0 0 2u I+u

Pour Ju| < 1.1 1—u 2§ o L (1w f u?n
our (u n = uls — In = — .
T & P T 2n+ 1

n=0
1 u2n 1
Supposons u € [0, 1]. a, :/0 ST 1du = m; la série ;an est
1 +00
1 1-— 1
convergente donc /o Eln (1 n Z) du = — nZ:O m = —J(0).
sin(n) sin(n) . |
Notons u, = ———————. Lorsque n tend vers +oo, u, ~ qui n’est

n — y/nsin(n)

pas de signe fixe.Utilisons la transformation d’Abel déja vue plus haut ; nous

in(n)

’ . Ve . /7 Id S
en déduisons que la série de terme général ———= converge.
n
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sin(n)  sin(n) ( 1
1—

T — 1> . Lorsque n tend vers +o0,

\/_ﬁ S1n
sin(n)  sin(n) 1 . 9 1 o
= — — — ‘est-a-d
- " (ﬁ sin(n) + ~ sin (n)+o (n c’est-a-dire

Uy — .n = n\l/ﬁsiHQ(n)—i—O(%) :O(%)

La série de terme général u,, est donc convergente.
N

N
85. Soit N € N*. Posons Sy = Z ug. Appelons ¢ la partie entiere de —.
N k=1 m
mE(E) N mq m
S SRED SR ST of D o) B olte
k=1 k=1+mE( L) k=1 J=0 \k=1

mq mq q
1 —1
Z U = Z o + Z xmj . Nous obtenons >’
k=1 k=1 =1
al x—1 N

k=1

() hons (5) w(e(3)(2)

N N
In (E — 1) N In(N); In (E) N In(N) donc NETOO () =1
Pour que la suite (S,),cy. converge il faut avoir 1+ T 0 20 Cest-adire

m
r=1-—m

Supposons x =1 —m

| N N 1
Lorsque N tend vers +oo, In| — =1 =In|— | — m + 0| — | ; en repre-
m m N N

nant les calculs précédents nous obtenons lorsque N tend vers 400

1 N
—In(m) — % +o0 (N) <lIn (E (—)) — In(N)< — In(m). Nous en déduisons

m
: N o
NETOO In (E (E)) —In(N) = —In(m) puis ngiloo Sy = In(m).
11 1 1
Par exemple 1 — —+ - — —+ - — — 4+ --- converge vers In(2),

2 3 4 5 6

37. Je rappelle un résultat, déja vu lors de I'étude des suites, que la suite (v,)

neN* de

n
1
terme général <Z k:) —In(n) est convergente de limite un élément noté + appelé constante
k=1

1 1
d’Euler. En effet y,41 — 7 = p—— + In (1 — 1) <0 car Vo > —1, In(1l + z)<z; de plus
n

n —+

1 [*thar k+1
Yk € N*, %2/ 5= In (Z) donc y,=1n(n 4+ 1) — In(n) > 0.
k

Nous en déduisons que la suite (v,), cn- €st décroissante minorée donc convergente.
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! + L] In(3)
-t373 converge vers In(3).

Ly
6

1
5

1
86. (n + 1)1+% = exp ((1 + —) In(n + 1)) donc lorsque n tend vers +o0o,
n
(n+ 1) % = exp (In(n) + 1 In(n) + 1 +o0 S
n n n
1 1 1
= nexp (— In(n)+—+o (—>) =n+In(n) + o(In(n)).
n n

n

De méme, (n — 1)1’% =n —In(n) + o(In(n)) donc

(n+ 1)1+% —(n— 1)1_% = 2In(n) + o(In(n)) c’est-a-dire
(n+ D)5 —(n—=1)"% ~ 2In(n).

n—-+o0o

1
Il vient alors uw,, ~ Qw.
n—+o0 ne

En utilisant 1’exercice concernant les séries de Bertrand nous en déduisons que

-

la série Z u, converge si et seulement si a > 1.
2\ " 2\ "1 n
x , x n
87. (a) fn:r€RL+— (1 + —) € R est continue. (1 + —) ~
n n T—+o00 e

n étant supérieur a 1, la fonction f,, est intégrable.
1'2 n n i .I'Q k . $2 )
b) ([1+— ) = c’l— ) 214+C,| — | =1 .
W (1 5) =y (R) sea(R) e

2\ —n 1
Nous en déduisons Vn € N*, 0< (1 + T <—-.
n 1+ 22

2 —n
lim (1 + x_) =exp(—1?), 1 € R — € R est intégrable sur
n

n—+oo 1 + I2

R, . Le théoreme de convergence dominée permet d’en déduire

+oo +oo 72 -n
lim fu(x)dx = / <1 + —) dzx.
0

n—-4oo 0 n

g[;—> Jntan(t) € R,

qui est un C! difféomorphisme. Nous obtenons alors

+oo 5
fo(z)dr = \/ﬁ/ cos(t)*"2dt.
. 0

(¢) Considérons le changement de variable t € [O,

0
2
Notons I, = / cos(t)*"dt. En intégrant par parties nous obtenons, pour
0
n € N*,

I, = [sin(t) Cos(t)%_l}f + (2n — 1) /02 sin(t)? cos(t)*"2dt
=2n—1)I,—1 — I,,).

Finalement I, = g et pour n € N* 2nl, = (2n — 1)1,_;.
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88. (a)

2k —1
Nous en déduisons donc Vn € N*, I, = il H )

2k
k=1

Pour n € N nous avons donc I, =

T
2

Par un calcul analogue avec J,, = / cos(t)*" T dt nous obtenons J, = 1
0 n

2k 4n(n!)?
11 _ A"

2k +1 0 (2n+ 1))

et pour n € N*, (2n+ 1)J, = 2nJ,_; donc J,, =

Relation vraie aussi pour n = 0.
2n + 2 I, 1,

= >—=1.
2n + 1 ]n+1 Jn

1,>2J,>21,.1. Nous en déduisons

. . In < 9. . ™ (271)' 2
Il vient alors lim — =1 c’est-a-dire: lim 5(271 +1) = 1.

n—+oo J, n—+oo 4”(71')2
2n)! 1
Nous en déduisons (2n) ~ —.
4n(nl)? noteo | nmw
1 |/ oo 1
+00 1
Nous obtenons donc / exp(—a2?)dx = 5\/%
0
TSSO 91 (D S RS wit
k=0 k=1 \j=1+p(k-1) Jj=0

lim ¢(n) = +oo, la série E a, étant supposée convergente nous en
n—-+o0o

déduisons lim Zbk lim Zaj.

n—-+o0o n—-+0o00

J=0 400 +oo
La série g b,, est donc convergente et g b, = g Qp,.
n=0 n=0

Notons, pour n € N, A4, = {p € N, ¢(p)<n} est fini car ¢ est stricte-
ment croissante donc vérifie Vp € N, (p)=p. Soit alors N le plus grand
élément de cet ensemble A,,. Comme nous I’avons vu précédemment,

n ©(N) N n
Zaj:ZaJJr Z —Zkar Z a;.

7=0 j=0 J=1+p(N k=0 J=1+p(N)

La somme Z a; est remplacée par 0 lorsque p(N) = n.
J=14+¢(N)
Dans le cas ot ¢(N) < n nous avons

n

Y a|<—o(V) sup  apl<(@(N +1) = 9(N)) sup |al.
j=14o(N) 1+p(N)<k<n k=14+¢(N)

Sipe N+— p(p+1) — ¢(p)) € N est bornée, il existe M € N* tel que
O(N+1)—p(N)SM et donc 1+ p(N)21+p(N+1)—M>2n+2— M.
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VneN, (p(N+1) —(N)) sup |ag[<M sup |ayl.
k>14¢(N) k>n+2—M)

5
Soit £ > 0. Il existe A € N tel que pour n € N, n>A = ‘G"KM

Pour n>A+ M — 2, Z a;| <€ c’est-a-dire nginoo Z a; = 0.
j=1+p(N) Jj=1+¢(N)

E b, étant convergente nous en déduisons que la série g a, est conver-
gente.

89. Soit p € N, p > (0). Soit E = {k € N, p(k)=p}.
E possede un plus petit élément; ce plus petit élément ky est strictement
positif et vérifie donc ¢(ko) =p > ¢(ko — 1). Nous en déduisons
Vp > (0), dk € N, (k) <p<e(k+1).
k est unique car sinon, en supposant k > k', nous avons p(k)>¢(k’ + 1) donc
o(k'+1) <pet p(k'+1)=>p; d’ou l'unicité.

1
Ul ZUpZ Yo 41) S 1)

k

o(p+1) P e(k+1) g P ok +1) — p(k)

T x| T w)ep i
j=1+¢(0 k=0 \j=1+4¢(k) k=0

pk+1) —p(k)
Posons v, =
; p(k+1)
Si (vg)eny De converge pas vers 0 alors la série diverge.

)i
Si (vk)en converge pas vers 0 alors In(1 — vy,) e T c’est-a-dire
pk +

In ( D >> ~ v, > 0. La série de terme général vy est de méme nature
¥

k—+4o0

ok+1)
p(k)
de terme général In(p(k)) qui tend vers +o0.
La série proposée est donc divergente 3

que la série de terme général In ( ) donc de méme nature que la suite

1 x+T4an
9. (a) Soit x €R. fu(z +T) = — / fa—a(t)dt

n +T
Nous savons * que si f une fonction continue par morceaux est T-périodique

a+T T
alors / ’ f(t)dt :/ f(t)dt donc
a 0

38. Pour ¢ = Idy nous connaissions déja le résultat.

39, /HT f(t)dt:/of(t)dt+/T f(t)dt+/a+Tf(t)dt.

a+T
/ ftdt = / f+T)dt = / f(t)dt car f est T-périodique ; donc

T

/ dt/fdt+/fdt+/fdt/f
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z+T+an
fz4T) = = / o

1 T+an 1 x+T4an
= — fn,l(t)dtJr — fooa(t)dt + — fno1(t)dt
ap, a:+T ap, x an -1’+0Ln
1 1 T+an
:a_ fn 1( )dt+_ fn 1 dt+_ fn 1

1 x+an

_ 1 Fao1(O)dt = fo_1().

apn )y
Par construction, pour n € N, f, est de classe C" et

V(p, n) € N?, n2p>1 = [P (x) = (f 1z +an) = fisi(2)).

Chaque fonction f,, appartient a E
Toute fonction continue périodique définie sur R est uniformément conti-

nue 40,
1 x+an

Pour (n, z) € N*R, f,(z) = — frn—1(t)dt donc il existe 6(x) € [0, 1]

n xT

tel que f.(x) = fu1(z +0(z)ay,).
Pour n € N, n>2, pour tout x € R il existe 6;(x) € [0, 1] tel que

fa(2) = fo1(2) = fua(z+0(z)an) — far(z) = an(2) £, (z + 01(z)an).
Il exdiste Oy(x) € [0, 1] tel que £ (z) &i( For (2 + an) — far(2))

n
= fl_(x+0y(x)ay).
Pour n € N*, f! est continue périodique donc bornée sur R.
Nous en déduisons, pour n>2, || f! || <||f}_1||lco soit finalement
pour 7 € N*, || f [[oo <[ f7 |-
De méme, pour n>p,

P @) = (0t a) — S250@) = 50 @+ Bo(a)an)

n
Nous avons alors Hf,(Lp)Hoogﬂflgp)Hoo.
En faisant le meme raisonnement qu’au dessus, nous avons pour n=>p+ 2,

[P (@) = £ @) <anll 7 oo

Les séries 5 f,(Lp sont normalement donc uniformément convergentes.
n2p+2

> (@) — f2 @) = £P(@) - 17 (@),

k=p+1

40. Soit g une fonction T-périodique continue définie sur R. La restriction de g & [0, 27 est
uniformément continue donc pour € > 0 il existe @« > 0 (que l'on peut supposer strictement
inférieur a T') tel que pour tout couple (z, y) € [0, 277 on ait |z — y|<a = |g(z) — g(y)|<e.

Y

Soient x et y deux réels vérifiant x<y<z + a. Soient p = F (%) et q=F (T)

pI<x <pT +T, ¢qT<y <qT'+T. pT'<e<y<e +ae +T < pT + 2T. 1l vient donc p<Lg<p + 1.
Posons 1 =z —pT et y1 =y —pT. 21 € [0, 2T] et y; € [0, 27T et z<y<La.

Nous avons donc |g(x) — g(y)| = |g(x1) — g(y1)|<e. g est bien uniformément continue.
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91.

La suite (fqu))neN nxz

et a pour limite une fonction ¢ de classe C*™.

, converge uniformément donc la suite (fn)nen converge

L’équation différentielle y' = ny + nu(z) a pour solution les fonctions
x

v définies sur Ry par v(z) = Cexp(nx) + nexp(nx)/ u(t) exp(—nt)dt
0
avec C' € R.

u est bornée donc z € Ry —— u(z) exp(—nx) € R est intégrable.

+o0
SiC# —n/ u(t) exp(—nt)dt alors lim wv(z) = oo et v n’est pas bor-
0

r——+00
+o0

née. Nous devons donc avoir C' = —n / u(t) exp(—nt)dt c’est-a-dire

0
+o00

v(x) = —nexp(nx)/ u(t) exp(—nt)dt.

|o(z)[<n|ulle exp(ne) / exp(—nt)dt = [|u][o.

x
v est bien bornée et ||v||oo < ||| 0o-

En utilisant la relation v" = n(u + v) nous en déduisons [|v' || <2n|u||o-
Soit alors (x, y) € (Ry)? L’inégalité des accroissements finis conduit &
lv(x) — v(y)|<2n||u|||z — y|. L'application v est donc Lipschitzienne et
en particulier uniformément continue. Il existe donc bien un et un seul
élément v de X vérifiant v = n(u + v).

Comme nous l'avons vu précédemment, 'unique solution de 1’équation
“+o0o

v =n(u+ v) est définie par v(z) = —n exp(nx)/ u(t) exp(—nt)dt.
x
L’application u € X —— v € X est clairement linéaire. Nous avons vu

que l'on a ||v]|co<||¢||0o ; T est donc continue de norme au plus égale a

+oo
1.T,(1) =z € Ry — —nexp(nx)/ exp(—nt)dt = 1 donc |||T,,||| = 1.

T

u est uniformément continue. Soit £ > 0. Il existe o > 0 tel que pour tout

couple (z, y) € (Ry)? on ait |z — y|<a = |u(z) — u(y)|<§

+oo

Soit x € Ry. (Th,(u) — u)(z) = nexp(nx)/ (u(t) — u(z)) exp(—nt)dt.

(L) — ) (2) < S exp(nz) / exp(—nt)dt

T +0o0

—|—2n||u||ooexp(nx)/ exp(—nt)dt

T+

= %(1 — exp(—na)) + 2||ul|o exp(—na).

11 vient alors ||T;,(u) — t||ee <= + 2[|u]|oo exp(—na).

€
2

lir+n <% + 2||u||ooexp(—na)> = % donc il existe N € N (ne dépendant
n—-+0oo

que de ) tel que pour tout entier n>N on ait (g + 2| 0o exp(—noz)) <e.
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92.

(a) g = ™ est I'application dont la dérivée n

Cela signifie lim (7},(u) —u) = 0 soit encore lim T),(u) = u.
n—-+00 n—-+00

(d) Pour chaque n € N* T, (u) est une fonction dérivable de X ; la suite

(T(u)),,en- converge vers u donc tout élément u de X est adhérent a
I’'espace D des fonctions dérivables de X. D est donc bien dense dans X.
i€me st f et telle que pour tout
ke{o, -, n—1} g®(0) = 0.

En utﬂisant la formule de Taylor avec reste intégral nous obtenons

1 x
Z I 9 1) / (z — )" LgM(t)dt ’est-a-dire

n—l

1 z o
o) = 5 / (2 — £y f(t)dt

¢ est bien & valeurs dans F ¢(f) est de classe C!. ¢ est clairement linéaire.

lo(f)lleo = sup / F(@t)dt<| f|oo- ¢ est donc continue de norme au plus
z€(0, 1]

égale a 1. La fonction constante égale a 1 a pour norme 1 (p(1))(z) ==
donc ||¢(1)]| = 1. Nous en déduisons |||¢]|| = 1.

I(SD"(f))(x)KHfHooﬁ/o (x — )" tdt = \|f||002—7;<%\|f”m. Nous en
déduisons

1 . . \ S
=g < En reprenant la fonction constante égale a 1 nous en déduisons
n!

1

comme précédemment pour ¢ que |[[¢"[|| = —-
n!

(b) Lo(E) est complet donc la série Z " converge absolument et est donc

convergente dans Lo(E). La somme de la série est (Idg — @)~

+oo “+oo
11 suffit pour cela de calculer (Idg — @) Z " et <Z @”) (Idg — ).

En effet soit u € Lo(F).
vELo(E)r—uov e Lo(F)etv € Lo(E) — vou € Lo(E) sont conti-

nues donc lim wo E ©" = lim E uo ¢*; de méme

n—-4o0o . n—+4o00o
- k _ k
i (3 eue i 3ot
k= k=0
n n+1
> (Idp—¢)op —Zso =Y @ =1TIdp — "
k=0 k=1
n n+1
De méme Z(gp o(Idg — ¢)) = gpk—2<pk:[d}3—g0”“. 11 vient
= k=0 k=1
00 +oo
alors Z(IdE — ) o " = Idp et de méme Z (¢* o (Idp — ¢)) = Idp.
k=0

Joseph Di Valentin. Exercices corrigés.
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93.

94.

+oo
Idg — ¢ est inversible et d’inverse Z o
k=0
(c) Pour g € E, f = (Idg — ¢)"!(g) est, d’aprés ce que nous avons vu
précédemment, un élément de E. Il vérifie bien évidemment f —¢(f) =g
c’est-a-dire pour toute fonction g € FE il existe une unique fonction f €

telle que pour tout xz € [0,1], g / f(t)

En fait la fonction f solution est définie par
Ve e [0, 1], f(z) = g(z) + exp(x)/o g(t) exp(—t)dt.
En effet (f —g)'(z) = (f - 9)( ) +9(x) = fz) et (f —9)(0) = 0.

1
Soit (n, k) € N* x N, 0<hsn. CF— AN

= 1
= Z C’T’f—kuk . Considérons la suite de fonctions (), o définies sur [1, 4-00]
n

k=0
a valeurs dans L¢(E) muni de la norme induite par la norme définie sur E par

gpk(n):()sik>netgok( )= C’g u si k<n.

Pour k<n, ||¢k(n )|H< H|uH\k Cette inégalité est évidemment vérifiée lorsque

k > n. La série Z H‘”u”‘k est convergente donc la série Z ¢k, est normale-

ment Convergente' nous en déduisons (Lo (E) étant complet)

+oo

u\”
ngk(n) = (IdE + —) :
k=0 " .
Soit k fixé. Soit n > k. Nous obtenons hrf op(n) = yuk
n—-+0oo .

n—-+o0o

n oo
Finalement lim (]dE + %) = kz:% guk = exp(u).

Remarque : pour utiliser les résultats que nous utilisons ici il est nécessaire de
savoir que L¢(F) est complet dés que E est; il est aussi nécessaire d’utiliser
les résultats concernant les limites et les séries de fonctions. Ces résultats ont
été vus dans d’autres chapitres.

Soit A € M,,(C) une matrice. Soit a ’endomorphisme canonique associé a A

dans la base canonique de C". Soit X_ le polynome caractéristique de a. En
N

écrivant X, = H()\k — X )Pk ou les \g sont deux a deux distincts et les entiers
k=1

N
pr non nuls nous en déduisons C" = @ Ey, avec Ej, = Ker((A\gIdcn — a)P*).
k=1
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Notons a; I’endomorphisme de Ej, induit par la restriction a Ej de a.
N

X, =[] X

Soit z non nul appartenant a Ey. ai(x) = Az = (v € Ey, a(zr) = A\x) c’est-a-
dire (@ — A\g)P*(x ) =0et a(z) = Az

(a — M\)P*( Z — )P JaJ (Z — )P J/\]>

Pk

Nous en déduisons Z (CF (=Xe)PE7N) =0 Cest-a-dire (A — A\,)P* = 0 donc
§=0

A = A\i. a; a donc pour polynome caractéristique (A — X )%. En tenant compte
N

de la relation X, = H X,, nous en déduisons que X, = (A, — X)P=. Chaque
k=1

espace Fj a donc pour dimension p;. En choisissant dans chaque E} une base
de trigonalisation de a; nous en déduisons qu’il existe une base de C" dans
laquelle la matrice de a est diagonale par blocs; chaque bloc étant du type
A1y, + Tk ou Tj, est une matrice triangulaire supérieure appartenant a M, (C)
et a diagonale nulle.

Soit T' = () ij)em,)? € Mp(K) une matrice triangulaire supérieure a diago-
nale nulle. Notons ¢, ;; I'élément d’indices (i, j) de la matrice T t;; est nul

pour <.
P
tijo = Zti,ktk,j est donc nul pour ¢<j + 1. Supposons avoir montré que jus-
k=1

qu'au rang h < p, t; j, est nul pour i<j+h—1. ¢ hy1 = Zti,k,htk,j est donc

k=1
nul pour ¢<j + p. Le résultat est donc vrai pour tout h<p et en particulier

ti;p est nul pour i — j<p — 1 ce qui est toujours vrai donc 7% = 0.

T est donc nilpotente. Nous obtenons donc que toute matrice appartenant a
M,,(C) est semblable a une matrice diagonale par blocs; chaque bloc étant du
type (Ailp, + T} ou T} est une matrice triangulaire supérieure nilpotente.

Revenons a notre exercice. Soit A la matrice de f dans une base de E. A
est semblable a une matrice diagonale par blocs; chaque bloc étant du type
M, + T ou T' est une matrice triangulaire supérieure nilpotente et A non nul.
Nous cherchons a déterminer une matrice B telle que exp(B) = A. Dans le
calcul de A™, les blocs restent stables ; il suffit donc pour prouver le résultat
demandé de prouver que si on se donne une matrice du type (A, +7 ou T est
une matrice triangulaire supérieure nilpotente et A un nombre complexe non
nul, il existe une matrice M telle que exp(M) = A\, +T.

Soit a € C. Soit M € Mp( )

al, et M commutent donc*' exp(al, + M) = exp(a) exp(M). A étant non nul
il existe a € C tel que exp(a ) A

41. Voir exercicel ; exercice numéro 111 page 190.
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exp(M) =AM, +T <= exp(—aM)=1,+uT =1,+ T avec p=

> =

Il suffit donc de démontrer qu’il existe une matrice N € M,(C) telle que
p—1
T k
exp(N) = I,+T". Soit N = Z(—l)k“%. Montrons que exp(N) = I,+1".
k=1
Montrons d’une maniere plus générale que 'application exp de M,(C) dans

M, (C) est différentiable. Soient A et H deux matrices; on peut supposer
||H||<2. Soit n € N, n>1. Montrons que l'on a

n—1 n—2
(A+H) = A"+ ) AHA"'" e, (H) avec |l (H)||<|| H||” (Z CrllAl*

1=0 k=0

N——

0
Pour n = 1 nous avons A+ H = A + Z ATHA Y 4 0.

=0

0
Pour n = 2 nous avons (A + H)? = A? +AH+HA+H2ZC’§H’“.

k=0
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n.
n—1

(A+H>n+l — An+1 + ZAiJrlHAnflfi +A8n(H) + HA™

=0
n—1

+> HA'HA"'™' + He,(H)

=0

n n—1
= A"V NCATHAY 4y CHAHA 4 He (H) + Aey(H).
i=0 =0
n—1

eni1(H) =Y HAHA'' 4 He,(H) + Ac,(H).

=0
n—1 n— n—2

lenss (EDIIIH| > D NAN + 1 H])? ( CSMII’“) + [ H? (Z Call Al
i=0 k=0

‘1)||A||k> +HIPC2 A

[\

(]

N——

il

0
n—2

= | H]*+ | H]* (Z(CS +C

N

3

k=1
Nous obtenons donc

n—2 n—1
lena (IS H|? (Z Co A" + CZZQIIAH”I) <[1H]* (Z CfiHHAH'“)-
k=0 k=0

Le résultat est donc prouvé au rang n + 1; il est vrai pour tout n € N, n>2.
Nous pouvons en fait majorer ||e,(H)|| par [|H|*(1+]]Al|)"). Cette majoration
est vraie aussi pour n = 1.

exp(A+H) —exp(A)=Y % [(A+H)”—A”]:Z<% 3 AiHAnliJren(H))

n=1 : n=1 ’ =0

avec ||, (H) | HI*(1 + [IA])".
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+o0

> el

n=1

+o0

(1 H
Z + H D" = exp(1 + ||H]|). Nous obtenons finalement
=0

lorsque H tend vers 0

exp(A+ H) —exp(A) = Z (l i: AiHA"_l_i) +o(|| H|]).

n!

n=1 =0

exp est donc différentiable; la différentielle de exp en A est I'application

n—1
1 i 7 An—1—i
H e My( l—)Z (EZAHA )
i=0
Nous pouvons falre une autre démonstration.

En choisissant la base (e, ---, eg,2) constituée des matrices Ej; et i£; , nous

pouvons considérer A —3 A™ comme une application de R?* dans M, C). Si

nous appelons (1, ---, g,2) les coordonnées d'un élément A de M,(C), la

dérivée partielle d’indice k de la’application A — A est e;. la dérivée par-

tielle d’indice k de la’application A — A? est e, A + Ae;,. Nous montrons

par récurrence que la dérivée partielle d’indice k de la’application A — A"
2p?

est Z A"ekAQPQ’i. La continuité des applications dérivées partielles permet de
i=1

conclure que A — A" est de classe C! et la différentielle de cette application

2p? 2p?
est définie par H € M,,(C) — Z ZA’ (hier) A2~ | € M »(C)
k=0 =0
2p?

c’est-a-dire H € M,(C) — ZAiHA2p2_i € M, (C). Nous retrouvons le ré-

sultat précédent.

Soit t € R. Posons f(t) = 5 %tkT’k et g(t) = exp(f(¢)).
f et g sont de classe C! et k; (1t) commute avec f’(t). Nous obtenons donc
(6) = (dlesp) (FO)(F (1) = f’(t)ij (0 = PO () = £ 900
=S
k=1
Uy +7)710) = SO 4 Sy
k=1 k=1

(_1)k+1tk—1T/k + i(_l)ktk—lT/k -7

1 k=2

Nous en déduisons f'(t) = T'(I, + T')~". Posons F(t) = (I, +tT") exp(—f(t)).
FI(t) = T exp(=f (1) = (1)L, + 1T") exp(— £(1)) = 0.

>0
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F est donc constante ; il existe une matrice M telle que F'(t) = M c’est-a-~dire
(I, +tT") exp(—f(t)) = M.

Pour ¢ = 0 nous obtenons M = I, donc

([,4+T")exp(—f(1)) = I, = (I,+T") exp(—N). Nous en déduisons exp(N) = 1"
d’out le résultat demandé.

Nous pouvons faire une autre démonstration.

Reprenons les notations précédentes. Les éléments commutant entre eux nous

D
avons ¢(t H exp ( kT )

(—1)k+L N p—1 1)k+Ds
Soit ug(t) = exp (—tkT/ ) Z kﬂ - R A A
K
7=0

P2 (= 1)1+

u'(t) =

.

1

3

Nous en déduisons ¢'(t) = g(t) Y (=117 " Nous terminons comme plus
1

B
Il

haut.
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Chapitre 4

Séries entieres

1. Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes.

1
Z 2" comportement sur le bord du disque de convergence,

nlnn
n>1

+o0
Z anz", a, = / exp(—z")dx, (n>1), comportement sur le bord du disque
1

du convergence,

Scos(mvimrnr 1), X[ (14 1) — ] o Sowvan
Zwiﬂz“, > nl Yy <cos (%))n 2" (atan (n)) 2",

Z a,z", n>1, a, est la ntme décimale de v/2.
2. Soit f:]a,b[— R, a <0 < b. f de classe C*, VnEN f”)( )=0.
(k)¢
On pose, pour z €]a, bl et n € N, R, ( Zk‘f (0).
Soit « fixé, x € [0, b[, montrer que la suite (R, (x))neN converge et que 'appli-

R, ()

cation x € [0, b[,— € R est croissante.

En déduire que f est développable en série entiere a lorigine sur [0, b[ puis sur
] — ¢, b] avec ¢ = min(—a, b).

3. Soit f une fonction définie sur une partie D non vide de C. Soit @ € D adhérent
a D\ {a}. a est dit point d’accumulation de D.
o o 1) = 1)

z—a zZ—a

limite. Si f est dérivable en tout point de D f est dite dérivable et on note f’
I'application qui & a € D associe f'(a). Soit p € N*. On dit que f est p fois
dérivable sur D si! pour tout k € N, k<p—1, f*) est dérivable; la dérivée de
%) étant notée f<*D. Si f est dérivable & tout ordre elle est dite infiniment
dérivable.

existe alors f est dite dérivable en a et on note f’(a) cette

Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. On pose pour

1. O désigne f.
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+0o0

z2€C, |z| <R, f(z) = Zanz”.
n=0

Soit zp € C, |z9| < R. Montrer que f est dérivable en zj; vérifier que pour

1
tout entier n nous avons a, = —f ™) ().
n!

4. Soit E a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. On pose pour

+o00
2€C, |z| <R, f(z) = Zanz”.
n=0

2m
Soit r €]0, R[; montrer a, = ! f (rexp(if)) exp(—ind)do.
0

2rrn
M(r)

Tn

En déduire, si M(r) = ‘ |ax lf(2)], |an| <

Application. Supposons f bornée sur C, développable en série entiere de rayon
de convergence infini. Montrer qu’alors f est constante.

5. Soit E un espace de Banach 2. Considérons une série convergente a termes dans
E, Z a,. Pour t € [0,1] et n € N, on pose f,(t) = a,t". Montrer que la série

Z fn converge uniformément sur [0, 1].

6. Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z a,z". Quel est le rayon

de convergence de la série entiere E (an)?2™?

7. Soit R > 0 le rayon de convergence de Z a,z". Soit, pour n € N, S, = Zap.
p=0

Quel est le rayon de convergence R’ de la série Z Spz"?

+oo
8. Soit une suite (ay), oy vérifiant : ag = 0, a,=0 pour n>1 et Z a, = 1.
Yoo n=0
Montrer que lim f(z)=1,0u f(z) = Z;anz :
z—17 n=
n—1
Soit la suite (by),, oy~ définie par : by = a; et pour n>2, b, = a, + Zbkan_k.
k=1
Montrer que le rayon de convergence de Z b,z" est Ro>1.
+oo
Soit g(z) = anz". Vérifier : g(z)(1 — f(2)) = f(2). Montrer Ry = 1.
n=1

9. Soit Zanz” une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit (uy),cy

un—i—l

une suite telle que Vn € N, u,, # 0 et lim

n—-+00

= [. Quel est le rayon de
U

convergence de E Aty 2" 7

2. C’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Soit Zanz" une série entiere de rayon R > 0. Soit zy € C tel que |2z| = R.

Supposons Z a,z, convergente.
Montrer que Z a,zyt" converge uniformément pour ¢ € [0, 1]. On pourra uti-

liser une transformation d’Abel déja vue dans les chapitres précédents.

Application : soient Z Uy, et Z v, deux séries (réelles ou complexes) conver-

gentes. Soit w,, le terme général de la série produit de Cauchy des deux séries

précédentes. On suppose que la série 5 w,, converge.

+o0 +o0 —+00
Montrer la relation Z Wy, = (Z un> <Z vn> .
n=0 n=0

n=0
Soit (@y),cy une suite réelle positive décroissante de limite nulle. Montrer que

Z(anx)" a un rayon de convergence infini. On suppose Z a, divergente. On
+oo

pose, pour z € R, f(z) = Z(anx)”.

n=0
1
Montrer que z — — In(f(z)) n’est pas intégrable sur [1, +oo[. On minorera
x

fsur: {i, ¢ ]

Qp  Gpi1

Soit f une application définie sur un voisinage de 0 dans C a valeurs dans C.
On suppose f développable en série entiere a 1'origine et f(0) # 0.

1
Montrer que } est développable en série entiere a 1’origine.

Soit. f une application définie sur un ouvert U de C a valeurs dans un ouvert
V' de C. Soit g une application définie de V' dans C. On suppose 0 € U et
f(0) =0, f et g développables en séries entieres a 'origine ; séries entieres de
rayons respectifs Ry et Ry strictement positifs.

Montrer que I'application g o f est développable en série entiere a 1’origine.
Soit f une application définie sur un ouvert U de C a valeurs dans C. On
suppose 0 € U, f(0) = a # 0 et f développable en série entiere a l'origine de

rayon strictement positif. Montrer que ? est développable en série entiere a

I’origine.

On définit la suite complexe (un,), o par la donnée de ug # 0 et pour n € N,
n

Upy1 = Zukun_k. On suppose que la série entiere Zunx" a un rayon de
k=0

convergence > (. Calculer sa somme et en déduire la valeur de w,,.

n
Soit g a, une série convergente de somme A. On pose pourn € N, A, = g ag.
k=0

s LR a
(a) Montrer que les rayons de convergence des séries entieres E —Tt" et
n!
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A
Z —Tt" sont infinis.

n! oo o
Soit t € R, onpose:f(t)—zomt , g(t)_zoﬁt ,

Montrer : f'(t) = ¢'(t) — g(t) ; en déduire :
e R, [ wexp(-u)di= (o(0) ~ £ expl—1)

(b) Montrer: lim (g(t) — f(t)) exp(—t)=A puis tEeroo /Of(u) exp(—u)du=A.

t——+o0
(¢) En changeant un peu les hypotheses, peut-on avoir une démonstration
plus rapide ?
“+o0o
16. Soit Z u,x™ une série entiere de rayon de convergence 1, de somme f(z) sur
n=0
] —1,1]. Onsuppose : lim f(z)=Set lim nu, =0
z—1—

n——+o00

(a) Soient n € N*, z € [0,1] et S,, = Zuk

Montrer : |S, — f(z)|<(1 — =z <Z|kuk|> + — Z | kg | 2.

k n+1

(b) En déduire que lim (Sn — f (1 - l)) = 0.
n

n—+00
(c) Montrer alors que la série Z u, converge et a pour somme S.
17. Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique. Montrer que pour tout ¢ € R,
exp(ta) € SO(n).

(n+1)m
18. On pose pour n € N, a,, = / sin(2?)dz. Déterminer le rayon de conver-
N

gence de la série entiere Z anz"
Etude du comportement au bord du disque de convergence.

—1)"\"
19. Quel est le rayon de convergence de la série entiere : Z (1 + u) z".
n

Etudier la convergence pour |z| =

20. Quel est le rayon de convergence de la série entiere : Z exp(nsin(n))z".

sin(my/n) 9
na
sin(mv1+n2) ,

22. Quel est le rayon de convergence de la série entiere : E - 2"
n
n=1

21. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z

Nature de la série pour |z| =

130



CHAPITRE 4. SERIES ENTIERES

n

1
23. Quel est le rayon de convergence de la série entiere E (H e d) x" ol a
a
k=0

et d sont deux réels strictement positifs.
Calculer la somme de la série.

24. (a) Soit f une fonction bornée de [0, 1] dans R.
On pose pour (n, t) € N x [0, 1], g,(t) = t"f(t). Montrer :

Z gn converge uniformément sur [0, 1]< f dérivable en 1, f(1) = f'(1) =0
(b) Généralisation :
Soit Z a,z" une série entiere de rayon 1 telle que a, >0 et Z a, diverge.

On note pour t € [0, 1], Z ant".

i. Quel est le comportement de penl?
ii. Soit f définie de [0, 1] dans R, continue.
On pose pour (n, t) € N x [0, 1], gn(t) = a,t" f(t). Montrer
Z gn converge uniformément sur [0, 1] < lim f(¢)p(t) =0
t_1

<

iii. Que se passe-t-il si f n’est définie que sur [0,1[?

+00 3 t +oo —1)"
25. (a) Montrer que / sin(z )dt = QZ (-1
0 n=0

ch(t) 2+ (2n+1)%

exp(izt)

dat?
ch(t)

+oo
(b) A-t-on le méme type de résultat avec /
0

\ oo 4p J | T (_1)71
t t = 2p! —_—.
(¢) Montrer /0 (1) 1% ; 2n + Lph!

1
26. Montrer que pour tout x réel, f(x) = / t*'dt est défini. Déterminer le déve-
0

loppement en série entiere de f.
32

1
27. Calculer S = Z —3 301 2) ; considérer la série Z T
m(on n

+oo
—1)»
28. Soit f(z) = Z( ) . Montrer que f est développable en série entiere a
= +n
'origine.

29. Développer en séries entieres les fonctions f suivantes définies par : f(x) ou f(z) =

(siné:v)) , cos(x) ch(x), \/%ﬂ asin(z), In(1 — 2z cos(a) + z?),

/ i) exp(=t) ), / x—eXp(tt)_ldt, / S”;()dt (In(1 +1))?,

1+¢2

a1 @0 20 () (ve]og]),
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

/0’5 N x(jzsm(t))z’ atan (1 ; ; tan(o‘)) (ve]-5 30

1
C-DE+1)

Soient g a,z" et g b,2" deux séries entieres de rayons de convergence respc-

tifs Ry > 0 et Ry > 0. Que dire du rayon de convergence de la série Z anbpz" ?

Soit (an), ey une suite complexe. On pose : bapq1 = 0, by, = a@y. Si Z a,z" a
pour rayon R, quel est celui de Z by 2"?
Montrer les égalités suivantes :
1 oo n +o0 2 +oo
Inx (—1) T 1
/0 1+ 2?2 ;(Qn—1)2 /0 et —1 ;n?’
Calculer les sommes des séries suivantes, ou P € C[X] :

+oo  _3n oo 3n+1 oo 3n+2 oo oo
z z z P(n) , "
> wZ wZ wZ 'z,ZP(n)z.
— (3n)! —~ (3n + 1)! e (3n + 2)! —~ nl e
a
- n i n ng
Soit R > 0 le rayon de convergence de Z a,z". Quel est celui de Z . 2"
+o0o
an
On pose, pour z € R, F(z) = Z e
n=0
+oo “+00
Montrer que si |z| < R alors Z apz" = / F(zt) exp(—t)dt.
n=0 0

n

On définit la suite (uy,), o Par ug = 1 et pour n € N, w49 = Upq1+2u,+(—1)".

1
(a) Montrer que le rayon de convergence de la série Zunx” est 25. On
pourra montrer que 1'on a 1<u, <2" ! — 1.
(b) Calculer la somme de la série; en déduire la valeur de w,,.

Soit f une application continue définie de R dans R. On suppose qu’il existe
a€l—1, 1] tel que Vz € R, f(z) = (1 — ax) f(az).
Montrer que f est développable en série entiere sur R.

cos(y/n .
Quel est le rayon de convergence, R, de la série entiere Z (vm) 2" 7 Etude

n>1 \/ﬁ

pour x = R

Soit f une application continue définie de [0, 1] dans R,. On suppose f(1) # 0.
1
Posons pour n € N q,, = (—1)"/ t" f(t)dt.
0

Etude de la série entiere g a,x”, calcul de la somme.

ol

On supposera f(1) = 0 puis on montrera que, pour f(1) # 0, |a,| o
n——+o0o n

™

On pose F(x) =Y _t"(cos(x))™" et (1) = / e

1 —tcos(x)?
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

20.

Développer f en série entiere a 1’origine.

jus

En déduire la valeur de 'intégrale / ’ (cos(z))*"du.
0

a
Soit la suite (an), oy telle que ¥n € N, a,, # 0. On suppose lim Cianl
n—-+oo Ao
a
et lim nt2 = lQ ((ll, lg) € RQ))

Quel est le rayon de convergence de la série entiere E anpz" 7

On consideére les deux suites (un),cy €t (Vn),ey Vérifiant Vn € N, w4 =
Uy — 20, €6 Uy = Up + Uy

—+oo —+oco
s . RN un n Un n
Calculer les sommes des séries entieres E — et E —".
n! n!
n=0 n=0

x
Développer en série entiere a l’origine la fonction définie par f(z) = exp (1 ) )
—x

Développer en série entiere la fonction définie par f(z) = / ’ In(1 + z(sin(t))?)dt.
0
sin(xt) exp(—t)

14 ¢2 dt.

+oo
Développer en série entiere a l'origine z — /
0

Soit f définie par f(z) = exp(x?) / exp(—t?)dt. Développer en série entiere
0
a 'origine la fonction f.

sin((2n + 1)a)$2n+1

ou a est un réel.
2n+1

“+o00
Calculer la somme de la série enticre E
=0

Soit f(x) = atan (135\/52

> . Développer f en série entiere a 1’origine.

Zn

np+1°

Soit p € N*. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere : E
Ecrire la somme de la série sous forme intégrale.
Calculer cette somme pour p = 4 et z réel.

+oo (—l)k
On pose a, = Z

k=n+1

et on étudie la série entiere E a,x". Calculer sa

somme. Déterminer le rayon de convergence, étudier le comportement au bord
de l'intervalle de convergence.
+o0

On pose f(z) = / exp(—u)

0
Montrer que f est développable en série entiere sur | — 1, 1].

Calculer les coefficients du développement.
Exprimer f a 'aide des fonctions usuelles.

sin(xu) du
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ol.

02.

93.
o4.

25.

Soit f(x,y) = . Montrer que sur un ouvert a préciser, f(z,y)

l—z—-y—uay
+o00
s’écrit : Z a,(y)x™ ou les fonctions a,, sont développables en séries entieres a
n=0
'origine.
oo (n)
_ an (O) n
Calculer g(z) = Z o
n=0
27

On pourra calculer : [ f(rexp(if), rexp(—i6))do.
0

+o0 n?
1 " 1
Soit f(z) = Z (1 + ﬁ) %] . Montrer que f(z) - exp(ezx).
n=1 )

Combien y a-t-il de possibilités d’obtenir n avec des jetons marqués 2 et 37

Peut-on prolonger t € R, —— ch (t\/f) € R a R* pour en faire une fonction
développable en série entiere sur R?

La fonction f définie par f(z) = /1 — /1 — 24 est-elle développable en série

entiere a l'origine ?
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Chapitre 5

Corrigés séries entieres

1. Remarque concernant la regle de d’Alembert.
Nous savons que si une suite (u,), .y de nombres complexes' est non nulle
N . y . . . ;s |un+1| .
a partir d'un certain rang et si la suite de terme général ﬁ a une limite
Unp
strictement inférieure a 1 alors la série E u, est absolument convergente, si

|Un+1|
||

la suite de terme général a une limite strictement supérieure a 1 alors

la série E u, est divergente car le terme général ne tend alors pas vers 0. Si

la limite est égale a 1 nous ne pouvons pas conclure. En revanche, si la suite
’un—&-l’

de terme général
|t

n’a pas de limite nous ne pouvons rien dire.

Si nous considérons alors la série entiere g u,z" (la suite (u,) .y ayant les

neN
U1
_ ||

mite, [, appartenant a R alors le rayon de convergence de la série entiere en

a une li-

mémes propriétés qu’au dessus), si la suite de terme général

1
question est égal a 7 en convenant que si [ = +o0 alors R = 0.

1 |U2n+1| _ 1 |U2n+2’ —1
(n—i—l)‘ |U2n| n—i—l’ |U2n+1’ )
Nous ne pouvons donc pas conclure a 'aide de la regle de d’Alembert. Nous

Supposons Vn € N, uy, = — ettgn g =
n!

2n n n—1
1 1
pouvons cependant écrire : Z up2® = Z E(ZQ)]f +z W(ZZ)]C
2n+1 n 1 n 1
A k_ L2k 21k
De méme kz:%ukz —;k!(z) +z;(k+1)!(z).

: : 1 P .
La série entiere E —'C" a un rayon de convergence infini donc Vz € C la série
n!

entiere E u, 2" converge; elle a donc un rayon de convergence infini.
On peut aussi utiliser la regle de Cauchy qui n’est pas au programme et qu’il

1. On peut remplacer complexes par éléments d’un espace vectoriel normé complet en rempla-
cant module par norme.
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faudrait donc auparavant justifier. Quelle est-elle ?
n
Si la suite de terme général +/|u,| a une limite strictement inférieure a 1

alors la série E u, est absolument convergente, si la suite de terme général
n . . . ;. N - :
V |un| & une limite strictement supérieure a 1 alors la série E u, est di-

vergente car le terme général ne tend alors pas vers 0. Si la limite est égale
a 1 nous ne pouvons pas conclure. En revanche, si la suite de terme général

n .. . .
v |u,| 1n’a pas de limite nous ne pouvons rien dire.

En effet. Supposons lirf V]un| =1€[0, 1[. Soit & > 0 tel que? [ +¢ < 1.
n—-+0o0

Soit N € N tel que pour n>N on ait ‘ v/ lun,| — 1| <e. 1l vient alors, pour

n=N, |u,|<(l+¢e)™. La série de terme général (I + &)™ est convergente donc la

série E u, est absolument convergente.

Supposons lim  /|u,| =1€]l, +00]. 1l existe N € N tel que pour tout
n—-+00

entier n au moins égal & N, |u,|>A" ou A > 1. La série Z u, est bien diver-
gente.
Supposons que la suite (u,),.y dont les termes sont tous non nuls a partir

u
d'un certain rang est telle que la suite de terme général [tns|

possede une
||

limite { € [0, +o0].
Considérons d’abord le cas [ €]0, +o0l.
Soit € €]0, I[. Soit N € N tel que pour tout entier n € N au moins égal a N

| n+1|
<+ =
S 3

pl |un+1| e\PH! :
< ) H ( —> So1t encore
lu,| 2

I p%— e\ prtl
[un| (l - 5) <lunip1|<lun] (l + 5) :

Nous en déduisons
p+1 p+1
N—i—]n—i—i/‘u—N| (l _ %) Ntpt1 < N+p+1/ IUN+p+1‘ < N+p+m (l i %) N+p+1.
p+1 p+1
tim Tl (1= 5) T = nim YT Jua] (14 5) T =142

p——+00 p—+o0 2
donc il existe un entier M tel que pour tout entier p au moins égal a M nous

p+1
N €\ Nrpii N+p+1 £
avons 1 == N TaT (1= )T e M Tl (145) ™ <+

Finalement il existe un entier N; tel que pour tout entier n au moins égal a
Ny on ait | — e< y/|un| <I+ ¢ Cest-a-dire lirf V| =1.
n—-+0oo

|Un+1| £ ;s s
] <+ 3 et nous concluons comme précé-
un

on ait | —eg<——

Lorsque [ = 0, nous écrivons 0<

1_
2. Il suffit de choisir ¢ € }O, Tl [
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|un+1|

||

.. €
demment ; pour [ = 400 nous écrivons 0 < A< <+ 3 et nous concluons

comme précédemment.

Cela signifie que si la suite de terme général v/ |u,| n’a pas de limite il ne
sert a rien d’essayer d’utiliser le critere de d’Alembert.

1)1 1 1
e lim (n+1)In(n+1) = 1. Le rayon de convergence de la série Z 2"
n—-+00 nln(n)  nln
est égal a 1.
Soit z = exp(if) avec 6 # O(mod 27).
0)—1
Notons pour n € N*, ; exp(ik) = exp(i 9)%

0 sm( 9) 1
Sn(0) = exp < (n + 1)2) W Nous avons donc |S,, (0 )Km.

q 1 2
Soit (p, ¢) € (N*)? avec p < q. Notons U, ,(0) = Z nT(n) exp(ind).

q q—1

Nous obtenons U, ,(0) = Z nln Z (n+1) ln (n+1)
n= n=p—1

Sp. En regrou-
pant les termes il vient

S, — 1
ool = T35 et Z ( 5 TR

Nous en déduisons

-1

1 1 1
1Uha(0)lS }sin (g)| (qln( pln Z (nln n+1)In(n + 1)))

1 2

{sin (g) ’ pln(p)

1 2
lim = (0 donc, grace au critere de Cauchy, la série de terme
p—rtoo }sm )}pln(p)

Xp(inQ)
nln(n)
Pour z = 1 nous avons une série de Bertrand que nous avons déja rencontrée

et qui diverge.

donc U, ,(0)|<

général est convergente.

n

la série entiere de terme général est donc convergente sur le bord du

nln(n)
disque sauf pour z = 1.

e Supposons n € N*,

En utilisant le changement de variable z € [1, +oo[— u = 2" € [1, +o0]

+o0 1 400
nous en déduisons a,, = / exp(—x")dr = _/ eXp(—u)u%_ldu,
1 n Jy
Vu € [1, +ool, Uéui_lél; a,, existe.

exp(—u
lim exp(—u )u5_1 exp(=u) donc en utilisant le théoreme de convergence
n—-+4o0o u
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+oo
dominé nous en déduisons lim na, = / Mdu =A>0.
n—-+oo 1 u
Le rayon de convergence de la série entiere Z a,z" est égal a 1.
n>1
La suite (an), oy est clairement décroissante, de limite nulle.
En utilisant la méme transformation® qu’a I’exercice précédent, nous en dédui-

2

< -
[sin (3)]

q
Z a, exp(ind)
n=p
donc au bord sauf pour z = 1 ou elle diverge.

o |cos(mvn? 4+ n+1)2"<|z|" donc pour |z| < 1, la série entiere de terme

général cos(myv/n?+mn+ 1)z" est absolument convergente et a un rayon de
convergence au moins égal a 1.

1 3 1
Lorsque n tend vers 4+oo nous avons vn?+n+1l=n+-+—+0 <—)
n

sons a,. Comme précédemment, la série converge

2 8 n?
donc ; ' ; X
cos(mvn? +n+ 1) = (—1)"" sin Tiro(=]))= (—1)”“—7T +0(=).
8&n n? 8n n?

Pour z = 1 la série converge comme somme d’une série alternée dont le module
décroit et converge vers 0 et d'une série absolument convergente.
Pour z = —1 la série diverge comme somme de la série divergente de terme

K . .
général — avec K < 0 et d’une série convergente. Le premier exemple nous
n

permet de conclure (ce que nous savions déja) que le rayon de convergence
R est au moins égal a 1; le second exemple permet de conclure que ce méme
rayon est au plus égal a 1. Le rayon de convergence est donc égal a 1.

e Lorsque n tend vers +oo,

\" 1
(1+—) —e:exp(nln(1+—))—e
n n
e 1 e
———40(= ~ 2
2n+ (nQ) ns+too  2n

1
Le rayon de convergence de la série Z ((1 + —) n— e) z" est égal a 1.
n

n>1
(n+ 1)V fp+1\V" .
- o= ey
° — - (n+ 1) veFTeva,
1 1
lim /nln{14+—-) =0, im ————In(n+1)) =0 donc
i v (10 ) =0 i (1)
Vn Vvt
1 S 1
lim <"+ ) “1, Bim (4 )T —1et m PEDTT g
n—+o00 n n—+oo n—+oo n\/ﬁ

Le rayon de convergence de la série entiere E nVm 2" est égal a 1.
n>1

3. Transformation d’Abel
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e Posons A,, = zn:cos(Qk) — Re (exp(%)exp(?in) — 1) _ cos(n + 1) sin(n).

exp(2i) — 1 sin(1)

Vn e N*, |4, ‘sm(l)

Supposons (p, q) € N2, 2<p < q.

q q
Zcos]iQk):Z%(Ak_Akl ;%

k=p k=p k=p—1
1 1
= —A A Al = ——— ).
p—1 + + Z k ( k+ 1)
1. cos(2k) o 2 1
— k Ssin(1) p’
2 1 2k
lim — = 0 dong, en utilisant le critere de Cauchy, la série Z cosli )

p—+oo sin(1) p —

est convergente.
2 1 2
M =5 + —cosz(nn) donc la série entiere ;

2
cos(n

Mz" est divergente

pour z = 1.

Le rayon de convergence de cette série est donc au plus égal a 1.

(cos(n))?

— 2

n
pour rayon de convergence 1 donc le rayon de convergence de la série entiere

(cos(n))*

n

<E|z|" La série entiere de terme général , pour n>1, ﬁz" a

de terme général, pour n>1, 2" est* au moins égal & 1. Il est donc

égal a 1.
‘(n 4 1)l

e Pour z € C*, = (n+1)]z]*"*.

In!zn?|

0 st |z <1
lim (n+ 1)[z|*"* = ‘ ! .
n—r+oo +oo si |z|>1

la série de terme général u,(z) = n!z" (up = 1) converge donc pour |z| < 1 et

4. La série de terme général , pour n>1,

(cos(n))?

n

(—1)™ est convergente.

En effet M(—l)" _ (-=p" n (=)™ COS(Qn)-

>

k=1

M:

k:l

cosn2k Re <exp2<ni2 + 7T(n +217)L> w> = coS (2;”(71 + 1)) S;EI((J;))

1
cos(l)'

cos (2k)

En utilisant la méthode précédente, nous en déduisons que la série de terme général, pour n>1,

(c

())

(—1)" est convergente.
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diverge dans le cas contraire. En tant que série entiere, son rayon de conver-

gence est égal a 1.
=n" ! + 0 L
- 2n? nt) )

1
e Lorsque n tend vers 400, n®In (cos (—)>
n

1 n
Notons, pour n € N*, a,, = (COS (—)) >0

n

1 1 1

Lorsque n tend vers +oo, ot _ exp <—§(n +1)* 2+ §n°‘*2 +0 ( >>

@
n

n4fo¢

1 1 1 2 — 1
An = —5(”+1)a_2+§n0‘_2+0< ) = 2an°‘_3+0( )

1 .
Nous en déduisons lim A, = —= 8l a=
n—-+oo 2
0 si a<3
0 si a>3
1 )
lim Intl _ ) —_ i a=3 )
n—+o00 Ay, \/E
1 si a<3

Le rayon de convergence de la série entiere de terme général, pour n>1, a,2"
est donc égal & +oo lorsque a > 3, v/e lorsque a = 3 et 1 lorsque o < 3.

(s .
— si a>0

2
e atan (n%) ~ n® si a<0 |
n—-+4oo
(s .
— si a=0

1 «
Nous en déduisons lim atan ((n + 1)%)
n—+oo  atan (n®)

série entiere de terme général, lorsque n>1, atan (n®) est égal a 1.

= 1. Le rayon de convergence de la

e Soit a, la n’*™¢ décimale de v/2. La suite (a,), oy est une suite d’entiers donc
ne converge® pas vers 0 sauf & étre nulle & partir d’un certain rang mais alors
V/2 serait un nombre décimal ce qui est faux.

Le rayon de convergence de la série entiere E a,z" est donc au plus égal a 1.
an|z|"<9|z|". la rayon de convergence de la série entiere E 92" est égal a 1

donc celui de la série entiere E a,z" est donc au moins égal a 1. La rayon de
convergence est donc égal a 1.

5. Une suite d’entiers qui converge est constante & partir d’un certain rang. En effet : Supposons

1
qu'un telle suite (uy), oy converge de limite I. Soit € = —. Il existe N € N tel que pour tout entier

1 1 1 1 1
n on ait n=>N =1 — Zéungl + T L’intervalle [l 1 |+ 4] est de longueur 3 et contient au

plus un seul entier ; donc il en contient un et un seul et la suite (uy,),, oy est constante & partir d’'un
certain rang.
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2. R,(z) est défini par la relation f(x Z 1 f R, (x). Nous avons donc
Vo €la, b, o) = T OD(0) 4 R (2)
Y b n (n + 1) n+1 .

Pour z € [0, b nous avons donc R, 41 (x)<R,(z).
1 €T

La formule de Taylor conduit a Vz €]a, b], Ra(z) = — / (z — )" f D (4)dt.
n! Jo

Pour x € [0, b] nous avons donc R, (x)>0. La suite (R, (x)), oy est décroissante
minorée par 0 donc converge de limite au moins égale a 0.

Soit n € N*,
n Ik_l n—1 ZL’
R, (z) = f'(z) —Z = 1>,f(’“ FE(
k=1 ’ k:O
_ 1 ’ _ p\n—1 g(n+1)
= (n_l)!/o (x — )" L (1) dt.
/ 1 * n—1 p(n+1)
PRy@) = 1) / o= FOD )it
TR (r) — nR,( n—l / (z — )" fO D (1) dt 0.

( ) vR,(r) — nR,(z)

La dérivée de x €]0, b[— T
xn

z €0, bj—> R;ff)
Ro(x) = f(x) — f(0). f est croissante donc z €]0, b[— Ry(z) € R aussi.

est x €]0, b— donc

est croissante.

Soit x € [0, b[. Il existe y €]x, b[. Nous avons alors R,,(x)<R,(y) (E) . Pour
Y

z fixé lim (5> =0et lim Ru(y)€R doncVz €]0, b, lim R,(z) = 0.
n—+oo \ Y n——+00 n——+o0o
n ok
- — 3 L g
R,(0) = 0 donc pour x € [0, b] f(z) nl_lgloo 1 F(0)

Soit x € [0, ¢[. Nous en déduisons = € [0, b[ et —x €]a, 0].

Posons g(z) = f(2) + f(—2). Yk € N, " (2) = ¥ (z ) ( D*f®(—z). Pour
k pair g™ (2)>0 et pour k impair g™ (z) = f®)(2) — f®(—2)>0 car 2> — .
On peut donc appliquer a g la démonstration precedente Nous en déduisons

too  n too n

Vo €0, o, f(-x)= Z %g(n)(o) - Z %f(n)(()) soit encore
n=0 n=0 "
oo x2n 400 o
n=0 ' n=0
B +o00 l’2n (2m) +o0 $2n+1 s
=2 ol O 2 O
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Donc Vz € [0, ¢[, f(—z)= £™(0)
n=0 (n)'
400 n
Nous avons bien pour z €] — ¢, 0], f(z) = nz% <fl)!f(")(0) puis
+00 n
Ve el —e b, flo)= %ﬂ”)(oy
n=0 ’

f est donc développable en série entiere a l'origine; le rayon de convergence
de la série est au moins égal & min(—a, b).

“+o0o
. Soit f(z) = Z a,z". La série a un rayon de convergence R > 0.
n=0
+oo n n
) z) — f(z 2" — 2
Soit zgp € C/ |z| < R. Pour |z|<Retz#zo,M:Zan 0.
zZ— 20 zZ— 20
n—1 n=1
2" =z k. n—1—k : : 4
P < Z | 2" 2 |. Soit @ > 0 tel que le disque D centré en zy de rayon
— 20
k=0

« soit inclus dans le disque ouvert de convergence. Soit z € D. |z|<|zo|+a < R.
n—1

<D (20l + @)z <n(|20] + )"
k=0

n n

Dans ces conditions

Z— 20
Soit p €]0, R]. Considérons la série Z na,p". Soit r €|p, R[. Nous savons que

. . P\ .
lim a,7" =0. lim n (— =0 donc lim na,p" = 0. Le rayon de conver-
n—-+oo n—-+oo T n—-+oo

gence R’ de la série entiere g na,z" est donc au moins égal a R ; étant donné

que |a,z"|<|na,z"| nous avons R'<R donc R = R'. La série Zn(|zo| + a)”

n n

. z
est donc convergente et la série Z (z €eDv+—a,

€ C | converge uni-
Z — 20

n>1
formément.
—+o0 n n 400
L . f(z) = fz . 2" — 2z B
Nous en déduisons lim M = E lim a, 0 — E Nnan 2 L f
Z—20 z — ZO 1 Z—20 Z — ZO 1
n= n=

est donc dérivable en zg.

+oo
Nous avons donc Vz € C, |z| < R= f'(z) = Z(n + Day 12",
n=0
Le rayon de cette derniere série étant égal a R, f’ est dérivable et il est immé-

+oo
diat que f est infiniment dérivable. Supposons f (p)(z) = Z anpz" alors

+00 n=0
.f(p+1)(z) = Z(n + 1)an+17pzn donc Anpt+1 = (n + 1)an+1,p avec ap o = Ap.
-~ (n +p)!
Nous en déduisons a,,, = 1 Onp- La relation est vraie pour p = 0.
n!
Supposons la vraie jusqu’au rang p.
(n+1+p)! (n+p+1)!

Anpr1 = (N + D)any1p, = (n+ 1)Wan+l+p = Angpti-

n!
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400 |

Le résultat est vrai au rang p + 1. Finalement f)(z) = Z Manﬂ,z".
n!

n=0

- /70
En particulier f%)(0) = pla,. Nous avons bien® f(z) = Z 2"

n!
n=0

4. Le rayon de convergence de la série entiere Zanz” est égal a R > 0. Nous

en déduisons qu’alors pour tout réel r € [0, R[ la série de terme général
a,r" est absolument convergente. Nous en déduisons que pour p € N la série

Z (t € R — anr"exp(i(n — p)t) € C) est normalement donc uniformément
convergente. Nous pouvons donc écrire :

/0% Jio anr™exp(i(n — p)t) | dt = Jio </027r anr™ exp(i(n — p)t)dt)

n=0 n=0
2m
c’est-a-dire f(rexp(it)) exp(—ipt)dt = 2nrPa,.
0
1 2
Sir €]0, R[alors Vp € N, a, = f(rexp(it) exp(—int)dt.
2mre J,
2
Posons " M (r) = Iln‘ax |f(2)|; alors f(rexp(it)) exp(—z’pt)dt’ L2 M (r).
Z|=r 0
M
127rPa,|<2m M (r) c’est-a-dire |ap|<ﬂ.
rpP

Si f est développable en série entiere a ’origine, de rayon de convergence infini
et si f est bornée alors il existe M € R, tel que pour tout réel strictement

M
positif r on ait Vp € N, |ap|<—p.
r

M
Pour p € N* lim — =0 donc pour p € N* nous avons a, =0 et f est
p—+oo TP

constante 8.

5. Utilisons la transformation d’Abel que nous avons vue dans les préliminaires.

6. Voir le livre “Compléments de cours ” pour avoir des prolongements sur les fonctions com-
plexes dérivables.

7. M(r) existe car t € [0, 2w] — |f(rexp(it))| € R4 est continue

8. Dans le livre "complément de cours” sur ce méme site nous démontrons le résultat suivant :
Soit f une fonction définie sur un ouvert U dérivable (holomorphe) sur U. f est infiniment dérivable
sur U et pour tout zg € U f est développable en série entiere en zg le rayon de convergence de la

série entiere étant au moins égal au rayon du plus grand disque centré en zg inclus dans U.
d

Admettons donc ce résultat ici. Soit P = Z%X ke C[X] un polynéme non constant de degré
k=0

1
d>1. Supposons que ce polyndéme ne posséde aucune racine. Posons pour z € C f(z) = m f
z
a1 1
est dérivable sur C. |P(2)| = |agz? “k_— _|done lim ——— =0.
P(2)] = laa="] kZ:oad zd—k |z[—+oo |P(2)]

f est donc bornée développable en série entieére de rayon infini; f est alors constante ce qui est
contradictoire donc P possede au moins un zéro puis possede d zéros.
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La série Zan étant convergente posons, pour n € N, R, = Z a,. Notons

k=n+1
—+00

R, = Z an. La suite (R,), oy converge vers 0.
k=0
VneN, a, = R,_1 — R,. Soit p et ¢ deux entiers naturels, p < q.
q q

q q
D apt" =Y (Roy — R)t" = Z Ryt =) Rut"
— ~

n=p n=p
q—1

ZRt”H ZRt” Ry_yt? — Ryt? + Y " R, ("' — ).
n=p—1 n=p

: £
Soit € > 0. Il existe un entier naturel N tel que pourn € N, n>N = HRang

Pour t € [0, 1] et pour p et ¢ au moins égaux a N + 1 nous avons :
qg—1
n+l " n 1 €
Ry yt? — Rt" + > R ("' = 1")|| < (tp T Z — ) = 2o<e
n=p
L’inégalité est vraie aussi pour p = q.
Nous en déduisons que pour tout € > 0 il existe M € N tel que pour tout

q

Z ant”

n=p

(p, q) e N2, Vt € [0, 1], M<p<q = <e. La convergence de la série

est bien uniforme sur [0, 1].

. Si R est le rayon de convergence d'une série entiere alors cela équivaut au
fait que pour tout nombre complexe z de module strictement inférieur a R

lil}rl a,z" = 0 et pour tout nombre complexe z de module strictement supé-
n—-+0oo

rieur a R la suite de terme général a,,z™ ne converge pas vers 0.
Soit 2 € C, |z| < R2. Soit ¢ € C une racine carrée complexe de z. lim a,(" =

n—r—+o0
donc lim (a,(")*=0= lim (a,)*2" =0.
n——+oo n—-+00

Soit z € C, |z| > R?. Soit ¢ € C une racine carrée complexe de z. La suite de
terme général a, (" ne converge pas vers 0 (et d’ailleurs comme nous l’avons

déja rappelé) n’est pas bornée donc La suite de terme général (a,,(")* = (a,)?2"

ne converge pas vers 0. Le rayon de convergence de la série entiere E (an)?2"
est égal & R2.

. Nous savons que si les deux séries E Uy et E vn convergent absolument alors

la série de terme général w, = E UpVp— = E Uk, converge absolument

k=0 k=0
—+o00 400 “+00
et E Wy, = E U, E v, | (les séries sont & coefficients complexes).
n=0 n=0 n=0

En particulier si Zunz” et Zvnz” ont pour rayons respectifs R et R’ > 0
n n

alors la série entiere E wyz" ou w, = E UpUp—p = E Uy, possede un
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rayon de convergence au moins égal a min(R, R’).
n
Sp = E (1-a,) donc le rayon de convergence, R, de la série E Spz" est au
p=0
moins égal au minimum de celui de la série entiere E z", c’est-a-dire 1, et

celui de la série entiere Z a,z". R'>min(1, R).

+00 +oo
Pour |z| < min(1, R), Zanz" =(1-2) ZSnz".
n=0 n=0

Considérons la série entiere de terme général S,,2" et celle dont tous les termes,
a, 2", sont nuls sauf les deux premiers respectivement égaux a 1 et —z.

n
Le terme général de la série entiere produit est u,z" avec u,, = Z Sp— k-
k=0
ug = Sy = ag. Pour n>1, u, =S5, — S,—-1 = a,. Nous en déduisons alors
—+00 +00
R>min(R', +00) = R et pour |z| < R/, Zanz" =(1-2) ZS,LZ".
n=0 n=0

Finalement R>R’.
Supposons R<1. Nous avons alors R"”>R donc R = R/,

1
Supposons R > 1. Nous avons alors R'>1. Soit a,, = — aveca > 1. R = a.

a
n+1__1
Sn:a—soncSn ~ ¢ R=1.
a™(a—1) n—4oo q — 1
) n—1
Soit a,, = .R=+00. 5, =-1,5 =-1.
n!
“n—1 - 1 1 1
Vn € N, n>2:>5n:—1+z - :-1-}-2(@_@):_5.

R = 4oc.
Dansle cas R>1 R € [1, R].
8. Vn € N, 0<a,<1 donc b; € [0, 1].

Supposons que jusqu’au rang n on ait b, € [0, 1].

buit = @nii + D bkl iy peo, 504 agjcpo, 10 Done ¥n € N*, b, € [0, 1]. En

k=1
particulier la série entiere g b,2z" a un rayon de convergence au moins égal a
n=1
1.
Considérons une suite (by,), o de réels entre 0 et 1 avec by = 1. Soit (¢y),,cy la
n

suite définie par Vn € N, ¢, = Z bra,_i. Le rayon de convergence de la série
k=0
entiere Z ¢, 2" est au moins égal a 1.
n—1
co =0, ¢y = byay = ay, pour n>2 ¢, = a, + Zbkan_k. Notons R;>1 et Ro>1
k=1
les rayons de convergences respectifs des séries entieres Z apz" et Z bp2".
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10.

+oo +oo +o0o
Pour |z| < min(R;, Ry), Z A (Z anz"> (1 + Z bnz"> . D’apres I'hy-
n=1 n=1 n=1
+oo
pothese faite, pour n>1, ¢, = b, donc en notant g(z Z b,z" nous avons

n=1
g(z) = (14 g(2))f(2). Supposons Ry > 1. Les limites lorsque z € R tend vers
1 a gauche éxistent et vérifient g(1) = 1+ g(1) ce qui est faut donc Ry<1 puis
Ry =1.

|41

Soit € > 0. Soit N € N tel que pour n=N on ait [ — e< <l + €. Pour

|un|

n
u
n>N nous avons donc (I — )" Vg H | kH’ <(1 + )"V cest-a-dire pour

k=N
n=N + 1, lun|(l — &) V< |un|<|un|(l 4 )" ; relation vraie aussi pour n =
N.

Supposons [ = 0. Nous avons pour n=N, |u,|<|uy|e" . Soit z € C, |2] < —.
5

Notons p = |z|e < R. Pour n=N nous avons |a,u,2"|<|ux|e ™ |a.p"|.
Par hypothese la série de terme général |a,u,z"| est donc convergente. Le

rayon de convergence de la série entiere g Upan,z" est donc au moins égal a

R R
—. Soit alors z € C*. Soit € > 0 tel que € < —. La série entiere Z UpQn2" €st
€

donc convergente. le rayon de convergence est égala +oc.
Supposons [ > 0.

R R
Soit z € C*, |z| < 7 Soit € > 0 vérifiant 0 < € < E [. D’apres le choix de
z

z € existe.

Notons p = |z|(l +¢) < R.

En reprenant ce qui a été vu plus haut nous en déduisons qu’il existe N € N
tel que pour tout n € N, n>=N = [u,a,2"|<|uy|(l + ) V|an|p". la série de
terme général |u,a,z"| est donc convergente et le rayon de convergence de la

série entiere g Una, 2" est au moins égal a 7

R R
Soit z € C, |z| > T Soit £ > 0 vérifiant 0 < e < — B D’apres le choix de z
2

€ existe.

Notons p = |z|(I —€) > R.

Il existe N € N tel que pour tout n € N, n>=N = |u,a,2"|=|un|(l — &) |a.|p".
La série de terme général |u,a,z"| est donc divergente et le rayon de conver-

gence de la série entiere E una, 2" est au plus égal a 7

Finalement le rayon de convergence de la série entiere E Upan,z" est égal a
R

&
Nous avons déja répondu a la premiere question a ’exercice numéro 5.
Considérons la série entiere de terme général E u, 2" et celle de terme général
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11.

E v,2". Ces deux séries entiere ont, d’apres les hypotheses de convergence,
un rayon de convergence au moins égal a 1. Le rayon de convergence de la série
entiere de terme général E wy,z" est donc au moins égal a 1 et pour tout

400 +o0 +o0o
z€C, |z|<1= <Z unz”> <Z vnz”> = anz"
n=0 n=0 n=0 40
D’apres le résultat précédent les trois fonctions = € [0, 1] — Z upz" € C,
+00 +o0 n=0
zel0, 1] +— Zvnx" €Cetzxe|0, 1] — anx" € C sont continues. donc
n=0 n=0

en calculant la limite en 1 a gauche nous en déduisons 1’égalité

+oo +oo +oo
n=0 n=0 n=0
1
Soit z € R*. e >0, e < Ek La suite (ay),,cy converge vers 0 donc il existe NV €
x

N tel que pour n € N, n>N = 0<a,<e. Nous en déduisons 0<a,|r| < 1. La
série de terme général (a,|z|)" est donc convergente et le rayon de convergence
de la série entiere Z(anx)" est égal a +oo0.

Montrons un résultat préliminaire. Soit (uy), .y une suite réelle décroissante

de limite nulle. Supposons que la série Z n(u, — up41) est convergente.

N
0<uy, — Upy1, g (tp — Upy1) = up — uyp1<up donc la série 5 (U, — Upy1)
n=0
converge.
q 400

Z(uk — Ugt1) = Up — Ugr1 donc Z(uk — Upy1) = Up (car (up), oy converge
k=p k=p

vers 0).
“+o00 “+00
0<pu, = Zp(uk — Upy1) < Z k(up — upyq). La série Z n(tn, — Upy1) étant
k=p k=p
—+00
convergente nous en déduisons pll}:rfoo kz k(ug — ugy1) = 0 puis pll)l_il_loo pu, = 0.
=p

n n
Soit n € N*. E E(up — upyr) = E U — NUy,41. Nous en déduisons qu’alors la
k=0 k=1
série E u, converge.

Donc st la série E u, diverge alors la série E n(u, — unt1) diverge

n

aussi et étant a termes réels positifs lim E k(ug — ugy1) = +oo.
n—-+00
+00 =0

f définie sur R par f(x) = Z(anm)” est continue ; elle est clairement croissante
n=0

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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12.

+oo n

e e e a

sur R, . Soit alors x € [—, —} fle)=f (—) soit f(x))Z <—”) e">eP.
ap  Apt1 ap o \p

Soit N € N tel que a,<e. N existe car la suite (an)neN converge vers (0. Pour

tout entier naturel p, p>N = a,<e.

ot 1 et dx
[0 Smeneze [T 8 =L, — gy

e 22 e 7% e
ap ap
_e P
Ap+1 1
/ ZE E k(ay — agy1).
a k=N

La série Z a, étant divergente nous en déduisons, d’apres ce qui a été dé-
w1
montré plus haut, lim ! — In(f(x))dr = +oo.
p—>—+00 1 X

1
T In(f(x)) n’est donc pas intégrable sur [1,4o00].
f est définie sur un voisinage de 0, V' C C, a valeurs dans C, développable
en série entiere a l'origine. f(0) étant supposé non nul nous pouvons, quitte a
multiplier f par une constante non nulle, supposer f(0) = 1.
Soitt R > 0 le rayon de convergence de la série entiere définissant f au voisi-

nage de 0. Soit W un disque centré en 0 de rayon R; €]0, R[ inclus dans V.
+oo

Supposons que pour z € W on ait f(z) = Z anz" avec ag = 1.
n=0
Nous recherchons une suite (by),cy telle que la série entiere Z b,z" ait un

rayon de convergence R’ strictement positif et vérifie Vz € V! C W, |z] < R/,
+o0o
1

— = anz" ou V' est un voisinage de 0 sur lequel f ne s’annule pas. V'
fz) %=
existe car f(0) est non nul et f est continue en 0.
—+00 “+o00
Nous devons donc avoir <Z anz”> <Z bnz”> =1 donc by = 1 et pour
n=0 n=0
n n

n € N Zakbn,k =0 c’est-a-dire b,, = —Zakbn,k. La suite (bp),cy est

= k=1
bien définie.
Soit r €]0, R[. La suite (a,r"), oy est bornée. Soit M un majorant de cette
suite. Montrons que Vn € N*, |b,[r"<M (M + 1)""*.
Le résultat est vrai pour n =1 car by = —ay.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n.

n

bppar" ™ = —a, "t — Z (akrk) (bn+likrn+1fk).

k=1

= M+1)" -1
b [r KM + > MA(M +1)"F = M+ a1

k=1
le résultat.
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13.

M+1
Soit p < M:— T Posons a = @ €]0, 1[. Pour n € N*,
balp™ = lbalr (2)" <aa(ar + 1) (2)" = M (M) — Ma".
r T r

La série E b,p" est donc convergente et le rayon de convergence de la série

1
entiere Z b,z" est strictement positif. — est bien développable en série entiere

a 'origine.
Pour R > 0, notons Dg le disque ouvert centré en 0 de rayon R. Notons A un

+o0
disque ouvert de rayon p inclus dans VN Dg,. V2 € UNDg,, f(2) =z Z anz".
n=0

+oo
Vz € VN Dg,, g(z) = anz”.
n=0

+oo
Nous savons que la série entiere E la,|2" a le méme rayon de convergence
n=0
“+o00 +oo
;o .y n n
que la série entiere E a,z". Posons pour z € UN Dg,, fi(z) =z E la,|2".

f1 est continue et donc aussi fo : z € UN Dg, — fi(|2]).
Notons W = f, '(A) N Dg,. f» étant continue W est un ouvert contenant 0.

—+00
zeW = fo(z)<p.Vz € W, zZanz” <fa(z)<p donc fo(z) € A C VN Dg,.
+oo k +oﬂ; ’ too E i
Pour z € A, (Z anz") = Z 2" et (Z ]an|z”> = Z Brnz". En effet
n=0 n=0 n=0 n=0
—+00
nous savons que la série produit de Cauchy de deux séries entieres, Zunz"
n=0

+00
Zvnz”, de rayons respectifs R; et Ry strictement positifs a un rayon de
n=0

convergence R > (0 au moins égal au minimum des deux rayons R; et Rs

+oo +oo +oo
et pour z € C, |z| < min(Ry, Ry) = (Z unz”> (Z vnz”> = (Z wnz")
n=0 n=0

n=0
avec Yn € N; w,, = E UpUyg.
ptq=n

1 pourn =0
Dans notre exemple nous avons donc ag,, = By, =
0 pour n € N*

n n
VEEN, Qprrn = Y hjn_j, Yk €N, Bipin =Y Brjlanj|-
j=0

j=0

\V/(k’, TZ) € N* x N7 |ak,n|<6k,n'
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+o00 400
Considérons la série double E g bnin p2" P .
n=0 \p=0

+00 +0oo
POHI' z € W, Z |Oén7pzn+p|< Z 6n,p

p=0 p=0
rie double converge.

2" = (f(l2])". f1(]2])<R> donc la sé-

Montrons un résultat préliminaire. Soit la suite double (ap’q)(p g)enz- Sup-

posons que la série E la, 4| converge de somme S, ; supposons que la série
q

E S, converge alors la série E |ap,q| converge de somme S7, la série E S,

et 5 (£0) -5 (5 ap,q) (s

p=0 \q=0 g=0 \p=0 k=0 \p+q=k
Commencons par le cas d’une suite positive.
Notons, pour toute partie finie J de N2, S;(a Zapq Soit n € N et soit
(p, q)EJ
Jo={0, -+, nPCN2 Sy (a) = > apq\ZSp\ZSp = 5.
0<p,q<n p=0

Soit J une partie finie de N2. Il existe n € N tel que J C Jy; Sy(a)<Sy, (a)<S.
Les S;(a) sont majorés; notons alors S’ le réel positif 5" = sup S;(a). I vient
J

immédiatement S’<S.

S’ étant la borne supérieure de 'ensemble des S;(a) nous en déduisons que
pour tout € > 0 il existe J une partie finie de N? vérifiant S — e<S;(a )<S’.
Il existe (po, qo) € N? tel que J C {0, --+, po} X {0, -+, G} = Jpo.o-
Les réels a;; étant positifs nous en déduisons (S” étant la borne supérieure)
Sy () <S'<S5(a) + <8y, . (a) +¢.

De méme, pour p=py et q>q0 nous obtenons S; (@ )<S/<Sjp,q(a) +e.

<9’ -

p étant fixé qll}grnoo ST Z Sy donc Z SE<S'< Z Sy + € puis en calcu
k=0 k=0 k=0

lant la limite lorsque p tend vers +o00, qui existe par hypothese, nous avons

S<S'S — e. 1l vient immédiatement S = S’. Nous avons donc S = sup Sy(a).

Soit J ={0, ---, p} x{q}. S,(a ZalqéS donc Zapq est convergente ;

=0 p
notons S; la somme de cette série. En reprenant le calcul précédent nous ob-

400 o0 400
tenons S — e< i S'<S. Donc Z (Z ap, q> = Z (Z ap7q>.
§=0

q=0 p=0
Soit n € N. Notons J,, = {(p, q) € N2, p+ ¢<n}. La suite (J,), oy st crois-
sante. Soit J une partie finie de N2, Il existe (po, qo) tel que J C Jp, 4 Il est
immédiat que nous avons Jp, 4, C Jpo1qo donc pour toute partie finie J de N
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il existe un entier naturel N tel que J C Jy et pour tout n € N au moins égal
a N, J C J,. Nous en déduisons S;(a)<Sy,(a)<Sy,(a).

Soit £ > 0. Soit J associé tel que S — e<S;(a). Pour tout entier n>N nous
avons S — <5, (a)<Sy, (a)<S c'est-a-dire nl_l)I_iI_loo Sy.(a)=S.

Revenons au cas ol les a; ; ne sont pas de signe fixe. Par hypothese E ap q
q q

q
converge car elle converge absolument et E A q| < g |a; 4| donc la série de
terme général E ap 4 est convergente. Nous avons aussi la convergence de la
série E a,q et de la série de terme général E Ap q-

P p=0
n —+00 n n n “+o0
Soit n € N. E E a;j | — E E a;j | = E E a; ; | donc
i=0 \ j=0 i=0 \ j=0 i=0 \j=n+1
n +oo n n n +oo
> aij | = (D e [0 D] lail
i=0 \j=0 i=0 \j=0 i=0 \j=n+1
n “+oo n n
= laigl | =D D lail
i=0 \j=0 i=0 \j=0
n —+00
D’apres les résultats précédents nous en déduisons lim E la; ;] | =0
n—-+o0o ’
i=0 \j=0
“+o00 “+oo n n
donc g E a;; | = lim E g a; j
n—-+0o
i=0 \j=0 i=0 \j=0
—+00 —+00 n n
De méme E E a;j | = lim E a;
§ n—-+oo ’
j=0 \i=0 =0 \j=0

n

n
E i — E E g || = E | i
— .

i+j<n i=0

n n
<> aigl = > aigl | = > laigl:
i—0 \j—=0

itji>n i+j<n
0<i,j<n
o0 —+o00
D’apres les résultats vus plus haut il vient lim a;j = E E ;. j
n—+00 ’ ’
i+j<n =0 7=0

d’ott le résultat prouvé”?.

Revenons a notre question.
En appliquant ce que nous venons de voir nous en déduisons !° que pour z € A

9. 1l ne serait pas nécessaire de refaire cette démonstration si les familles sommables avaient été
conservées dans le programme de mathématiques.
10. Dans le complément de cours qui est aussi sur ce site, l'utilisation des fonctions holomorphes
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400
(go f)z) = chz” avec ¢, = Z byt p-
n=0 pt+q=n

Soit f une application définie sur un ouvert U de C a valeurs dans C. On

suppose 0 € U, f(0) # 0 et f développable en série entiere a ’origine de rayon

1
strictement positif. Notons pour |z| < 1, g(z) = T
—z

L1 (f<o>—f<z> £(0) ~ £(2)
ORI O

pable en série entiere a l'origine, f1(0) = 0, f; est développable en série entiere
a lorigine. Il existe a > 0 tel que pour |2| < a et z € U on ait |fi(2)] < 1

g est dévelop-

). Notons fi(z) =

1
donc pour z € UND,, (go f)(z) est bien défini. Nous avons —— = (g o f1)(2)

X f(z)
donc ? est développable en série entiere a 1’origine.
14. Supposons que la série entiere Z u,2" a un rayon de convergence R > 0. No-
+00 +o0
tons, pour |z| < R, f(z) = Zunz" 1l vient, pour |z| < R, (f(2))* = Zvnz”
n=0 n=0
avec Vn € N, v, = Z U Upy—e -
k=0
+oo
Par hypothese Vn € N, u,11 = v, nous en déduisons Zun+1z" = (f(2))?
n=0
c’est-a-dire f(z) —ug = 2(f(2))%
La restriction a lintervalle réel | — R, R] est solution de 1’équation, en v,
xy? —y +ug = 0.
1 1++v1—42u
Pour 1 — 42u¢>0 donc en particulier pour 0 < \x!ém, Yy = 5 0.
Uo i

Pour z =0,y = ug.
1
Montrons que la fonction f définie par f(0) = ug et pour 0 < |z| < m par
Uo
1— 1 —4dzug

flx) = o est la solution.

1 1
Supposons qu'il existe A # () et B # () avec AUBU{0} = } { tel

~ Afug|” 4fuql
1+ V1 —4zug R VA e )

quepourx € A, f(x) = 5 et pourx € B, f(z) = 5
x x

0 ne peut étre adhérent a A car la restriction de f a A n’a pas de limite en 0.

1
Il existe donc a > 0 tel que [—«, a] \ {0} C B. Soit r € }O, m} ,
U

r = sup{a, [—a, o]\ {0} C B}. Sir< o] alors @ = —r ou a = 7 est
Uo

adhérent a A et a B. Les restrictions de f a A et a B doivent avoir la méme

permet d’obtenir une réponse plus précise a cette question.
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limite en a ce qui est faux. Finalement f est bien la fonction proposée.

1 - up)"
Vo€ |—— VI~ dugr = M) gn g
x € :| 4|u0’ 4‘u0| |: U = Z 27’L — 1)1’ o1nc
1 1 Ry o)™+
Ve € | ————, — x"
] Aug|” 4fug| [ nZ:O n+1
(2n)!(u o)”+1

Nous en déduisons ! Vn € N, w,, =

(n+1)(n!)?

15. (a) Les suites (an),cy €t (An), ey sont bornées car convergentes ; la premiere
de limite 0 la seconde de limite A. Le rayon de convergence des séries

N a A . . : .
entieres g 1" et E ~—t" sont au moins égaux & celui de la série
1n! n!
entiere g —'t” ; ils sont donc infinis.
n!

D’apres les propriétés des séries entieres, pour tout réel ¢ (car le rayon de

+00 +o0
convergence est infini) nous avons f'(t) = E —( anl)'tn_l = Z anTltn-
n—1)! n!
n=1 =0
400 A n
~ / o n+l n
De méme ¢'(t) = g_o o .
+00 +oo
A 1 — Qpy1 A
F- 1 t / t ! t — n+ —TL+ tTL e _tTL == t .
inalement g'(t) — f'(?) ;—0: n! HZ_O n! 9(t)

(b) La dérivée en t de l'application t — (g(t) — f(t)) exp(—t) est égale a

((g'(t) = (1)) — (9(t) = F(t))) exp(—t) = [ (1) exp(—t). 9(0) = f(0) = ao
donc Vt € R, /0 f(u) exp(—u)du = (g(t) — f(t)) exp(—t).

(c) Soit (uy),cy une suite complexe de limite nulle. Soit ¢ > 0. Soit NV € N
5
tel que pour n € N, n>N = |un|<—

+oo
Up,
Notons pour ¢t € R, ¢(t) = Z mt :
n=0
> ZWH 5 2 it
n=0 n=0 n=N+1
Nous avons donc pour ¢t € Ry, |p(t) exp(—t)|< Z [u n't" —t) + v <
! 2
al [ | e €
tlgnoo nz_; n—?t" exp(—t) + 3= 73 Il existe donc T' € R, tel que pour t=T

on ait Z @t” exp(—t) + g = §<5 c’est-a-dire lim ¢(t) exp(—t) = 0.
n!

t—-+o0

" Ok O an+1)(2n+ 2
11. En réécrivant la relation de récurrence nous en déduisons Z "‘Ezknﬂ = (2n+ )_£ 2n +2) .
n

k=0 2n
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16.

> An = A _ g(t) — Aexp(t).

‘ n!
Si nous appliquons ce résultat avec u,, = a,, ou avec u, = A, — A il vient
tEeroof(t) exp(—t) =0 et tl}inoog(t) exp(—t) = A.

Finalement tlir+n (g(t) — f(t)) exp(—t) = A. En utilisant la relation dé-
—1+00
t

montrée plus haut nous en déduisons tliin (f(u)exp(—u))du = A.
—+00 0

Supposons que Z a, soit absolument convergente.
+oo
/ o n|t" exp(—t)dt = |a,|. Nous pouvons donc appliquer le théoreme
0

concernant les “échanges” intégrales et séries et nous obtenons le fait que
t € Ry — f(t)exp(—t) € R est intégrable et

+o00 It
f(texp(—t)dt = Z/ —t" exp(—t)dt = Z a, = A.

0

S, — f(x) = (ur(1 — xk)) - Z upx”.
k=0 k=n+1
k-1
(1—2") =(1-2) ij donc pour z € [0, 1[, 0<1 — 2"<k(1 — ).
i=0

Pour k£ > n nous avons 1 < —.

n
n 1 —+o00
Final t 1S, — <(1— k - k k.
inalement | f(@)[<(1—2) (;' uk|>+nk§“| ug| x

Soit € > 0. La suite de terme général nu, converge vers 0 donc il existe

) ee
N € N tel que pour n € N on ait n>N = |nun\<?

1 +o0 1 k 1 n+1
Pour n € N*, 0<1 — — < 1 donc Z (1——) :n(l——) puis
n

n n
k=n+1

ee 1\
>N, k 1l——) <—(1—- .
pour n> Z | uk|( ) 5 ( n)

k n+1
n

lim — Z kluk| = 0. Il s’agit de la moyenne de Césaro que nous pouvons
n——+oo N,

prouver de la maniere suivante :
Soit (), cy Une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé conver-
gente vers 0.

€
Soit € > 0. Soit N € N* tel que pour n € N on ait n>N = ||:7cn||<§

2 al <t a ¢

n—N+1)
2n
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N-1

1 - N
nl—lgloo - kzzo T, % = g. Il existe donc Ny € N tel que
N-1
1 (n—N)e
n € N, n > max(N, Ny = ﬁ;xk ™ <e

n
1
Nous avons donc ||— E x| <e puis lim — E k|xk| = 0.
n om0 n—-+oo N

Nous obtenons finalement lim — Z |k += (1 — —) _—

n—+oo N 2

Il existe alors N € N* tel que 'on alt pour tout entier n au moins égal a
1 n
N, Z || + (1 — —) <e puis pour n>=N, <e

1
S, f <1 - _)
n
Ny : 1
c’est-a-dire lim (Sn —f (1 — —)) = 0.
n—-+o0o n

1
(c) f possede une limite a gauche, égale & S, en 1 donc lim f <1 — —) =S5

n—-+oo n

puis lim S, = S c’est-a-dire série E u, converge et a pour somme S.
n——+00

17. A € M, (R) est une matrice antisymétrique réelle ¢’est-a-dire A+*A = 0. Nous

avons démontré dans le chapitre 4 (Espaces euclidiens, préhilbertiens) exercice
numéro 30 page 90 qu'une matrice antisymétrique réelle est orthogonalement
semblable a une matrice B du type suivant : B = Diag(0,, By, ---, By)

(n = p+2q) ol chaque matrice B; (pour i € N,) est du type ( l?- _Obi )

ou b; # 0. Si A = 0 alors les B; ne figurent pas dans la décomposition, si
det(A) # 0 alors seules les matrices B; figurent dans la décomposition (cela
n’est possible que dans le cas ou n est pair). A s’écrit donc A = PB'P ou P
est une matrice orthogonale.

Vk €N, (tA)* = P(tB)*'P car P est une matrice orthogonale.

L’application M € M,,(R) — PM'P € M, (R) est continue donc
N

. 1 t k t ) ] :
Nl_l)I_{loo k H(tPM P)* = <N1—1>IEOOZ X (tM) ) P c’est-a-dire
exp(tA) = Pexp(tB)'P.
exp(tB) = Diag(exp(t0,), exp(tBy), ---, exp(tBy)). exp(t0,) = I,.
Calculons exp(tB;). Vk € N, (B;)?* = (=1)*b* I, et (B;)?*! = (=1)kp?**1B;.
Nous obtenons donc

+oo +o00o

B)=S 2 T g

exp(iB) =) gt ) Qk+1)

k=0 k=0

cos(thb) —sin(tb)

sin(th)  cos(th) )

= cos(tb) Iy + sin(tb) B; = (
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exp(tB) est bien un élément de SO(n) et donc exp(tA) € SO(n).
V(41w (D)7 - )
15 = [T i = oy [ S Ra= e [
v mo U o 2t nm
0<\/_ sin(u) sin(u) 1

1
= et lim /nT——=— = = sin(u) donc en utilisant le

24/ mr n—+o00 2v/u+nmw 2

théoreme de convergence dominée nous en déduisons lim (—1)"a,v/nm = 1.

n—+oo
Finalement L
inalement a,, ~ :
" n—+00 /N
La série entiere E a,z" a donc pour rayon 1.
1 . )
Pour z = —1, (—=1)"a, ~ ——. la série est donc divergente.

n——+oo nm
Supposons z = exp(it) # —1. a,2" = |a,| exp(i(nm + nt)).
Utilisons a nouveau la transformation d’Abel déja utilisée de nombreuses fois.
La suite de terme général |a,| converge vers 0 et décroit ; en effet

1 [ 1 1
1| — |an| = 5/ sin(u) ( — ) du<0 donc la série
0

Vu+(n+r  Vut+nm
Converge.

Finalement la série converge sur le bord du disque de convergence sauf en —1.

19. (1 + #)n — exp((=1)"n) exp (_%> (1 + (_g—jf o (%)) lorsque n tend

vers +00.
pour n pair, (1+ )"~ xplaenp (-
our n pair, - o ep(n)exp | =5 ).
2
. (=D™\" 1
p 1 ~ . ).
our n impair, ( o e exp(—n) exp 5
2
1 —1)™\"
Soit |z| < —; lim (1 + u) 2" = 0.
€ n—+oo n

1 1 4n
Soit |z| > —; lim (1 + (=1 ) 2% = +o0.

€ n—+oo 2n

2
—1)™\" 1
Le rayon de convergence de la série entiere Z <1 + (=1) ) 2" est égal a —.
n e

Pour |z| = =, lim exp(n)|z| = 1 donc le terme général de la série ne tend pas
e n——+oo

vers 0 et celle-ci diverge sur le bord du disque de convergence.

20. Nous savons ' que la suite (sin(n)), .y est dense dans [—1, 1].

12. Nous avons déja vu dans le chapitre concernant les groupes et sous-groupes (exercice numéro
44 page 265) que ensemble, G, des réels {n + 2km} avec (n, k) € Z? est dense dans R.
Soit alors € > 0. Il existe une infinité de couples (n, k) € Z? tels que —e < n+2km < € (une infinité
de n et une infinité de k). Il existe donc (car si —e < n + 2kw < 0 alors 0 < (—n) + 2(—k)7m < ¢)
une infinité de couples (n, k) € Z? tels que 0 < n + 2km < € (une infinité de n et une infinité de
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En particulier pour tout € > 0 il existe une infinité d’entiers naturels n vé-
rifiant sin(n) > 1 — e. Soit alors Mata € R, a > 1. En utilisant le résultat
précédent avec € = 1+ In(a) > 0 nous en déduisons qu'il existe une infinité
d’entiers naturels n tels que sin(n) > —In(a) c’est-a-dire exp(sin(n))a > 1. 11
existe ¢ une application strictement croissante de N dans N telle que Vn €
N, exp(sin(¢(n)))a > 1. ngrfoo (exp(sin(¢(n))))" = +o00. La suite de terme gé-

néral exp(nsin(n))a”™ n’est pas bornée. Le rayon de convergence de la série

entiere Zexp(n sin(n))z" est au plus égal a —. La suite de terme général
e

n
exp(nsin(n)) (—) est bornée donc le rayon de convergence de la série entiere
e

Z exp(nsin(n))z" est au moins égal a —. Finalement Le rayon de convergence

1
de la série entiere Z exp(nsin(n))z" est égal a —.
e

1 1
21. Soit € € }0, 1 [ Soit k£ un entier naturel, k>8—.
€

1 /1 ? 1
(5 + 2k — 5) , (5 + 2k + 5) a pour longueur 2¢(1 + 4k)>2¢(1 + 2—) > 1
€

1
donc contient un entier n. Nous en déduisons que pour tout k£ € N, k28— il
€

1 1
existe n € N, 3 + 2k — sg\/ﬁ<§ + 2k + €.

Nous en déduisons ¥ Vk € N, In € N, sin(mwy/n)> cos(en). En particulier pour

Supposons que n ne soit pas dans N. Soit x = n + 2kxw €]0, [ avec n < 0. Il existe une infinité

d’éléments de G de la forme p + 2¢m avec p < 0 dans 'intervalle |0, z[ (sinon il existerait un entier

positif r vérifiant r + 2s7 €]0, £[). Pour p fixé, le nombre d’éléments de la forme p + 2¢7 €]0, x|
T —

est fini car _2£ <g< Tp L’un des p est strictement inférieur a n. Il existe donc un couple
7r ™

(p, q) €Z%:telquep<net 0<y=p+2qr<z.0<zx—y<e.x—y=(n—p)+2k—q)r avec
n—p > 0. Il existe donc (r, s) € N x Z tel que 0 < r + 2s7 < €.
Soit a € R4. Soit € > 0. Soit enfin y = n + 2kw avec (n, k) e NxZet 0 <y <e.

Notons N = E (a) Ny<a < Ny +y donc 0<a — (Nn) — 2(kN)m < e. L’ensemble Gy, des réels
Y

{n + 2kn} avec (n, k) € N X Z est dense dans R .
Montrons que la suite (sin(n)), oy est dense dans [—1, 1].

Soit x € [—1, 1]. Soit « € [—g, g} sin(a) = x. Soit € > 0. Montrons qu'’il existe n € N tel que

. [a—Db o a+b
sin [ —— s
2 2
En utilisant le résultat précédent nous en déduisons qu’il existe une infinité de n € N et de k € Z

tels que a < n + 2km < a+ ¢ donc vérifiant |sin(n) — z| < e. D’olt le résultat demandé.
13. Nous pouvons en fait démontrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite

(sin(myv/n)), o est [=1, 1].
1 1
Soit a € [—2, O} et soit € € }0, 1 {

|sin(n) — sin(a)| < e. | sin(a) — sin(b)| = 2

<la—0].

5
Soit k €N, k)F. L’intervalle d’extrémités (a + 2k)? et (a + 2k + €)? a pour longueur
5

5 )
ea+4k+e)ze(-1+4k+¢e) > ¢ (—1 + o + 5) =ele-1)+ 1> 1. Il existe donc un entier
€
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=1 il y a une infinité d’entiers naturels n tels que sin(m/n)>-=. Soit alors
a” sm nmw
z2€C, a=|z] >1. lim — = +o0 La suite de terme général ———~ (\/_ )
n—+oo N

n’est donc pas bornée et le rayon de convergence de la série est au plus égal
al.
sin(my/n) )

n«

2"

<—|z|” Supposons |z| < 1. lim EL — 0 done le rayon de
n—+oo N

convergence de la série est au moins égal a 1. Finalement le rayon de conver-
gence de la série est égal a 1.

1 1 1
22. Lorsque n tend vers +00, V1+n?=mn/1+ < =n+ —+o( = |.
n? 2n n2

1
Nous obtenons alors lorsque n tend vers +o00, sin(rv 1 + n?) = (=1)" (21 +o (—2> ) :
n n
|sin(mv1+n?)| ~ .

n—+oo 2m
sin(mv/1 + n?)

n()!

Le rayon de convergence de la série E 2" est le méme que celui

de la série entiere de terme général Z Wz :

n>1
Le rayon de convergence est donc, en utilisant le critere de d’Alembert par
exemple, égal a 1.

Etudions le comportement au bord du disque de convergence. Pour |z| = 1 il

1
s’agit d’étudier la série de terme général (—1)" exp(int) (2 71T+ +o ( pwe ))
n T neTe

outeR.
Lorsque 1 + a<0 le terme général de la série ne tend pas vers 0 et celle-ci

diverge.
sin(mv/1 4 n?)

na

Supposons 1 + a > 0. Pour a > 0 Jla série est

n—+oco 2nlte

donc absolument convergente.
Supposons —1 < a<0.

1
Pour z = —1 le terme général de la série est égal a (27;;& +o (7’L2+0‘>) ; la

série diverge.
Plagons-nous finalement dans le cas —1 < a<0 et z = exp(it) avec t €] —m, 7|.

La série dont le terme général est (—1)" exp(int)o < P
n

) (lorsque n tend vers

+00) converge absolument.

naturel n dans cet intervalle ; c’est-a-dire
1 1

Ve € ]0, 1 [7 Vk € N, k>§, In € N, a<y/n — 2k<e + a. Donc sin(ra)< sin(m(v/n — 2k))< sin(ra + 7e)

(W(\f n+ a)) o

c’est-a-dire 0< sin(my/n) — sin(ma)< sin(wa + 7e) — sin(wa) = 2sin (7; ) cos

~X

. . 1 .
Nous faisons le méme raisonnement lorsque a € [O, 3| D’ou la conclusion.
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23.

n

Notons pour n € N, S,, = Z(—l)kexp(ikt) =
k=0

.¥n € N*, (=1)"exp(int)

1+ (=1)"exp(i(n + 1)t)
1 + exp(it)

= (Sn - Snfl)L

1
|Sn|<——= — .
1+ cos(t) 2nlte 2nlte

La suite de terme général décroit et converge vers 0. Soient m et n deux

T
2n1+a
entiers naturels non nuls, m<n.

n n

i , T = s T
Z(_l) exp(ikt) oplta Z Sk opita Z Sk—lm
k=m k

k=m =m
n n—1
™ m
B N L g
Z koklta Z kQ(k +1)lta
k=m k=m—1

n—1
T T T T
= S — Sp—— — S ————.
k;n g (2k1+a 2k + 1)1+a) o Lomita
Nous en déduisons

n - -
Z (—1)k exp(zkt)m

k=m

o 1 = T T N T N T
1+ cos(t) 2ki+a (k4 1)l+a 2nlte = 2mlta

k=m

~ e (o)
1+ cos(t) \"2mlite)’

1 s
I (2 )=o.
n—l>r—£loo 1+ COS(t) 2mite
En appliquant le critere de Cauchy nous en déduisons que la série de terme

général 5 71T+ exp(int) converge lorsque t €] — 7, 7| et —1 < a<0.
n «
- 1

Not N, b, = .

otons pour n € N, Ha+k:d

k=0
bnt1 1 . b
= d 1 = 0.
bn a+ (TL + l)d one n%lrwiloo bn

En utilisant le critere de d’Alembert nous obtenons que le rayon de conver-
gence de la série entiere Z b,x" ou a et d sont deux réels strictement positifs
est égal a +o00.

+00 +oo
Notons pour z € R, f(z) = Z bpa". f est de classe C®. daf'(z) = Z ndb,z"
oo n=0 o n=0
donc dzf'(z) + af(z) = Z(nd +a)bz" =1+ an,lx" =1+4+zf(x).
n=0 n=1

f est donc une fonction de classe C* définie sur R, solution de 1’équation dif-
férentielle dxy' + (o — z)y =1 (1).

Soit I I'un des deux intervalles R* ou R*.

Pour x € I, les solutions de I’équation homogene associée & 1’équation (1) sont
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les applications A\p ot ¢ : & € I — Az| "4 exp (g) et A € R.

En utilisant la méthode de la variation de la constante nous obtenons en cher-

1, a

chant une solution du type u(z)p(z) nous obtenons u'(z) = e |z| 4 exp (—%)
x

Notons € = £1 = sgn(x).

Une solution partlcuhere de (1) définie sur I est alors définie par

g:xelr— E\x!’% eXp / |t| @t exp (——) dt.
% ey t o
|t|]a™ " exp | —= | dt est bien défini car — )
0 d d

¥ o t
r€e€R+— / [t|a~ " exp (_E> dt est continue, nulle en 0.
0

En intégrant par parties nous obtenons

/ t|a L exp (—3) dt = —|x|d exp —= / |t exp (——) dt.

Pour >0, |t]d exp ( ) |t|ddt‘

|-
[ en (D) com )
[t () <o E;) N

0

pour x<0,

x
/ |t|3dt‘ donc dans tous les
0

cas

Finalement ¢(z) Yy
z—0 @

Les solutions de (1) sont donc définies par x € I — g(x) + Ap(z). Pour A
non nul les fonctions précédentes ont une limite infinie en 0 donc seule g est
solution de (1) prolongeable par continuité en 0. Nous en déduisons

a z a t 1
Vo € R fa) = Sl Fep (5) [ it e (—3) dt: f(0) =
Par exemple pour a = d = 1 nous obtenons

Ve e R*, f(z) = éexp(:p) /Oxexp(—t)dt: %; f(0)=1.

X

24. (a) Sila série E gn de fonctions continues converge uniformément alors sa

somme, S, est une fonction continue. S(1) doit exister donc Z f(1)
converge ce qui nécessite f(1) = 0.

Pour t € [0, 1] nous avons S(t) = 1f(_t)t = _f<ti : {(1)

La continuité de S en 1 implique la dérivabilité de f en 1 et

S(1) =0=— lim JO=7) —f'(1).

t—1— t—1

Supposons f(1) = f'(1) =
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(b)

la série ) g, converge sur [0, 1]. Montrons que la convergence est uni-
forme.

: 1 —ga—pHl t)— f(1
Spa(t) =Y gi(t) = f(t)tp?. |Sp.q ()<t %‘
k=p
lim M = 0 donc pour € > 0 donné il existe a €]0, 1] tel que
t—1- —
— f(1
pourt €]1 — a, 1] on ait W‘ <e.

Nous avons donc pour ¢ €]1 —a, 1[[S,,(t)|<e. Sp4(1) = 0. La continuité
de f implique qu’il existe M, tel que pour ¢t € [0, |1 — «], nous ayons
t
RIORDSYS
1-t
Pour t € [0, |1 — &, nous avons |S,,(¢)|<(1 — )’ M..

lim (1 — «)?M, =0 donc il existe N. € N tel que pour p=N et pour

p——+00

t €0, 1 —a]on ait |S,,(t)|<e. Finalement il existe N € N tel que pour

>t f(t)

k=p

tout couple (p, ¢) d’entiers on ait V¢ € [0, 1], ¢=p=N = <e.

Z gn converge uniformément sur [0, 1].

i. Par hypothese ¢ est définie sur [0, 1[. les coefficients a,, étant positifs
la fonction ¢ est croissante donc possede une limite, [, réelle ou égale

a +oo en 1. Soit n € N. Vt € [0, 1], ¢(t)> Zaktk. En calculant la
k=0

limite en 1 a gauche nous obtenons Vn € N, [> Zak. Si [ est réel
k=0

alors la série Z a, est convergente ce qui est faux donc [ = 400 et

lim ¢(t) = +o0.

t—1—

ii. La série Z gn(1) doit converger donc si f(1) # 0 cela est impossible ;

il faut donc avoir f(1) = 0.
Chaque application g, est continue en 1; la convergence étant uni-
forme la somme ¢ f est continue en 1 et

Jim ()0 =3 (Jim 0, 0)) = 3 anf (1) =0

Supposons lim ¢(t) f(t) = 0.
1
Soit e > 0. Soit o €]0, 1] tel que pour ¢t € [1 — «, 1] on ait
OSp ()] f(#)|<e.
q

Pour t € [1 — «, 1] nous avons donc Z ant"|f(1)|<e(t)| f(t)|<e.
k=p
Soit alors t € [0, 1 —a]. f est continue sur [0, 1] donc est bornée.
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q q

Z ant" [ f ()< flloo Z an(l —a)".

k=p k=p

la convergence de la série implique 'existence de N € N tel que pour
q

(p, @) € N?, ¢=p=N = ||fll Zan(l — a)"<e. Nous avons donc
k=p

Z gr(t)

k=p
La convergence de la série est bien uniforme.

pour t € [0, 1] et pour ¢=p=N <e.

iii. L’hypothese lim ¢(¢)f(t) = 0 implique nécessairement que f a pour
t—1—

limite 0 en 1 & gauche car ¢ a pour limite +00. On peut alors pro-
longer f en lui donnant la valeur 0 en 1. Posons g,(t) = a,t"f(t)
pour t € [0, 1] et g,(1) = 0 et, en utilisant le résultat précédent, la

série g gn converge uniformément sur [0, 1]; nous en déduisons que

Z gn converge uniformément sur [0, 1[.

En utilisant les résultats concernant la convergence uniforme nous en
déduisons que si f une limite en 1 & gauche alors ¢ f a une limite, [, en

1 & gauche, la série g a,l converge et a pour somme lim @(t)f(t).
t—1-
Nous en déduisons comme plus haut [ = 0 et lim ¢(t)f(t) = 0.
t—1-

La convergence uniforme de la série Z gn implique que pour € > 0
il existe N. € N tel que pour tout (p, ¢, t) € N x N x [0, 1] on ait

q +o0o
q=p=N = |f(t)] Z apt"<e. En particulier | f(t)| Z aptt<e.
k=p k=N
lim % = O donc il existe @ €]0, 1[telquet € [1 — o, 1[= |f(t)|<e.
t—1— TR
>t
k=N
f a donc une limite nulle en 1.
L’équivalence précédente a donc encore lieu.
+oo
25. (a) Pourt >0 L Z (2(—1)" exp(—(2n + 1)t)). Donc
' ch(t) '
) S (1) exp(—(2n + 1)) snat)
= —1)"exp(—(2n sin(xt)).
ch(t) & P
+00
> (2(=1)" exp(—(2n + 1)) sin(xt))
n=N-+1
1
= 2(—=1)"*"sin(at —(2N +3)t) —————
(=DM sinfat) exp(—(2N + 3)0) o
+oo
donc Z (2(—=1)"exp(—(2n + 1)t) sin(xt))| <2exp(— (2N + 3)t) et
n=N+1
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/OOO Z (2(=1)" exp(—(2n + 1)t) sin(xt)) dt

n=N-+1

2
2N + 3

+oo
<2/ exp(—(2N + 3)t)dt =
0

i 2 sin(xt) sin(xt)
im

t—+oo  ch(t) ch(t)
Chaque fonction t € R, —— 2(—1)" exp(—(2n + 1)t) sin(xt) € R est inté-

=0,te R, — € R est continue donc intégrable.

grable. Nous avons donc

/0+0<> Sicr}ll((j?dt — ﬁ:(/()*c&(—l)" exp(—(2n + 1)t) Sin(xt)) dt)|<

k=0

2N +3

c’est-a-dire
N

/+°° sin(xt) di — lim Z (2(—1)" exp(—(2n + 1)t) sin(xt)) dt.

Ch(t) N—+00 =0

“+00 ]_ z
1 —(2 1)t xt)dt = ¥ = :
mm]/o exp(—(2n + 1)t) exp(ixt) S <2n—|— 1— m) 22+ (2n+1)?

+ sin(xt) X (=)
Final t dt =2 .
Hasemen /0 ch(?) nz 221 (2n+ 1)

En reprenant le calcul précédent nous obtenons

/+°° exp w:t 22 )"(2n + 1+ ix)
0 — $2 (2n+1)2

Supposons |x] < 1.

o exp(ixt) too (X (iat)"
/0 ch(n) /0 (; n!ch(t)) o

)
L’application t € R, +— (ixt) € C est continue intégrable.
n!ch(t)
) | |,
AT ch (1) < oy 2t" exp(—t) donc

+oo (,th)n +oo
2™ —t)dt = 2|x|™.
/0 n!ch(t) /0 exp(—1) =1

La série g 2|z|" est convergente donc

+oo . 400 . \n +o0 n
/ —eXp(Mt)dt = Z (iz) / ! dt c’est-a-dire
0 ch(t) —~\ nl Jy ch(t)

n=0

n!

\ 1 (iz)
Supposons a nouveau |z| < 1. il Z:; (2p + 1)t
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B 7]
S @+ D)Rp+1—a))

—1
|z 1
Lorsque p tend vers +oo, =0|—=].

2p+1)2p+1—|z) P
Nous pouvons appliquer le théoreme concernant les séries doubles et en

2]9—1—17“rl

déduire :
i(@}f?n /0+Oo cﬁ;t)) ; (22 ) nH )x

L’unicité du développement d'une fonction en série entiere conduit alors
400 n

a:mfﬁzf —_dt.
= 2p+ 1)t Jy  ch(?)

26. Posons, pour t €]0, 1], u(t) = exp(ztIn(t)) et u(0) = 1. lim; o+ u(t) = 1. u
est continue sur [0, 1] donc f est bien définie sur R.

Wz, t) € Rx]0, 1], u(t) :fw.

n!
n=0

1
Soit p € N donné. Pour ¢ € N, notons I, = / t2(In(t))%dt. lim vt(In(t))? =0
0

t—0+
donc [, est bien définie.

Soit a €]0, 1]. En intégrant par parties, pour (p, ¢) € N x N*, nous avons

/altp(ln(t))th _ [tpﬂ (m(t))q]: __1 1tp(ln(t))q‘1dt_

p+1 p+1
En calculant la limite lorsque a tend vers 0 nous en déduisons I, = 4
N ;- (=1 p+17
uis, Iy étant égal &a ——, [, = —————.
p y £0 g p+17 q <p+1)q+1
1
Finalement / Mdt = &
0 n! (n+ 1)n+1
1
In étant de signe fixe sur |0, 1], u, = 2"(tn(t)" dt = 12
0 n! (n+ 1)+t

(n+1)
Up, T 1 Uy, T . U,
Pour x # 0, o i 14 donc L~ uet lim —* =
U, n+2 n+1 U, n—+oo Ne n—otoo U,

Nous pouvons donc appliquer le théoreme concernant “I’échange” des inté-
grales et des sommes de séries et en déduire que pour tout x € R nous avons
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27.

28.

+0oo (-1)”1‘”

f(l“):Zm‘

n=0

“+o00

Pour z €] — 1, 1] nous avons Zx3”+1 S

1— a3
“+00

1
ER 1
Nous avons donc / T dr = HZ:O 33+2(3n + 2)

0

T a br + ¢
= + . En multipliant par 1 — x et en substituant 1 a
1—23 1—2 224+2+1 P P

1
x nous obtenons a = 3 En multipliant par z et en calculant la limite en +o0

1 1
nous obtenons b = 3 Enfin en choisissant £ = 0 nous obtenons ¢ = -3

x 11 1 22+1 1 NG
== + - S
1—2® 31—2 6224+2+1 /3 9241
1+ 5

est donc I'application

x
Une primitive de 'application x — 1 3
—

1 1 1 2v +1
2— —In|l—z|+=-In(z>+z+1 ——atan(—).
gt G 3

+oo
1 3
> gy = a2 - aviuan (200) 4 Y2
£ 350 (3n + 2) T 9 )2
Une valeur approchée de cette somme est : 0, 50758363247010693650301236195.

—1)n
Notons u,(z) = (=1) .Soit E={x € R, —o ¢ N*} =R\ Z*. La série alter-
T

+n
née de terme général u, (x) est convergente car n > max(0, —z) — |u,(x)]
décroit et converge vers 0.

Notons pour x € E f(x Z Up (T

(=1)Ppl
u, est de classe C* sur E. Pour p € N*, v (z) = T
En utilisant les propriétés des séries alternées nous avons pour n>1 + |z|
+o00 ) p|
. B !
Z Uy, (l’ <‘un+1( )| - |(L’ +n4+ 1|p+1'
k=n+1

Soit a € R* . Soit x € E, x>a. Soit n > —a. n + x>n + a=1 donc
“+o00

|
(») (») p:
wy ()| <lupiy (2)| = 7
2, O S = e
La convergence de la série est donc uniforme et la restriction de f a EN]a, 00|
est de classe C*. a étant quelconque nous en déduisons que f est de classe C*.
(») (1)
Nous avons la relation V(p, ) € N x E| x) = —
(v, ) ) =3
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Soit & €] —1, +oo|. Posons g(z Z un(x). En reprenant le méme raisonne-

ment que plus haut nous en dedulsons que g est de classe C*™ sur | — 2, +o0o

+oo
v Nx] -2 () = 3 U

et V(p, z) € Nx] =2, 400[, g (w)—;m-

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral nous avons

"L g™ (0 1 [

g(z) =) 9—'”9;’“ += / (z — )PP (t)dt.
— k! ol Jo

La convergence de la série définissant ¢*) étant uniforme sur intervalle fermé

d’extrémités 0 et x (avec # > —2) nous avons

/Ox(a:—t) gD (1) dt = f <(—1)”“’H(p+1)!/ox %dt).

n=2
Supposons 0<x < 2.

x x 1
P (x —t)P p+1 o _:Ep+
‘( 1) (p+1)/O —(t+n)P+2dt gnW i (x —1t) dt_np+2'
<mp+1 (:c)l’ T _ 2

X — - ToX T 5

_ . pPtl : .
La série de fonctions Z (p eN +— o3 € R) converge uniformément donc
n

n=2
+oo +oo
I :Ep—l-l y xp—irl 0
11m E = E 1m = U.
oo £— npt2 < \prtoo npt2
n= n=

1 T
Nous en déduisons : lim —/ (z — t)PgPD (t)dt = 0.
p—+o0 p'

Supposons —2 < x < 0.

e T (- t)P e T P
ey [ e [ —apa—

t + n)pt? (n + x)pt2 n+ x)Pt?’
p+2 p
Pour n>4, OgL _ |z kd < |z| .
pl(n + z)p+2 n+z) pln+x)? (n+x)?
y . 2+ .
La série de fonctions ; p € N +— W € R | converge uniformé-
oo p+1 oo p+1
ment donc lim L = Z lim —|$| =0
pr+oo &= pl(n + z)P+? — \p—too pl(n + z)p+2
1 0
Nous en déduisons lim — / (t — x)PgP ) (t)dt
p—+00 p
+00 +00
—1)" ®) (0
Nous avons donc pour |z| < 2, Z ) = g )xp.

n+x p!

[e=]

el-1, 1[—

n € R est développable en série entiere a l'origine donc
x
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29.

+o00 n
€l-1, 1[— Z (=1) € R est développable en série entiere a l’origine.
Tr+n
e I oo (—1)ptn
Nous avons finalement Vz €] — 1, 1|, f(x) = Z a,z? avec a, = Z e
p=0 n=1

Nous pouvons faire une autre démonstration de ce résultat.

1 PP
Soit n € N*. Pour z €] — 1, 1], Z )I

- nptl
+oo [/ +oo (_1)n +p$p
Considérons la série double E E — .
np+1
n=1 \p=1
— 1) Pa?| |z] |z -
E - = ; E converge donc la série double est
et n(n — |z) n(n —|z|)
+00 “+o0o +oo +00
(_1)n+p$p <_1)n+pxp
convergente et g E — | = E E — |
np+ np+
n=1 \p=1 p=1 \n=1
L. ., (=1
La série de terme général converge ; nous avons donc
n

“+o00 —+o0o —+o00 “+o0 “+o0
(=p™Pa? ) (—1)"+Pa? (=" , ..
E ( E T = W + E T c’est-a-dire

n=1 \p=0 p=1 \n=1 n=1
+00 “+o0o
B (_1)n+pxp
Ve e] -1, 1], f(z)= ( o
p=0 n=1
e Pour x € R*, <sinx)2 = Ls@x).
x 212
Vo eR L—cos(2r) 1 = (=1)"(22)™ f (—1)n 22t g2n
222 :L‘2 — 2n)! —~  (2n+2)!

(
o cos(z) ch(z) = (exp(iz) + eXp(—m)i(exp( r) + exp(—1))

exp((i + 1)) + exp((i = 1)a)) + exp((~i + 1)) + exp((~i — 1))
4

La fonction exponentielle est développable en série entiere de rayon infini donc

Vx € R, cos(x)ch(z) = lz )"+ —D)"+ (i )"+ (=i 1)711_71‘

|
4 o n!

Lorsque n est impair a, = (i1 +1)" + (i = 1)" + (=i + 1)" + (=i — 1)" est nul.
(i+1)=2i, (i —1)® = =2i. ag, = 2P (i + (—i)).

ag, est nul pour p impair; ay, = (—1)%47",

+oo 4
49(—1)4p%
Finalement Vz € R, cos(z) ch(x) = E : ((4 ))'x
q)!
q=0

erc|—1, 1[— €Ret z€]—1, 1 asin(z) € R sont deux ap-

1 — 22
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plications développables en séries entieres a l'origine de rayons de convergence
égaux a 1. Le produit est donc développable en série entiere de rayon de conver-
gence au moins égal a 1.

Si le rayon est strictement supérieur a 1 alors la somme de la série définit une

1
V1—2x?
une limite réelle en 1 ce qui n’est pas le cas donc la fonction proposée est
développable en série entiere de rayon de convergence égal a 1. f est de classe

ce.
f'(w) =

fonction continue en 1 donc f : z €] — 1, 1[—— asin(x) € R possede

X

- doncVr €] -1, 1] (1 —2?) f'(z) —zf(z) —1 = 0.

o[ () +

1 — 22

Il existe une suite (a,),, oy telle que Vo €] — 1, 1[ f(x) = Z anr®™tt car f est

impaire.
+o00o
f(z) = Z(Zn + 1)a,2*". La relation entre f et f’ conduit &
n=0
+o00 +o0
Z(Qn + Da,z®" — Z(Zn — Day_ 2™ Zan Wi =0.
n=0 n=1

L’unicité du développement en série entlere nous donne alors
ap=1etVn € N* (2n+ 1)a, = 2na,_;. Les coefficients a,, sont tous non nuls
Qg . . o (an‘)Q
et H Lo H . Il vient alors Vn € N, a,, = m
400
1 ) (2n!)?
\/]_—_7# asm(m) = Z ml‘
e Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(z? — 2z cos(a) + 1).
2z — 2 cos(a)
2?2 —2xcos(a) + 1

Nous en déduisons Vz €] — 1, 1], 2n41

f est dérivable et f'(z) =

2X — 2cos(a)
La fracti ti lle a coefficient 1 décom-
a fraction rationnelle & coefficients complexes <————— @ +1 se décom
pose en éléments simples ; nous obtenons :
2X —2cos(a) 1 n 1

X2 —-2Xcos(a) +1 X —exp(ia) X —exp(—ia)’
Pour z € C, |z|] < 1 nous avons

1 exp(—ia) f (—i(n+1)a)2". De mé

=— = —exp(—i(n a)z". De méme

z — exp(ia) 1 — zexp(—ia) 4 P

1 =

_ = Z —exp(i(n + 1)a)z". En additionnant nous obtenons
z —exp(—ia)

2z — 2cos(a) 2 .
22 — 2z cos(a) + 1 - nZ:O [—2cos((n + 1)a)] 2
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Etudions la convergence de la suite de terme général cos(nb).

Si @ =0 (mod 27) la suite est constante et converge vers 1.

Si 0 = (mod 27), cos(nf) = (—1)" et la suite diverge.

Supposons, pour § Z 0 (mod ), que cette suite converge vers .

cos((n + 1)8) = cos(nb) cos(f) — sin(nd) sin(0),

cos((n — 1)8) = cos(nd) cos(8) + sin(nd) sin(9).

En additionnant nous en déduisons [ = [ cos(0).

cos(f) étant différent de 1 nous obtenons [ = 0 puis, sin(f) étant non nul

liril sin(n#) = 0. Cela est impossible car sin® + cos? = 1.
n—-+0o0

La suite de terme général cos(nf) ne converge pas sauf dans le cas cos(f) = 1
ou elle est constante.

Dans tous les cas la suite de terme général cos(nf) ne converge pas vers 0.
Nous aurions pu nous limiter & cela pour conclure '* plus rapidement que la
série de terme général cos(nf) est divergente. Nous en déduisons que le rayon

de convergence de la série entiere Z [—2cos((n+ 1)a)] 2" est égal a 1.

Pour z €] — 1, 1] nous avons

“ 2t —2cos(a) ,
dt =1 -2 1
/0 t2 — 2t cos(a) + 1 n(z zcos(a) + 1)

“+00 “+o00

_ Z —2cos((n+1)a) ol Z -2 cos(na)a:n‘
n=0 n+l n=1 n
, sin(zt)exp(—1) <= P exp(—t) !

o V(z, t) € R?, => (-1

14 ¢2

1+ (2n+1)!
nt2n+1 eXp(—t) x?n-‘rl
1+ @nt )l

Notons, pour x € R fixé, u,(t) = (—1) u, est conti-

nue, intégrable sur R.

un(pl = 1 / e,
0 (2n+1)! J, 1+¢2
e +002n+1 2n+1

+oo
La série de terme général / |un,(t)|dt converge donc pour |x| < 1.
0

Nous en déduisons que pour |z| < 1,

/O+oo sin(wt) exp(—t)dt = f (/OJrOO(—l)”tan exp(_t)dt> ( _ona

142 — 1+t 2n + 1)1
—+00 t2n+l —t
Notons pour n € N, b, = (—1)”/ &()dt.
0 1+1¢2

+o00o
by — bpi1 = (—1)"/ " exp(—t)dt = (—1)"(2n + 1)\.
0

14. Supposons que la suite (cos(nf)),, o converge vers 0.
Nous en déduisons lim cos(2nf) = 0= lim 2(cos(nh))? —1 = —1. Nous aboutissons & une
n—-4oo n—-4o0o

contradiction. La suite (cos(nf)), oy ne converge pas vers 0.

169



CHAPITRE 5. CORRIGES SERIES ENTIERES

> (bk = bis1) =bo — bur1 = Y _(—1)*(2k + 1)! donc
k=0 . k=0
Vn €N, bppr = by — »_(—1)F(2k + 1)L.
k=0
L oexp(t) =1 Xt , .
oVie R, ——— = Z . La fonction est alors prolongeable par conti-
t — n!

nuité en 0. Nous savons que la convergence d'une série entiere est uniforme sur
tout intervalle fermé borné inclus dans l'intervalle ouvert de convergence donc

Texp(t) —1 X zn
Vz € R, / —dt:Z—.
0 t — nn!

sin(t) = (=1)7¢2n
t (2n +1)!

T 3 +0o _1\n,.2n+1
Vi€ R, / Sm(t)dt _ Z (—1)"x
0

t 2n+1)(2n+ 1)1
— (=1)"
evte]—1, 1] In(1+t)=>» ~——a"
n=1
Nous savons que si deux fonctions f et g sont développables en séries entieres
a 'origine de rayons de convergence respectifs R; et Ry et vérifient

e Comme précédemment, V¢ € R*,

n=1

n

+00 +o0
Vo €] — Ry, Ryi[, f(z) = Z anz" et Vo €] — Ry, Rsl,g(x) = anx” alors la
n=0 n=0

fonction fg est développable en série entiere de rayon de convergence R au
moins égal au plus petit des deux réels R; et Ry et vérifie :

+oo n
Ve €] — R, R, f(z)g(z) = chx” avec Vn € N, ¢, = Zakbn_k.
n=0 k=0
_1)n
Ici, ag = by = 0 et pour tout entier naturel non nul n, a,, = b, = u Nous
n
n—1
s (=DF (=1~ *
déd =0 =0et Vn>2, ¢, = ,
en déduisons cg , € et Vn c ; P
1 1/1 1 2(—1)" a1
k(n — k) n(k+n—k> one vn=s, ¢ n ok
+00 n -
=y, o )
En fait la série entiere Z ~———2z" converge uniformément sur [—a, 1] pour
n
n=1

tout @ € [0, 1[. En effet, la convergence est uniforme sur [—a, a] d’apres les
n

vl Va 7 . CREN . 7’ / :I/'
propriétés des séries entieres. Pour z € [0, 1], la suite de terme général — est
n

n+1 "t on n
et donc = T
n+1

— <1
n+1zm

1.

décroissante car 0<a<

Joseph Di Valentin. Fxercices corrigés.

170



CHAPITRE 5. CORRIGES SERIES ENTIERES

. X (=DF | et 1
Nous en déduisons Vn € N, Z — 1" < < )
Nt k n+1 n+1
La somme de la série définit donc une fonction continue sur | — 1, 1] et
In(2) = lim In(1 +¢) f (=1"
n(2) = lim In = —_—
t—1- 1 n

+oo
—1)"
Nous avons bien V¢t €] — 1, 1] In(1+1¢) = Z ux"

n=1
Lorsque une série entiere de rayon de convergence R € R7 converge en R, alors

la série entiere converge uniformément sur l'intervalle [0, R].
+oo

Pour t € [0, 1], Z a, R"t" converge par hypothese.
n=0

n

Notons S,, = Z apR¥. La suite (Sn)pen converge vers 0. Soient p et ¢ deux

k=n-+1
entiers naturels non nuls avec p < q
q q

> R = (Sioy — Si)t Z Sptht — Z Syt*

k=p k=p k=p—1
qg—1

= Spoath = ST+ > Sp(tF —¢¥).

k=p

£
Pour € > 0 il existe un entier N tel que pour n>N = ||Rn|<§

(tq +tP 4+ Z — tF ) ) = etP<e.

La série ZakRktk converge uniformément sur [0, 1] et définit une fonction

q

Z akRktk

k=p

continue sur cet intervalle.

n—1

1 1
n — |Cn| — 1—- 7 <
[enta] = fea (n+1 n)zk n+1 (n+1)( Zkz) 0

k=1
La suite (|cp|),cn est décroissante et converge vers 0 donc la série alternée de

terme général c, est convergente. Nous avons donc pour tout z appartenant a
+oo

=1, 1], (In(1+2))> = caa™
n=2
zsh(a) B 1 B 1
22—2ch(a)z+1 2(1 —zexp(a)) 2(1—zexp(—a))’
Pour |z| < exp(—a) nous avons

1 1

1 <X )
2(1 — zexp(«)) - 2(1 — zexp(—a)) =3 ; (exp(na) — exp(—na)) 2".

h
Donc pour |z| < exp(—a) nous avons T ;:h(z)z 1= Z sh(na)z
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( MM(5§¥%9 Sz < cos(6)

e Posons f(z) = E si @ =cos(f) .

sin(6 ,
7r+atan( ) x > cos(6)
\ cos(f) — x
m
2

s
li =r1——== 1 =
m—)cl(JIs:r(l9)+ f(x) m 2 a:—>CIOISI(19)* f(l')

classe C! sur A = R\{cos(#)}. Pour z € A nous avons f'(x) =

f est continue sur R. f est de
sin(0)

22 —2cos(f)x + 1

f’ posseéde une limite en cos(f) donc f est de classe C! sur R; de dérivée en
sin(0)

22 —2cos(f)x + 1

tout point = de R, f'(z) =

sin(6) 1 1 B 1
22 —2cos(@)x+1 2 \1—xzexp(if) 1—zexp(—if))

Pour |z| < 1 nous avons

sin(6) 1 2 ' » o=
% —2cos(0)r + 1 ~ 9 (exp(infl) — exp(—inf)) 2" = Z sin(nf)x
n=0 n=0
+oo .
Pour z €] — 1, 1] nous avons donc f(z) = Z Mxn

n
n=1

e Commencons par redémontrer un résultat déja vu de nombreuses fois.

™

2
Notons, pour n € N, I,, = / (sin(t))"dt.
0
En utilisant le théoreme de convergence dominée nous en déduisons hril I, =0.
n—-+0oo
Soit n € N, n>2. En intégrant par parties nous obtenons

jus

/Og(sin(t))”dt = [— Cos(t)(sin(t))”_l]02 +(n—1) /’2' cos(t)(sin(t))"2dt

0
c’est-a-dire I, = (n — 1)(I,, — I,_2) soit encore nl, = (n — 1)1,_».

n+1l [n+2<[n+1
n+2 I, I,

La suite (1y,),,cy est décroissante ; nous avons donc <1 puis

1,
lim 2 — 1.
n—4o0o n
[0 = g, [1 =1.Vn e N*, 2n[2n = (271—1)[2(n_1) et (2n+1)[2n+1 = 2n[2(n_1)+1
Nous obtenons donc Vn € N,
T (2n)! (2mn1)? I, 2 )
Iy, = = t Iopi1 = ) = —(2 1)(1s,)~.
2= 5 22 et Lont1 2n+ 1) Tops 7r( n+1)(lan)

. T
15 suivante I,, ~ —.

Nous avons ’équivalence
n—-+0o 27],

15. Nous pouvons obtenir cette équivalence en utilisant la formule de Stirling
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Revenons a notre exercice

Vtel -1, 1], Z It" donc

Vee]l—1, 1] ' (sin(t))>".

\/1—302 sin(t))

2 2
La série de terme général —I,2°" / (sin(t))*"dt = (I,)*2®" est convergente
™ 0
™ +oo
2 dt —1)*(2n)!?
pour |z| < 1 donc / = Z %x%.
0 /1 —a%(sin(t))? (2nn!)

La suite de terme général (I,)? est décroissante et converge vers 0 donc la série
précédente converge en x = +1. En utilisant le résultat démontré plus haut,
nous en déduisons que 1'égalité précédente est vraie pour |z|<1. En utilisant
le critere de d’Alembert nous obtenons que le rayon de convergence de la série
est égal a 1.

e Posons pour z €] — 1, 1| f(x) = atan (H—x> tan(a). f est de classe C* et
x
sin(2a)
fl) = .
2% 4 2z cos(2a) + 1
Nous avons déja développé en série entiere une telle fonction. Nous avons ob-
tenu pour |z| <1

o1 ! _ !
Fla) = (1 —zexp(i2a+m) 1 —xeXP(_i(QO‘*”)))

= Z "sin(2na)z”

: <~ (=1)"
En intégrant entre 0 et « nous obtenons f(z) = a — . sin((2n — 2)a)
1 1 (1+47) (1—1) .
‘oD D) 26-1) 4(z+i) 4(z—9)
1 (1-4)  (1+1)

2(1—2) 4(1—=zi) A1+ z)
Pour |z| < 1 nous avons
“+o0o

1 (1—14) (L+3) 1" . A
T2(1—2) 4(1—z) 4(1+ z) —Z(—§—Z<1—@+(—1) (1+Z)))Z

—1 si n=4p, peN

1 " -1 si n=4p+1, peN
ap=——=——{10—i+(-1)"(1+4+12)) = :
2 4( (=1 )) 0 si n=4p+2, peN

0 si n=4p, peN
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30.

31.

32.

Le rayon de convergence de la série entiere 5 a,z" est égal a 1 car pour
|z| > 1, le terme général ne tend pas vers 0.
Nous pouvons aussi dire que si le rayon est strictement supérieur a 1 alors la

somme de la série définit une fonction continue sur le disque ouvert de conver-
gence et la fonction doit posséder une limite en 1 par exemple ; ce qui est faux.

Soient Ry et Ry deux réels strictement positifs. Soit a €]0, RiRs|.

a
Soit a1 € | —, Ri|. Posons ay = Ry|. Si Ry = +00 ou Ry = +0

Ry R1
le raisonnement précédent s apphque avec — =0 ou — = 0.

Ry Ry
Il existe donc deux réels strictement positifs a; < R; et as < Ry tel que
ajas = a.
Soit alors z € C, |z| < RyRy. Soit a €]|z|, RiRs[. Soient oy €]0, Ry] et
ay €]0, Ry tels que aqas = a. lim a,(ap)" =0 et lim b,(az)"” =0 donc
n—-+o00 n—-+o0o
lim a,b,a" = 0. La série Z |a,,b, 2" | est convergente ; nous en déduisons que

n—-+oo
le rayon R de la série entiere Z a,b,z" est au moins égal a Ry Ry. Nous ne
pouvons obtenir un meilleur résultat.
Supposons a, = 1 lorsque n est pair et nul sinon; supposons b, = 1 lorsque
n est impair et nul sinon. Ry = Ry = 1 et pour tout n € N, a,b, = 0 donc
R = +4o0.

1
De méme supposons a,, = 1 lorsque n est pair et égal a — ( avec a > 1)
an

1
sinon et supposons b, = 1 lorsque n est impair et égal a o (avec b > 1)

1 1
sinon. Ry =1, Ry = 1. a,b, est égal a — lorsque n est impair et a o dans
le cas contraire. R = min(a, b) et R Ry = 1. On peut donc obtenir des rayons
prenant toutes les valeurs supérieures a 1.

dans le cas ou Ry = 0 et Ry = 400 nous pouvons aussi obtenir diverses valeurs
pour R.

1
Par exemple a, = n!, b, = bl avec b € RY. Ry = 0, Ry = +o00. ayb, = o
n 7
et R=0.
1 1
Avec b, = —— apb, = - et R = 400.
n!

(n)?
Si R est le rayon de convergence de la série E a,z" alors la série E an 22"

converge absolument lorsque |z|> < R et diverge lorsque |z|?> > R. La rayon de
convergence de la série entiere Z bn2" est égal & V/R.

_E n2n

f oz €0, 1] — 22 In(z) € R est contmue; Vn €N, lim vz2*"In(z) =0

z—0t

e Soit z € [0, 1[. Nous avons

donc f est intégrable.

174



CHAPITRE 5. CORRIGES SERIES ENTIERES

Soit a €]0, 1[. En intégrant par parties nous avons :

1 1 1 1 1
/ " In(r)dr = | ——2"" " In(x)| — / "
a 2n+1 o 2n+1]/,

1 1 !
= |——2" " In(z) - ———2® | |
2n+1 (2n +1)2 .
1
1
En calculant la limite en 0 a droite nous avons / 2?"n(z)dr = ————.
0 (2n +1)2

1
La série de terme général / 2*"| In(z)|dz est convergente donc
0
1 +oo
1 -1
o 1+a2 &= (2n— 1)

+oo
e Pour z € R, ’ 1= Zx2 exp(—(n +1)z).
e

fot 2 € RL — 2 exp(—(n+ 1)x) € R est continue.
lim 2* (2*exp(—(n+ 1)z)) =0 donc f, est intégrable. En intégrant deux

T—r+00
+00 9
fois par parties nous obtenons 2 exp(—(n + a)dr = ———.
par p | e+ Doy =
(. . 2
la série de terme général ———— est convergente donc
(n+1)3
oo 2 +oo 9 +00 1
dr = —— =2 —.
2" X
33. e Z —y @unTrayon de convergence infini. Vz € C, exp(z) = Z ok
n=0
L1 VB R Vi —J "z
Soit j = —3 —1—27. exp(jz) = 2. , exp(j ZO o

2pm
1—1—2008< 3 )7&0 <~ dkeZ, p=3k.

_ 2nm
1+5"+5" —1+2008( 3 )7&0 < 3dke€Z, n=23k, de méme

14" 47" £0 = 3JkeZ n=3k—1et
1+ 145" 40 < 3Jk€Z, n=3k+1.Nous en déduisons

= 3n oo 3n
J = z 3z
exp(z) + exp(jz) + exp(j z) = 14 % 453 _ '
;( ) (3n)! ; (3n)!
oo 3Z3n—1

De méme exp(z) + jexp(jz) + j exp(j z) = Z (3n—1)!
n=1 )

+00 3Z3n+1

et exp(z) + 7 exp(jz) +jexp(jz) = —_
— (3n+1)!
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k
n

e Soit k € N. Calculons E —2". (par convention n® =1 pour tout n € N).
n

n=0
En utilisant le critere de d’Alembert nous obtenons le fait que le rayon de
-1

convergence de la série est égal a +o0o. La famille <H(X -7 )) a laquelle
J=0 leNg
on adjoint le polynome 1 est une base de Ci[X].
-1
Notons, pour [ € N*, P, le polynéme H(X — j) et Py le polynéme 1.

=0
k k
k n b;(n)

Vk e N, X Zaj xP; donc — = Zaj’kjrz—!'

7=0 7=0

0 si g>n
pw [ 0

n! —— s j<
(=gt = "
400 nk k 400 Zn_j A k A
Nous en déduisons Z gz” = Z (Z aj7km> 2 = Z a; 2’ exp(z)
n=0 j=0 \n=j j=0

N
Soit alors P = Z b; X En utilisant les notations précédentes nous obtenons

i=0
400 N k

P

Z :’l) 2" = (Z (Z aj7k> bkzk> exp(z).
n=0 k=0 \;j=0
Par exemple n® — 2n + 1=n(n— 1)(n —2)+ 3n(n —1)—n+1.
X ndf-2n+1 2"
I 0 Y- REE) Yl yE s o

:(z + 327 —z+1)exp( ).

e Notons, pour p € N*, R, = H(X +k)et Py =1.VneN, R,(n)=p!C},,,.

k=1
p+1 Z R

Le résultat est vrai pour p = (. Supposons-le vrai jusqu’au rang p.
+o00
(p+1)!
+1) R,(
1=z 1 (v Z nzo

En utilisant les résultats concernant les séries produit nous en déduisons que le
“+o0o

terme général a,,z" de la série produit des deux séries entieres Z(p +1)R,(n)z
n=0

Comme ! pour z e R, V2 € C, |2| <1, Vp € N,

n

16. En regardant le livre, sur ce méme site, concernant les fonctions holomorphes vous retrouverez
ce résultat de maniere naturelle.
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34.

+00 n n
et Y 2" est défini par a, = > (p+ 1)Ry(k) = (p+ 1)1 Y _CP,,.

n=0 k=0 k=0

n—+p

Z Cp i est le coefficient de X* du polynome Z 1+ X c’est-a-dire du po-
k=0 k=0

(14Xt — o : 2 .
lynome ~ . 11 s’agit donc du coefficient de X?*! du polynéme

(14 X))+ cest-a-dire OB, ).

1 nm+p+1)! (n+p+1)!
Nous en déduisons a, = (p + 1)! T 1) = .y = Ry11(n).

Le résultat est donc prouvé au rang p + 1. Il est vrai pour tout entier p.

Comme nous I’avons vu & I'exercice précédent, n* = E a;P;(n)
+

+oo .
> Pi(n)2" E Py(n + j)2"* = E “szm-
n=0 :

=0

Soit P € C[X], P = ZbXJ

Nous en déduisons Vz € C, |z| < 1, ZP(n)z = (kaaMﬁ>.
—z
1.

n=0 k=0 =0
Exemple P(n) =n*+n+1. P(n) =n(n—1)+2n+
+o0 +oo +o0 +oo
Z(n2 +n+1)" = Z(n +1)(n+2)2""2 + Z 2(n + 1)2" + Z 2"
n=0 n=0 n=0 n=0
, 2 2 1 1422
+z + =

:Z(l—z)3 (1—2)2 1—2 (1—-2)3

Nous savons que si une série entiere a un rayon R > 0 alors pour tout nombre
complexe z de module strictement inférieur a R la série converge absolument
et en particulier la suite de terme général a,z" converge vers 0. Pour tout
nombre complexe z de module strictement supérieur a R la série diverge et la
suite de terme général a, 2" n’est pas bornée!”. Soit z € C. Soit r €]0, R|.

17. Soit E I’ensemble des modules des nombres complexes tels que la suite de terme général a,, 2™
soit bornée. o
0 € E. Soit R € R la borne supérieure de E. Supposons R # 0. Soit r € [0, R[. Il existe

r n
v €lr, RINE. a,r™ = apr’" (—/> donc 1l existe M € Ry tel que Vn € N, |a,r""|<M donc
r
r n
lanr™ | <M (—/) .
r

La série de terme général M (T) est convergente donc la série de terme général a,r" est abso-
r

lument convergente.

Si R < +o0, soit r €]R, +o0.

Par hypothese la suite de terme général a,,r™ n’est pas bornée donc la série de terme général a,r™
est divergente. R est le rayon de convergence de la série.

|z| < R = Z anz" absolument convergente.
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35.

an A . : [
— 2" =a,r"— (—) . Soit M un majorant de la suite de terme général |a,|r".

1 " 1 n
<M— <M> . La série de terme général — (f) est absolu-
T n! \r

o 7 7 a/TL .
ment convergente donc la série de terme général —‘z" I’est aussi. Le rayon de
n!

convergence de cette série est donc égal a +oo.

teR+— a—r;z”t” exp(—t) € C est continue intégrable.
n!
+oo a +o0 a
/ 2" exp(—t)dt = a,z", / " exp(—t)‘ dt = la,z"|.
o n! 0 n!
La série Z |a,,2"| est convergente pour |z| < R donc Vz € C, |z| < R,
400 +oo +o0 a +oo
/ F(zt)exp(—t)dt = Z (/ —72”15” exp(—t)dt) = Z anz".
0 n=0 0 n: n=0
(a) up=uy =1let pour n € N, o = (—1)" + 2up, + Upy1.
1 = <2 — 1, 1 = 4;<2% — 1. Supposons avoir prouvé l'inégalité

1<u, <27 — 1 pour tout p € N,,.

(=)™ + 2upy +up= — 142412221

(=1)" + 2upq + u, <L+ 227 — 24 27+ — 1 = 202 — 22" H2 — 1,
L’inégalité est donc démontrée pour tout n € N.

|unz"|<2|22]". Le rayon de convergence, R, de la série entiere Zanz"

est bien au moins égal a 7

(b) Notons S(z) la somme de la série entiere Z a,z". Pour |z| < min(R, 1)

400 “+00 “+00 “+o00
nous avons Z Upyo2" T2 = Z(—l)"z”+2 + Z U2+ Z Upy 12" T2
n=0 n=0 n=0 n=0
2
Nous obtenons la relation S(z) —1—z = 1j_ +22%5(2) + 2(S(2) — 1)
z
224241 224241
‘est-a-dire S(z) = = .
cest-dedive S(2) = o A T, T99) T T 2P —29)
224241 1 1 1 1 7 1

(I+22(1—22) 914z 3(0+22 01-22

1
Le rayon de convergence est donc gal a 3 et

1R 1= 7
S(z) = -3 ;(_1)%” +3 ;(—1)% +1)2" + 5 ; ",
Nous en déduisons Vn € N, u,, = (=1) (;’m +2) + 52".

|z| > R = (a,2"),cy 1'est pas bornée.

lim
—+0o0

anz" =0 = |z|<R.

n
Zanz" convergente = |z|<R. Nous aurions pu définir £ comme ’ensemble des modules des

nombres complexes z tels que la suite de terme général a,r™ tend vers 0 et prouver que la borne
supérieure de cet ensemble est encore R.
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36. Nous recherchons l'existence d'une suite (b,),, oy telle que la série entiere b,z"
ait un rayon de convergence, R, strictement positif et telle que la somme f(z)
de la série vérifie f(z) = (1 —ax)f(ax). Cette relation est bien définissable car
pour |z| < R, |az| < R.

+o0 +o0
(1 —az)f(ax) = Z bpa™z" — Z bpa" o
n=0 n=0

400 —+00
= g b,a"x" — g b,_1a"z".
n=0 n=1
+oo

(1 —az)f(ax) = by + Z(b” —by_q)a"z".

La condition recherchée est donc Vn € N* b, = (b, — b,_1)a™ c’est-a-dire

an

) o . ~oa
b, = 1bn_1. Finalement il vient Vn € N*, b, = bg ]!_[1

k
ab —1°

b
En utilisant le critere de d’Alembert nous obtenons lim M
n—Hﬁw|bn_1

an_

=0 donc la

série entiere de terme général b,z" a un rayon de convergence infini et f est
développable en série entiere sur R.

D’apres 'hypothese faite sur f, Vn € N*, f(x) = (H(l - a’%)) fa"x).
k=1

Soit x réel fixé. lim a"x =0. Il existe N € N* tel que pour n € N on ait
n—+00

n=N = |a"z| < 1.

In(l —a"x) ~ —a"x. Lasérie E In(1 — a"x) est donc convergente c’est-
n——+o0o s
nz

a-dire lim Z In(1 —a*z) =1 € R.
k=N

n—-+00 .
Nous en déduisons nl—lfrkloo (1 — a*z) = exp(l). La suite de terme général
n k=N +00
H(l — a”z) est donc convergente. Nous la notons H(l —dz).
k=1 k=1 oo
Nous obtenons, puisque f est continue en 0, Vo € R, f(x) = f(0) H(l —a*z).
k=1

Nous retrouvons le fait que ’ensemble des solutions f est un espace vectoriel de

+oo +oo n k
dimension 1 et nous avons la relation H(l —ad"z) =1+ Z (H ¢ ) "

ak —1
k=1 n=1 \k=1

cos(y) | _Lz
i SV

"]

37. Vn € N*,
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38.

lim v

= 1 donc d’apres le critere de d’Alembert et la caractérisation
n—+4o0o n-+1

du rayon de convergence d'une série nous obtenons R>1.
1
cos (\/ﬁ) 25 — dkeZ, —g + 2kﬂ<\/ﬁ<g + 2km.
A quelle condition existe-t-il pour k£ € N un entier naturel n vérifiant
2 2
(—g + 2k7r> <n< (% + 2k7r) .

2
> 1.

2 2
11 suffit pour cela que (g + 2l<:7r> — (—g + 2]€7T> > 1 c’est-a-dire
Cette condition est réalisée pour k € N*. Supposons |z| > 1. Nous avons donc

1 ‘x|(2k7r—%)2

cos(y/n) 1
vno|T2 2kn+ 2

cos(y/n
= 400 donc la suite de terme général (T\/_)x" n’est pas
n

cos(
bornée et la série Z (Vi) diverge pour |z| > 1. Le rayon de convergence

n>1 \/_

de la série entiere Z \/ﬁ)
n=1 \/_

Etudions le cas z = 1. , ,
Soit n € N*, Posons Ny =1+ F (<2n7r — g) ) et Ny =F <<2n7r—|— %) >

1
Vk € N*, dn € N, cos(\/ﬁ)2§ soit encore

|x|(2k7r—§)2

k—+oo 2km + E

est donc égal a 1.

1+ N2 1+N.
cos(y/n) _ 1 1 1 / 2 dt
E Z- E —=2= =1+ Ny — /N
Py Vn 2 Pyl k-2 /N 2~ 1

=
2n7r—|—§+\/1+(2n7r—§)
. . C2m
Le dernier terme est équivalent, lorsque n tend vers +oo, a —.

3
Le critere de Cauchy permet donc de conclure a la divergence de la série.

Supposons f(1) = 0. f est continue donc pour € > 0 il existe « €]0, 1[ vérifiant
vt € fa, 1], |FOI<5,

1 e 1
t”f(t)dt‘g/ t"|f(t)|dt+%/ £t
0 0 a

1
1
Nous en déduisons / t"f(t)dt g— <||f||ooa"+1 + f)
0 n+1 2
hrf "™ =0 donc il existe N € N vérifiant Vn € N, n>N = Hf||0004”“<2
n—-+0o0
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39.

Nous en déduisons pour n=N (n + 1)|a,|<e c’est-a-dire lirf (n+1)a, = 0.
n—-—+0oo

Revenons au cas général.

(et an = (10 2) ([0 = )+ )

= (1) 1) [ () FO)E+ (1),

0

En utilisant le résultat précédent nous en déduisons (n + 1)a, - (=)™ f(1).
n——+0o0

Le rayon de convergence de la série entiere g a,x" est donc le méme que celui

1
de la série entiere E —z" c’est-a-dire 1.
n

+o00 +o00 1
Soit x € C, |z| < 1. Zanx" = Z (/ (—1)"t”x”f(t)dt>.
n=0 n=0 0

|(=1)"t" 2" f(t)|<|| flloo|x|™. La série de terme général || f||oc|z|™ est convergente
donc la série de fonctions ¢t € [0, 1] — (—1)"t"2" f(t) € R converge uniformé-
ment ; nous en déduisons

ganx" _ io ( /0 1y f(t)dt)

n=0

_ /0 (Z(—l)”t”x”f(t)) dt = 1]It2xdt‘

n=0 0

1
Supposons = = exp(if). a,z" = /0 (t"exp(i(m + @)n) f(t)) dt. |t" f()|<]| oo,

1
lim ¢"f(t) =0 pour ¢t € [0, 1] donc lim t"f(t)dt = 0.
0

n—-+00 n—-+00

Supposons 7+ 60 % 0 (mod 27) c’est-a-dire x # —1. En utilisant la transforma-
tion d’Abel, vue au début de ce livre, étant donné que la suite de terme général

1 n
/ t" f(t)dt est décroissante et converge vers 0 et que Zexp(in(& + 7)) est
0 k=0
bornée alors la série Z a,x" converge.
[ . :
Pour z = —1, a,x" n—)N—i-oo % La série Z ap,x" diverge.
f(t) est défini si et seulement si ¢ < 1.
Notons u,(z) = t"(cos(x))*™. ||un]|lec = [t|". La série de fonctions Zun

converge normalement pour [¢| < 1.

1
Nous obtenons naturellement, pour [t(cos(z))?| < 1, F(z) = T teos(@)?

+o00 jus
Pour |t| < 1 nous avons donc f(t) = Z ((/2 (cos(x))%dx> t”).
0

n=0
f est donc développable en série entiere de rayon R>1.
Si le rayon est strictement plus grand que 1 alors la série définit une fonction
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40.

41.

continue en 1 et f possede une limite réelle a gauche en 1.

En utilisant le changement de variable z € [0, g [ — u = tan (z) € R, puis

ueR, —rov= € R, nous obtenons

v1i-t
2 dx oo du o du
f(t> —/0 1—t(COS(:E))2dx_/O <1+u2) (1_tﬁ) _/0 1 —t+ u2

B 1 /+°°dv B T
V1=t y 1402 21—+t

lim f(t) = 4o0. Le rayon de convergence de la série est donc égal a 1. Par
t—1-

ailleurs nous avons pour |t| <1

LIT(L )

J0 =5 (14— ()"

+oo
2n)!
Finalement il vient f(t) = g (Z (é n?)Qt”) L’unicité du développement
"n!

3 7 (2n)!
en série entiere conduit donc a / (cos(x))*dr = — (2n) :
0 2 (27n!)?
Nous retrouvons facilement alors que le rayon de convergence de la série défi-

nissant f est égal a 1.

2n+2 2n+3
A2n4+27 ~ . A2n4+3%
_— = lll2]z|2 et de méme lim |———| = lll2]z|2.

n—-+0o00

lim
n—-+00

a2n22n a2n+122n+1

Les rayons de convergence des séries entieres E A9n 22" et E a2n+122n+1 sont

donc égaux a R = . Le rayon de convergence de la série entiere somme

1
Vil
des deux séries entieres est donc au moins égal a R. Pour |z| > R, la suite de
terme général as,z?" ne tend pas vers 0 donc la suite de terme général anzz ne

tend pas vers 0 et la série entiere 5 a,z" a pour rayon de convergence T
12

Vn €N, Upio = tUpi1 — 2(Up + V) = Upg1 — 2Up + Up g1 — Uy = 2Upy1 — Uy,
L’équation caractéristique 2 —2r+3 = 0 a pour racines 1+iv/2 et 1—i/2. Nous

1
en déduisons ¥n € N, u,, = (V/3)"(a cos(nf) + bsin(nf)) avec cos(f) = —= et

V3
V2

sin(f) = —.

(0) 7
Uy =a, Uy = a+ bv/2. 11 vient donc a = ug et b = —vgv/2.
Nous obtenons de la méme maniere
Upao = Up — 2Up + Upt1 = Upg1 — Un — 20U + Upa1 = 2041 — 30y
Vn € N, v, = (v/3)"(vo cos(nf) + o sin(nf)).

V2
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42.

|t | <K (V3)™), |un| <K (V3)") les rayons de convergence des deux séries en-
tieres sont infinis.

+oo +o0
Un o, Un
Posons, pour = € R, f(x) = Z i et g(z) = Z e
n=0 n=0
=X 1 X, — 20
Ja) =3 mpan =3 = = (@) = 29(0).
n=0 n=0
De méme ¢'(x) = f(z) + g(z).
_ /
Soit A = i ? . Larésolution de I’équation différentielle (Z,) =A (g
. f(x)) (f(0)>
conduit a = exp(tA avec f(0) = up et g(0) = vp.
(g(a:) p(tA) 4(0) f(0) o et g(0) 0
Les valeurs propres de A sont 1+ i1/2. Nous obtenons donc
1 V2
T A T CCL A e s
— = 0 14iv2 1 i 2
Vi v v\ L i
2 2
11 | b2
exp(tAd) =| i i (eXP((l . iV2)t) o J(i i\@t)) : Z_ 2
= T T = X
vZoVv2 ’ : T2

cos(tv2)  —+/2sin(ty/2)
Nous obtenons donc exp(t) \/75 sin(t \/5) cos(tv/)

Finalement f(t) = exp(t) (uo cos(tv'2) — V2w, sin(t\/§)> et
g(t) = exp(t) (uog sin(tv/2) 4 vg COS(t\/E)) .

Nous pouvions employer une autre méthode de résolution.

J'(@) = (@) =2(f(x) +g(x)) = f'(x) =2f () + ['(x) —g(x) = 2" (x) = 3f (z).
L’équation caractéristique associée est 72 — 2r + 3 = 0. Il vient alors

f(z) = exp(z)(acos(zv/2) + bsin(z/2)).

F(0) = a = g, £1(0) = a+by/2 = £(0) — 29(0) = o — 209,

Nous obtenons le méme résultat qu’au dessus.

+oo n+1
Pourx#l,f(x):exp( v >=1+Z ! m”“( ! ) :

_ I _
l—uz —~(n+1) -z
1 iy ! !
Pour |z| < 1, Ao — pEO: <pp‘:‘n7'1> aP car JW est la valeur de la
.\ 1
dérivée n'“™€ en x de x — 1 .
—
. . +n)!

La série de terme général MMW”“ converge et a pour somme

plnl(n +1)!
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1 1\ iy . .
| . La série de terme général ce dernier terme est
(n+1)! 1— |z

convergente.

En utilisant le résultat vu au début de ce chapitre, concernant la composition
de deux fonctions développables en séries entieres, nous avons :

Soit la suite double (apq), oene-

Supposons que la série E |a,.4| converge de somme S, ; supposons que la série
q
E S, converge alors la série E |ap,q| converge de somme S7, la série 5 S,

p p

o () 5 (£ £ )

p=0 \ q=0 q=0 p 0 k=0 \k=p+q

k!
Nous obt =1+ o)
ous obtenons exp (1 — > Z <Z k—p)pl(k —p+1)! ’

f est développable en série entiere de rayon de convergence au moins égal a
1. Si le rayon est strictement supérieur a 1 alors la série définit une fonction
continue en 1 et f possede alors une limite finie a gauche en 1 ce qui est faux.
Le rayon de convergence de la série est donc égal a 1.

k—1 k
_ (k — 1 P!
Posons, pour k21, a; = ; 0= )itk —p— 1)) ; F—p 1) Ch_; et

ag = 1.
Nous obtenons exp (1 — x) Z apzt.

Remarque [ vérifie f'(z) =

(1——$f( x)et f(0) =1. frestreinte a]—o0, 1]

est I'unique solution définie sur | —oo, 1] valant 1 en 0 et solution de I’équation
différentielle (1 — z)%y' = y.

Recherchons une suite (a,),,cy telle que la série entiere Z a,x" ait un rayon
de convergence strictement positif et dont la somme vérifie la relation vérifiée

par f.

Nous devons avoir ao =1let

+o0 +oo

Z(n + Day 2" ZQnanx + Z n—1)a, 12" Z a,x™ = 0. Nous en
n=0 n=0

déduisons a; = ag = 1, ‘v’n e N*, (n + Daps1 — (2n+ Da, + (n— 1)a,—1 =0.

=0
43. Vi € [0, E] 1+ a(sin(®)? >0 = { ou

2 T . 2 1
< 0etVte [0, 2], (sin(t)’ < —=

x>0
< ou
z<0etzxz>-1
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Pour z €] — 1, +oo[, t € [0, g} — In(1 + x(sin())?) € R est continue.

Que se passe-t-il pour x = —17

2
m- (T - B (Y
Lorsque t tend vers 5 In(cos(t)) = In (2 t> o +o (<2> )

te [0, g [ —— In(cos(t)) € R est intégrable. f est donc définie sur [—1, +oo.
Pour (z, t) € [~1, 1] x [o, g[ 2 In(cos())< In(1 4+ z(sin(t))2)< In(1+ (sin(t))?)
donc |In(1 + z(sin(?))?)|< — 21In(cos(t)).

L’application g : (¢, z) € [0, g[ x [=1, 1] = In(1 + z(sin(t))?) € R est conti-

nue donc l'application f est continue sur [—1, 1].

Pour |z| < 1 nous avons In(1 + z(sin(t))?) = Z(_l)n(z(Siz(?)I )

n=0

riable t) converge donc uniformément et nous en déduisons :

; La série de fonctions précédente (de la va-

s

+oo 1
(=1)"ra™* /2 . 2n+2
x) = - sin(t))“""dt .
(@) n}gﬁ( o A CO)
Nous avons de nombreuses fois calculé l'intégrale proposée; nous obtenons

+oo
(—D)ra(@2n)! ., (17 (20)! aps| 2041
- n+1 Notons a, = : - .
/(@) ; 2(n + 1)(2"n!)? OO I = o T ) (22 an| 20+ 4

La série entiere E a,x™*t a pour rayon de convergence 1.

1 T

%
Nous avons déja vu que / (sin(t))"dt ~ 21 donc |a,| ~ —4/—.
0 \ 2n

n—-+4o0o n—-+o0o 2n n
La série précédente converge donc pour x = 1 et pour x = —1. Comme nous

“+o0o
I'avons déja vu nous en déduisons que 'égalité f(x) = E a,z" ! est donc
n=0

vraie pour z € [—1, 1].

dg (sin(t))?
1 1. 2 =
g est de classe C'; e (t, z) T+ 2(sin(0) 2
: 2
Soit a fixé. Pour 2> —a > —1, O<@(t, m)éM
Oz 1 — a(sin(t))?

s . 2
[ est donc de classe C! sur | —1, 1] et f'(z) = /02 %dt. Le change-

—+o0 2
t de variable ¢ — tan(t) conduit & f'(x) = . du.
ment de variable t — u = tan(t) conduit a f'(z) /o(1+u2)(1+(x+1)u2) B

u? 101 1
(14 u2)(1+ (x4 Du?) _5(1+u2 a 1+(x+1)u2>‘
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e o / ViFI-1
—_———— ulS
2 itz © Tttt

En utilisant le changement de variable t — v = 1/1 + t nous obtenons

f(x)zw/l T dv:7r<1n(1+\/1+—x)—ln(2)).

Nous obtenons donc f’ (x) =

1+v
La relation précédente définit f(x) pour = € [—1, 1] car f est continue sur
[—1, 1].

“+oo
—1)"(2n)!
Il vient Va € [—1, 1], In(1+v1+z)—1In(2) = Z 5 (=1)"(2n) "t

= 2(n +1)(2"n!)?

o Ry (2n)!
Eumﬂmmﬂf@ﬁ)z—ﬁm@):_g;2m+&xwmy

F(1) =m(n(1+v2) - In(2) = > 2((71_?;;2(22:2:)2-

En retranchant ces deux relations nous obtenons

- (4n)!
Inl +v2) = ; (20 + 1) (4" (2n))2

sin(zt) exp(—t)
1+t
sin(xt) exp(—t)
1+t

et

.VeeR, teR, — € R est continue;

V(z, t) e R xRy,

<exp(—t).

T sin(at —t
La fonction f définie par f(z) = / sin(zt) exp( )dt est définie sur R.
0

1+t
. +o0 n n
Y(z. 1) € R? sin(xt) exp(—t) _ Z(—l)"t2 g2+l exp(—t)
’ ’ 1+1¢2 —~ (1+#)2n+1)!
t2n+1a?2”+1 eXp(—t)

Notons wu,(t) = (—=1)" (I

[T = ([ eC0) i

o g2t exp(—t) T
/0 wdtg/o t*" exp(—t)dt = (2n 4 1)! donc

+oo
/ ()<
0

+o0
Pour |z| < 1 la série de terme général / |un(t)|dt] converge. Nous en dé-
0

duisons que Vz €] — 1, 1],

=3 ([ i) =5 (( 55500 )

f est donc développable en série entiere a l'origine; le rayon de convergence
de la série est au moins égal a 1.
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45.

46.

in(xt —t
Notons g(z, t) = sin(at) exp( )

1+ ¢2
0 t t —t 0
g est continue; a—i(az,t) = COS(? —)i_et);p( ) ; a—i(l’,t)‘ <texp(—t).
0?g —t?sin(zt) exp(—t) |9?%g
@("L" t) = P ; 922 (z,t) <t? exp(—t).

f est donc de classe C? sur R et
+00 +oo
Fz) — f"(z) = / sin(tz) exp(—t)dt = Sm / exp((iz — )t)dt ) = ———.
0 0 14 a2
Soit R le rayon de convergence de la série entiere a 'origine définie plus haut.
La somme des deux séries (de f et —f”) a un rayon de convergence R'>R>1.

Nous

/ /7 . -\ / . x
Il est égal au rayon de convergence de la série entiere définissant 7 >

+x
en déduisons R’ =1 puis R = 1.

T

f définie par f(x) = exp(z?) / exp(—t?)dt est une fonction impaire définie

0
sur R produit de deux fonctions développables en séries entieres de rayons
de convergence infinis. f est donc développable en série entiere de rayon de
convergence infini. Vo € R, f'(z) =2z f(z) + 1.

+oo
Il existe une suite (a,), oy telle que Vo € R, f(x) = Z anpr®™tt,
n=0

+o0

VreR, f'(x)= Z(Qn + 1)a,2*". Nous obtenons la relation

too n=0 too
f(x) = Z(Zn +Daz™ =1+ Z 2a,,_12*". Par unicité du développement

n=0 n=1
en série entiere nous obtenons ag = 1 et Yn € N*, (2n + 1)a,, = 2a,_1 c’est-

4"n!
adireVn €N, a, = —
(2n +1)!
+oo r2n +0oo (_1)nx2n+1

Remarque f(z) = nz:; T ; Gl ) Nous en déduisons, avec

. " - (1)
la notation précédente, a, = , . . -
; 3 (n = )25+ 1)

4™n) (—1)j
Nous obtenons donc la relation ——— = y - y )
(2n +1)! ;j!)(n—j)!(Q]—l—l)

- —1)/ i v 2i+1 , 2\n
<Zﬁq&x ) = (1 — X?)" donc

=0
1 n 2 5

4™ (n! 2

/ (1= 22)idy = )" / (cos(t))2™dt.

0 (2n + 1)! 0
in((2 1 1

Pour |z| < 1, sin((2n + )a)x2n+1 <z, Le rayon de convergence

2n+1 2n+1
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de la série entiere est donc au moins égal a 1.
La série dérivée a le méme rayon de convergence que la série initiale. Redé-
montrons un résultat déja vu concernant les limites éventuelles des suites de
termes généraux sin((2n + 1)a), a € R.
Supposons cos(2a) = 1. La suite de terme général sin((2n + 1)a) est la suite
nulle qui converge vers 0.
Supposons cos(2a) = —1. 2a = 7 + 2k7, k € Z et sin((2n + 1)a) = (—1)*. La
suite (sin((2n 4 1)a)),,cy converge dons vers 1 ou vers -1.
Plagons nous dans le cas ou | cos(2a)| # 1 donc sin(2a) # 0.
Supposons n1_1>1300 sin((2n + 1)a) =1 € R.
Dans ces conditions nl_l)IJquoo sin((2n — 1)a) =1 et nl_lgloo sin((2n 4 3)a) = L.
sin((2n + 3)a) = sin((2n + 1)a) cos(2a) + sin(2a) cos((2n + 1)a),
sin((2n—1)a) = sin((2n+1)a) cos(2a) —sin(2a) cos((2n+1)a). En additionnant
il vient [ = [ cos(2a) donc | = 0. Dans ces conditions ngrfoo cos((2n + 1)a) = 0,
car sin(2a) # 0, ce qui est faux car cos? + sin® = 1.

T :
Donc sauf pour le cas a = pm, p € Z ou a = 5 + pm, p € Z la suite de terme
général sin((2n 4 1)a) ne converge pas et en particulier ne converge pas vers
0. Le seul cas ou elle converge vers 0 est le cas a = pm, p € Z.
La série entiere Z sin((2n + 1)a)z***! a donc un rayon de convergence égal
a 1 sauf dans le cas a = pw, p € Z, ou la série est nulle.
Z sin((2n + 1)a) 2nl

2n+1
dans le cas a = pm, p € Z, ou la série est nulle.

a donc aussi un rayon de convergence égal a 1 sauf

Notons, pour n € N, 4, = Z sin((2k + 1)a) avec a # 0 mod (7).
k=0

exp(2i(n+ 1)a) — 1

A, =Sm (Z exp((2k + 1)ia)> = exp(ia)

— exp(2ia) — 1
sin((n+ 1)a)
= exp((n + 1)@)W
Vn € N, |A,|<———. Utilisons a nouveau la transformation d’Abel

| sin(a)]

zq: sin((2k +1)a) Xq: A — Ak
2k+1 2k + 1

. Nous en déduisons, pour 1<p < g,

_ -1
zq: sin((2k + 1)a) _ Ay A n qz: 11 A
2% + 1 29q+1 2p+1 Sk t1  2k+3

k=p k=p

Z": sin((2k + 1)a) | _ 2

< . Le critere de Cauch -
T 1 Tsin(a)](2p + 1) e critere de Cauchy per

Finalement

sin((2n + 1)a)
2n+1
Comme nous 'avons déja vu plus haut, nous en déduisons que la série entiere

met donc de conclure a la convergence de la série E
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Z sin((2n + 1)a) 5,41

mrl "~ converge uniformément sur [—1, 1] et définit donc une
n

fonction continue sur cet intervalle. Supposons a # pr, p € Z. Pour |z| < 1,
notons f(x) la somme de la série entiere. L’application z € C — Qm(z) € R
est continue donc

F(z) = Sm (g exp(i(2n + 1)a)x2”> - ( explia) )

1 — 2% exp(i2a)

, (1 + 2?) sin(a)
) = 1 — 222 cos(2a) + x*
1 — 22% cos(2a) + 2* = (2% — 2z cos(a) + 1)(z* + 2z cos(a) + 1).
(14 z%)sin(a) 1 (@) ( 1 1 )

— oo 2?2 — 2z cos(a) + 1 T + 2z cos(a) + 1

1 —222cos(2a) + z* 2
2% — 2z cos(a) + 1 = (sin(a))? <1 + (LOS(G)> )

sin(a)

(1 + 2?%)sin(a)

t
1 — 222 cos(2a) + 24 es

Nous en déduisons qu’une primitive, sur R, de x —

1 x — cos(a) x + cos(a)
r+—— - |atan | ———— | +atan | ———— .

2 sin(a) sin(a)
Rappel. Soient u et v deux réels.

atan(u) + atan(v) = g < wv=1etu>0,

atan(u) 4+ atan(v) = —g <— w=1etu<D0.

x —cos(a) x + cos(a)

=1 < = 1.
sin(a) sin(a) 2

x — cos(a x + cos(a
¢ x € R—— atan (—()) + atan (+—<)) € R est strictement

sin(a) sin(a)

monotone car sa dérivée est strictement positive. Supposons a €0, 7.
] ; ¢ a tom (¢ a a 7 a s
(1) = —atan (cotan (5)) —aten (sn (5)) = (5-5) =5 = 5
T
>l
En changeant a en —a, nous obtenons le méme résultat. Pour || # 1 nous

avons tan (atan (£ ) gran (LR ) ) - 2

sin(a) sin(a) 1 —a?

¢ est impaire donc (1) = g Nous en déduisons (] — 1, 1[) = ]

donc finalement pour |z| < 1 nous avons

atan (*’”‘—“) + atan (“—”) — atan (M) et

sin(a) sin(a) 1 — a2
Ve el -1, 1], f(z) = %atan <2.i:s_1—n:§g))
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Autre démonstration.
x — cos(a) x + cos(a) 2z sin(a)
tan [ atan | ————— ) + atan { —————+ | | = ——= donc
sin(a) sin(a)

Ve e R\ {-1, 1}, Jk(z) € {-1, 0, 1} tel que

— 27 si
2f(x) = atan T ony 'cos(a) tatan [ 0 —i—.cos(a) = atan | ——— sin(a) +k(x)m.

sin(a) sin(a) 1—a?
Sur | — 1, 1], nous obtenons la continuité de k donc k est constante et f(0)

2z sin(a)
1—a2 )

Compte tenu de ce que nous avons vu précédemment, nous en déduisons

lim latan (—2x sin(a)) = Z sin((2n + La = sgn(sin(a))%.

1 1 — 22 — 2n+1

1
étant nul nous avons '® Vz €] — 1, 1, f(z) = 5 atan (

— 2

2
47. Sur | — 1, 1] f définie par'? f(x) = atan <1x\/_ ) est dérivable de dérivée f’

1+ 22
définie pas f'(z) = V2 .
pas f'(z) = V21—

f' est développable en série entiere de rayon de convergence au moins égal a

1.
Vel -1, 1], Z V2(=1)"z* 4 Z V2(—1)"z*"*? Cest-a-dire

Zan avec? a,, = 2 cos ((2n - 1)= ) V2 Re((1 —4)i").

18. Pour z € R\ {1, 1}, atan (95_‘3(’5@) tatan (xﬂos(a» _ atan (Qx Sin(a)) — k(z)m

sin(a) sin(a) 1—z2
Par continuité, nous end déduisons que k est constante sur chacun des intervalles | —oco, —1[, |—1, 1]
et ]1, 4ool.
IEIPOO k(x) = —sgn(a), mll)rfoo k(x) = sgn(a).

£ atan (%ﬂé“)) gn(a) pour z€]—o0, —1f

—%sgn(a) pour z=-1
Nous obtenons finalement f(x) = 1 atan (29” sin(a )) pour x€]—1, 1]
Tsgn(a) pour x=1
1 atan (23“157‘72;5“)) Zsgn(a) pour x €]l, 400

19. 1l s’agit d’un cas particulier de I’exercice précédent pour a = 1
90 N : o 1+a? L+i  1-i :
. Nous aurions pu écrire = uis
P 1+a24 201 +iz2) | 201 —iz2) P

1422 *i (1—d)i" + (1 —&—i)(—i)"x%
1424 2 :

L — Vi 4 (14 6)(—g)n

(1= i + (L +3)(=) = Re((1—14)3i") = Re (\@exp <mz) exp (—iz)). Nous obtenons alors
2 4

le résultat.

n=0
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48.

|an| = v/2 donc la série entiere définissant f’ a pour rayon de convergence 1 et
celle définissant f aussi.

+00
a
N bt lors Vo €] — 1, 1 =)y —L_g*th
ous obtenons alors Vz €] — 1, 1], f(x) ;0 o 1°
La série de terme général I st convergente. En effet
2n+1

N N N
Ay =) a,=V2Re <Z(1 — z’)i”) V2 Re(1— ") D a,

n=0 n=0 n=

q

an, Ay 1
> +Z ‘
n:p2n+1 2q+1 2p+1 2n +1 2 +3

q qg—1

22% <2\/§< Lo, +Z( 11 >>:4\/§'
= n+1 2¢+1 2p+1 o 2n+1 2n+3 2p+1
La série vérifie le critere de Cauchy et est donc convergente.

Nous avons déja vu lors des exercices précédents que la série converge alors
uniformément sur [0, 1]; de méme, étant impaire, sur [—1, 0]. La somme définit
une fonction continue sur [—1, 1].

“+o0o

lim f(z) = E Nous en déduisons Z

r—1—

2n+1 2

En utilisant le critere de d’Alembert nous en déduisons que le rayon de conver-
" 1 !
ence de la série entiere est égal a 1. = t"Pdt.
& Z np+1 & np+1 /0

n
| | est conver-

1

Soit z € C, |z| < 1. La série de terme général / |2tP|"dt =
0

gente.

La série de terme général ztP est convergente donc Vz € C, |z| < 1,

&R = 1 = 1 Lodt
)" | dt = . Final t 2" = .
f (3o =3 e Pt 32 25 = [

n=0

Supposons z € R.

e Supposons 0 < z < 1. Soit a € RY, a* = z.
1 1 1 1
= - - .
1—(at)* 4(1—at) 4(1+at) 2(1+ a?t?)

1 1 1+at 1
Une primitive de t — 1——(at)4 est t — 1a In (1 i_ Zt) + % atan(at).

/1 dt L, (1ta +1ata(>
=—1In — atan(a
o 1—zt*  da 1—a 2a

e Supposons —1 < z < 0. Soit a € R* , a* = —=z.

I 2+ aV/2t L 2= av/2t
L+ (at)*  4(a22 +av2t +1)  4(a22 — a2t + 1)
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2+ av/2t B 202t + av/2 N 1
4(a2t2 4+ a2t + 1) 4av2(a®t2 4+ av/2t + 1) 4(at2 + a/2t + 1)
2 — a\/2t 202t — av/2 1

- +
4(a2t? — a2t 4 1) 4ay/2(a2t? — a2t + 1)  4(a®t® — a2t + 1)

de méme

1
Une primitive de t — ———— est donc
1+ (at)?

1 242 %+ 1 1 2
. 1<at+a\/_t+>+ (a\/_t)

— n atan
4an/2 at? — a2t + 1 2a+/2 1 — a?t?
Lodt 1 a? +av2+1 1 av/2
1= In + atan — |
o 1—2t 4ar\/2 a2 — a2 +1 2a\/2 1—a

oodt
Pourz:O,/ — = 1.
0

1 — 2t4

Remarque pour (z, t) € CxR, 1—2zt* ne s’annule que dans le cas ol z € R
Soit u € C. u* € RY <= u € R* UiR"

Soit f l'application définie par f(t) = i ot (a, b) € (R*)2.

1—(a+1b
f est continue sur R et possede donc une primitive sur R.
1 2(a® + b2)t — 2a i b
ft) =

“2a+ib) (a2 + 022 —2at +1 ' a+ib 14 ((a2+b2)t—a>2'
b

Une primitive, F', de f est définie par

1 i (a®> + V)t —a
t— ————1 2 o)t —2at + 1 t —_— .
2a+ap) U@+ 0 = 2al + )+a+ibaan( b
Soit u = (a + ib) € C avec a et b non nuls. Soit z = u?.
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1o 41—t T Alvrat T4l —iwt A1vaat

est

Nous en déduisons qu’une primitive, sur R, de t —— ] m
—z

- 1 l lul*t? + 2 Re(u)t + 1 i Jul*t? + 23m(u)t + 1
— n —
8u |ul?t? — 2 Re(u)t + 1 8u |ul?t? — 2Sm(u)t + 1

~ 25 ; 2
—i—i atan (—M ! §Re(u)) + - atan (—|u| L+ §Re(u))

4u Sm(u) 4u Sm(u)
1 |ul*t + Sm(u) 1 [ul*t — Sm(u)
—i-@ atan <—3‘Ee(u) + Tu atan —ERe(u) .

Si z € R, nous pouvons choisir u € R racine quatrieme de z. Dans ce cas
une primitive est définie sur 'un des trois intervalles ouverts ne contenant pas

1
— et ——. Nous avons vu ce résultat plus haut.

u u
. .. 4 1+1
Si z € R*, nous pouvons choisir u = v/ —z \/§

. Dans ce cas nous pouvons
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appliquer ce que nous venons d’obtenir et une primitive sur R de t —
2 22+ 2 Re(u)t + 1 2 t+ R
esttr—>\/_ln [ul*t” + e(u)t + +\/_atn M
|u|?t? — 2 Re(u)t + 1 4|ul Re(u)

Sl
ﬁa o |ul*t — Re(u)
A ( Re(u) )

1 — zt4

Nous retrouvons les résultats vus précédemment.

49. a, = Z ’ est bien défini car la série alternée Z ’ converge.

k=n+1 k>1

1)
Les deux séries entieres Zx” et Z< ) 2™ ont pour rayon de conver-
n
n>1
gence 1. La série entiere produit a pour terme général b, défini par by = 0,
n

) (1)
¥n € N*, b, = Z P
k=1 +00 (_l)nfl

Nous savons que pour z €] — 1, 1] In(1 4+ z) = Z —a".
n

+00 n=1
—1)"
En particulier —In(2) = Z (=1) . Nous avons donc b,, = a,, + In(2).

n=1

n

Pour |z| < 1 nous obtenons

anx" = (Z $”> (Z #x”) = —ﬁln(l + ).

n=1
+oo
Nous obtenons donc apr" = — In(1+z)+ In(2)).
> " = (1 +5) + 2)
La série ne peut converger pour x = 1 car sinon?' la somme serait continue

en 1.
De méme elle ne peut converger en -1. Le rayon de convergence de la série est
égal a 1.

sin(zu)

50. Pour z € R, lafonction g : u € R — exp(—u) € R est continue, pro-

longeable par continuité sur R, en une fonction g;, dominée sur [1, +oo[ par

+00
u — exp(—u) qui est intégrable. f définie par f(x) = / exp(—u)
0

sin(zu) 4
u

oo (=1)nz2n+1
est définie sur R. Vu € R, ¢y (u) = Z

— (2n + 1)!
+o0 (_1)nx2n+1 on ‘x’2n+1
[ et

(exp(—u)u™).

du =

2n+1°
|ZE 2n+1

5, ] COmverge pour |z] < 1 donc pour |z] <1
n

La série de terme général

21. Voir par exemple I'exercice numéro 5.
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+o00
—1)» 2n+1
nous avons f(x) = Z [t

n=0

= atan(z). Montrons qu’en fait f = atan.
2n+1

sin(zu)

Pour tout z € R, u € R} —— exp(—u) € R est continue, intégrable.

Ve e R, ue R} — 8—g(x, u) = exp(—u) cos(zu) est continue dominée par
T

u — exp(—u) intégrable. Nous en déduisons que f est de classe C! et vérifie
+00 +0oo
Vi eR, f'(z) = / exp(—u) cos(zu)du = Re (/ exp((iz — 1)u )du)
0 0

Une primitive de u — exp((iz—1)u) est u — exp(—u) exp((iz — 1)u).

1w —1

1 ) - 1j$2 puis f(z) = f(0) + atan(x).

1—1z
+oo

f(0) =0 donc Vz € R, / exp(—u)

0

VreR, f'(x)= Re <

Mdu = atan(z).

1
51. f(x, 1) = 5. n’est pas développable en série entiere a 'origine.
T
1 1
Pour y # 1, f(x, y) = =1 1+ . L’application = — f(z, y) est déve-
y J—
—y
1
loppable en série entiere a l'origine pour T3 y‘ < 1. 1l s’agit bien d’un
-y
ouvert de R x (R\ {1}) donc d’un ouvert de R?, image réciproque de | —1, 1]
1
par la fonction continue (z, y) — x . il v
’ — (1+y)"
Pour (z, y) dans cet ouvert nous avons f(x, y) = 2 W.ﬂ:”

La dérivée n'™e de Iapplication y el-1, 1[— € R est 'appli-

(1 —y)mtt

cation y €] — 1, 1[—— € R. Elle est développable en série entiere a

nl(l —y)
I'origine.

Nous avons Vy €] — 1, 1], (1 Sy ZC I
(I+y)"

Nous avons donc ??, dans les mémes conditions, en notant a,,(y) = m,
-y

22. Pour y € C avec |y| < 1 nous avons encore la relation ————

( _ n+1 Z C +ny

En effet, celle-ci est vraie pour n = 0. Supposons-la vraie jusqu’au rang n.

- B Ee)
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n o (p) (p)
1+y)"  =al0) , . al(0) "
S -~ 7/ 61— =« Cr . .CP % avec la conven-
— o \n+l | | P Z n+k
(1 y) = P p: —
tion Cj = 0 pour ¢ > j.

1
+y'<1et ly| < 1,
)

Nous obtenons donc pour (z, y) € C?, |z

f(z, f (Z n pY’ T >

n=0 \p=0

Supposons (z, y) € C? avec z = rexp(if) et y = rexp(—if) avec (r, §) € R

+oo
Pour |y| <1 et |x| Lt }y: < 1, la série Zan,p|y|p|x|" converge donc, avec les
y —0
+o0 g . ’T”
hypotheses faites, la série Zan,pwp“‘ converge pour |r| < 1 et |r| < T )]
,
p=0

c’est-a-dire pour |r| < v/2 — 1.
Pour |r| < v/2 — 1 fixé, la série de terme général a, ,r*™" exp(i(n — p)f)
converge normalement, donc uniformément, par rapport a 6. En particulier,

o/ +o0 a(p) 2 (p)
[ (Z 0 10 expitn - )dG Z( | <O>rp+"exp<z<n—p>e>d9>

p=0
o @(0) 5,
n! '
A+ rexp—it)" . | A+l
‘(1—rexp<—w>>n+” exp(inf) << “prye

Z " exp(i(n — p)f) est normalement convergente de la variable 6.

Pour |r| < /2 — 1 nous avons 1 |r| < 1 donc la série de terme général

Nous en déduisons

ﬂf(r exp(i6), rexp(—if)dh = Z (/ <Z "t exp(i(n p)@)) d@) :

0 n=0
g S <”><o>
Finalement [ f(rexp(if), rexp(—if)df = Z 21 rn,
0 n=0

P
La série entiere produit a pour terme général E Crin-
k=0

P

Cyy, est le coefficient de X™ dans le polynome Z(l + X)F cest-a-dire le coefficient de X™
k=0

n (1 + X);D-i—l —1

X soit encore le coefficient de X™*! dans le polynome

dans le polynéme (1 + X)

(14 X)"TPFL. ] g’agit bien de C’gill+p Le résultat est vrai au rang n + 1; il est donc vrai pour
tout n € N.
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2
Calculons “directement”, pour |r| < v/2 — 1, f(rexp(if), rexp(—if))do.
0
. , 1
flrexp(if), rexp(—if)) = ST 9 cos(@) 11 > 0.
do

o s
/0 f(rexp(if), rexp(—if))dd = 2/0 —r2 — 2rcos(6) + 1’

6
Le changement de variable 6 € [0, m[— t = tan (5) € R est un C! difféo-

morphisme donc nous obtenons

2T oo dt
0 —10))df = 4 .
/0 f(rexp(i), rexp(=if)) /0 (=r?2+2r+1)t2 4+ (=12 —2r+1)

—r2 4+ 2r +1 et —r? — 2r + 1 sont strictement positifs donc
2

Too /—r§+2r+1

f(rexp(if), rexp(—if))do = / —roer
0 \/Trjt \/W)
r2—2r+1

B 2m
V=621
Finalement f a%n)(O)rzn -t et pour [r| < (vV2—1)? = 3—2V/2,
— n! rt —6r2 41

f a”(0) , 1
r= .
~ nl V2 —6r +1

Nous pouvons remarquer que

vVt —6r+1 \/1_W\/ 3+2\/
2

52. Pour® z € [0,1], = 562 <1n(1—|—1’)<x—%+§

En utilisant ce qui précede nous en déduisons pour n € N*,

1 1 1 1 1 1
n? (E — ﬁ) <n2 In <1 + —> <n2 (ﬁ — ﬁ + 3—> c’est-a-dire

1 1
n——<n ln( ) n—§+3—pulspourm€R+,

1 (n )w” 1+ x"< 1 (n) 1 :U”
—exp(n)— <—=ex ex —
Ve PUTIS n n! /e PUEPA 3,

2

(1+1)n - Lepm).

n n—-4o0o e

7’ . -\ ex " /7 N
Le rayon de convergence de la série entiere E ( ‘) est égal a +o00 donc la
n
$2 .1'3 1‘2
23. On peut étudier les variations de  — In(1+ ) — 2 + 73 etxr— In(l+z)—az+ 5

+o<> n.n
(-D)"x
ou considérer la série alternée E

n=1

définissant In(1 + z) pour z €] — 1, 1].
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23.

n

1\" x
série entiere Z (1 + —) — a pour rayon de convergence 0o et la fonc-
n n!

+00 n?
1 n
tion définie par f(z) = 1+ - L | est définie sur R.
- n n!

1 2
Pour z € [0, 1] nous avons exp(x)<1+ 2z donc exp (3—) <1+ I
n

+oo 1 ™ +oo =1

p R = » ——. g est dérivable et ¢'(z) = :
osons pour r € R, g(z) ; ~— 7+ g est dérivable et g (7) ; oy
—1

g'(0) =0 et pour z # 0, ¢'(x) = %.

¥ t)—1
Nous avons donc g(z) = / %dt.

0
Soit € > 0.
2 1
B t)—1 v t)—1 2e t)—1 v
/ exp(t) =1, / exp(t) =1, / exp(t) —1 < / expl(1)di
0 t 2 t 0 t 2 0
E  exp(t) - 1
2 exp(t) — 5
= / 2 —(exp(z) — 1).
; / 2

T—+00 t

1
2¢ t)—1
lim exp(—zx) (/2 %dt + g(exp(az) —-1)] = g donc il existe A > 0
0

v t)—1
tel que pour x>A on ait exp(—x) (/ %dt) <e c'est-a dire
0

g(x) = o(exp(z)) lorsque x tend vers +oc.
+o0
" 1
pour z € R nous avons Z (ez) = —(exp(ex) — 1).
=1

Venl /e

Nous en déduisons que pour x € R,

%<exp<ex> - 1)<f(:c)<%(exp(ex) 1)+ Siﬁgm).

_ L . p(ex)< — 1 o 2 (ex). En utilisant ve
exp(exr)< ex). En utilisant ce que nous ve-

1
nons de démontrer nous en déduisons f(x) C TR exp(ex).
T—+00 e

Pour obtenir n il faut p jetons marqués 2 et ¢ jetons marqués 3 avec 2p+3q = n.
II faut déterminer le nombre N(n) d’entiers p tels qu'il existe ¢ vérifiant
2p 4+ 3q = n.

Considérons les deux séries entieres Z 2" et Z 3",

La premiere série a pour terme général a,x™ avec as, = 1 et as,r1 = 0, la
seconde série a pour terme général b,x™ avec bz, = 1 et b3,11 = b3pio = 0.

La série produit de Cauchy de ces deux séries a pour terme général E Cpx"

avec ¢, = Z ab; = Z 1= N(n).

i+j=n 2p+3q=n
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o4.

+oo

Pour |z| < 1 nous avons E " = 5 et g " = ﬁ
-z
n=0

En décomposant en éléments simples nous obtenons

1 1 1 1 iv/3 iv/3
(= —a%)  Ai-2)  6(1-2P A1+z) 9—j) -7
Pour |z| < 1 nous avons donc

1 X1 1 . 2f 2n+ )\
(1_:62)(1_353)=;<1+6<”“>+1<—> 9(7))9”

L1 2 2(n+ 1
Nous en déduisons N(n):z+6(n+1)+_(_1)"+ \9/_ ( (n—:i))— )W>
P 3p, N(n) 1+1(3 +1)+1( 1)p+1
our n = n)=-+—- (= -
P 16" 1 3
P =3p+1, N( )—1+1(3 +2) 1( 1) 1
our n=3p+1, N(n) = 7 + =(3p 7 5
1 1 1
Pour n=3p+2, N(n) =+ =(3p+3) + (-1)".

En examinant la parité de p nous obtenons
N(6g) = g+ 1, N(6¢+1) = ¢q, N(6g+2) = g+ 1, N(6g +3) = ¢ +1,
N6g+4)=q+1, N6g+5)=q+1.

+o0o 3n
t
Pour ¢t € Ry, ch(tvt) = E o)’

n=0

Pour t € R*, 3" = (—=1)"(—t)*" = (=1)"(—t/—1t)™
+Zoo t - f(—l)"ﬂ = cos(—tv/—t) = cos(ty/—t).

— (2n)! (2n)!

ch(tv/t)) lorsquet € R
cos(ty/—t)) lorsquet € R_

loppable en série entiere a 'origine ; le rayon de convergence de la série entiere
étant égal a +oo.

La fonction définie sur R par f(t) = { est déve-

55. f(x) = V1 —+/1—a% Posons u = z* = sin(t) avec t € [O, g} Notons
t
g(u) = V1 —+1—u?et h(t) = V2sin (5)
2
h est de classe C*, h(0) =0, h'(0) = \/7_
Pour u €]0, 1], ¢'(u) = “ :
V1—u?V1—v1—u?
11m+g (u) = V2 donc g est de classe C* sur [0, 1].
u—0
u
La dérivée de I'application ¢ : u — est 'application
1 —+v1—u?
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21 —u? — 2 4+ u?

u—>
2v1 — w21 — /1 — (1 — 1—u2
/ \/5 2
Lorsque u tend vers 0 nous avons ¢'(u) = ———u + o(u”). ¢ est donc de classe

4
C! sur [0, 1[ et donc aussi ¢'.

() = cos(t)g'(u), h"(£) = cos(t)2g” (u) — sin(t)g'(u) = —h(t) = —2g(u).

4 4
Nous avons donc

Vu € [0, 1[, 4(1 —u?)g” (u) — 4ug’(u) + g(u) = 0, ¢'(0) = V2

o0 9(0) = 0.
Existe-t-il une série entiere Z a,u’ de rayon strictement positif, R, dont la

somme est au voisinage de 0 égale a g(u)?
Nous devons avoir pour u € [0, R[N[0, 1],

+00 —+00 +o00 +oo
Z 4n(n — Dau™ 2 — Z dn(n — 1)a,u”™ — Z dna,u” + Z a,u" =0 soit en-
n=2 n=0 n=0 n=0

core 2(4(71 +1)(n+ 2)anss + (1 — 4n%)a,)u™ = 0.

(4n+ 1)(4n + 3)
4(2n + 2)(2n + 3)
(4n +1)(4n + 3)
4(2n+2)(2n+3) "

(4k + 1)(4k + 3)
bOH 42k + 2)(2k + 3)

Nous obtenons donc Vn € N, ag, =0 et ag,13 =

A2n+1-

Notons b, = agpi1. Vn €N, b,y =

Les coefficients b,, sont tous non nuls donc b,,11 =

n

[k + 1)(4k + 3) =

k=0

n

(4n + 4) H4 (2n +2)(2n + 3) = 4" (2n + 3)!.

47+1(2n, + 2)!

V2 (4n)!
2 167(2n + 1)!(2n)!’

Nous avons donc Vn € N*, b, =

n = 0.
Lorsque n tend vers 400, en utilisant la formule de Stirling, nous avons

relation vraie aussi pour

2n
o~ ( 2n ) e

on \*" onin (14 1 . on \*" 1
=exp | —2nln — ] ). lim = -.
2n+1 P 2n n—+oo \ 2n + 1 e
1
Finalement b, ~ 5
n—+o0 4ﬁn§
R = 1 et comme nous l'avons déja vu la série converge uniformément sur
-1, 1].

g étant continue sur [0, 1], I'unicité de la solution de I’équation différentielle

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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+00 +0o0
conduit aVu € [0, 1], g(u) = Z bou®" T puisVr € [-1, 1], f(z) = Z bt
n=0 n=0
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Chapitre 6

Séries de Fourier

1. (a) Soit (uy),cy une suite d’éléments d'un espace vectoriel normé E. Pour

n 1 n
n € N, notons S,, = uy et pour n € N*, g, = — Sk.
On suppose que (nu,), .y est bornée et que la suite (07,), oy est conver-
gente.

Montrer que la suite (S,),cy est convergente de méme limite o, que la
suite (0y,),cy- Pour cela, montrer

(b) i. Pour 1<n < m,

(m —n)S,, — (m —n)o =mo,, —no, — (m —n)o + Z (k—n —1)uy.
k=n+1
ii. En déduire Vi >0,3N. € N, Vn e N, n>N, = |jo, — o||<n et
2mm

Vm > n=N,, ||Sy —al|<n+—+A<
m-—n

m N
——1), ou A est un ma-
n

jorant des n|u,|.

(¢) Soit f une fonction 2m-périodique définie de R dans C continue par mor-
ceaux. On note S, (f) la somme partielle d’ordre n de la série de Fourier

1 n—1
de f. On note, pour n € N*, g, (f) = - ZSk(f).
k=0

2
1 a+2m sin (@)
Vérifier la relation o, (f) t) | ———% | dt.

" onr o sin (”‘T_t)
Notons, pour z € R, A, (f) = o,.(f) — fz+0) _g Jw = 0).

Montrer lf} relation 2
An(f) = % /0 [(f(x + 2u) — f(x+0))+ (f(z—2u) — f(z—0))] <S§r§$)) -

En déduire lim A,(f)=0.

n—-+o0o

(d) Montrer que si f est continue alors la suite (A, (f)),cn- converge unifor-
mément vers 0.
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(e) En déduire que si (nc,(f)), ez est bornée alors la série de Fourier de f
converge vers f.
En déduire que si f est continue et si (nc,(f)),cz est bornée alors la série
de Fourier de f converge uniformément vers f.
. Soit f une fonction impaire, 2-périodique, définie sur R. V¢ €]0, 7[, f(t) = 1.
Montrer que f est développable en série de Fourier, quel est ce développement 7
. Soient les fonctions 27-périodiques définies sur R. Pour z €] — 7, 7|, f(x) =
ch(az) (a € R*), 22, 2, |z}, vexp(z), exp(x).
Montrer que les fonctions f sont développables en séries de Fourier, quel sont

ces développements ?
En déduire les sommes des series

1
Zn2+a2’zn2 Z nz Z,WZ Zm

n>1 n=1 n>1 n>1 n>1 n>1
(—1)m1 1 (—1)n1 1 1

Z 2 27 Z 2 ? Z 2 ’ Z 2 27 Z 8’

n>1 n + « n=1 n + 1 n=>1 n + 1 n=1 (’I’L + 1> n=1 n

. Soit f une fonction 27-périodique définie sur R :

v € [-m0], f(z)=0; z €, g], fla) =22 G]g,ﬂ], f(z) = 0.

Montrer que f est développable en série de Fourier, quel est ce développement ?
Ecrire la formule de Parseval.

. Soit f une fonction 27-périodique définie sur R, telle que :

pour z € [—m,0], f(z) =0; pour z €]0,7], f(x)=x(r — x).

Montrer que f est développable en série de Fourier, quel est ce développement 7
Ecrire la formule de Parseval.

. Soit f la fonction 27-périodique définie sur R dont la restriction a [—m, 7] est
définie par t — cos(at) ou « ¢ Z.

Montrer que f est développable en série de Fourier, quel est ce développement ?
Déterminer cotan(ar), puis un développement en produit infini de sin(t).
Refaire le méme exercice avec chaz, a € R*. Trouver un développement en
produit infini de sh(t).

Soit f une fonction 27-périodique, définie de R dans C, de classe C?, p>1.
On note S,(f) = Y cu(f)en ol V(t, n) € R X Z, e,(t) = exp(int).

k=—n
1
Montrer : || f — S,(f)|loo est négligeable devant : ( p_1> )
T neN*

. Soit f une application définie sur R, 27-périodique définie pour ¢t € [—7, 7]

ﬁ
par f(t)=1~ .
+001 +001

1
Développer f en série de Fourier. Calculer Z pok —1>2, Z —-
n

. Soit (by),cy une suite réelle décroissante, convergente vers (. Montrer :

1
Z(t € R+ b, sin(nt) € R) converge uniformément sur R < b, = o (—)

n
n=1
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2n
s
On pourra étudier Z by, sin <k4—> Pour la réciproque on pourra choisir

n
k=n+1
T n+p +o0
t€lo,n], p=FE <?> et étudier Z by sin(kt) et Z b sin(kt) ; la derniere
k=n+1 k=n+p+1

étant majorée grace a une transformation d’Abel.
10. Soit a € C, a ¢ [—1,1]. Soit b la racine de plus petit module de 22 —2az+1 = 0.

(a) Soit g(z) = — 1= it f(t) = ——
a Olgz_1—22cos(t)~|—z2’so1 B

2b
Vérifier que f(t) = T g(b). Développer g en série entiere a 'origine.

a — cos(t)

(b) Développer f en série de Fourier.

T t
(¢) En déduire la valeur de I,, = / Mdt, n e N.
o @ —cos(t)
T t
Exemple : calculer I, = / L(n)dt, neN, >0.
o ch(f) + cos(t)
1
11. (a) Soit t € R. Développer I'application A € C — en série

1 —2Xcos(t) + A2
entiere, a ’origine.

(b) En déduire pour |A| <1

! = Acos(t) + Jio A" cos(nt)
1 —2X\cos(t) + A2 1 —2\cos(t) + A2 e -
1

avec |[\| < 1. Développer f en série de

(c) Soit f(t) =
Fourier. i

En déduire pour |\| # 1, la valeur de I'intégrale /

0

A2 — 2\ cos(t) + 1
cos(nt) it

1 —2X\cos(t) + A2

12. Soit f : R — C, 2m-périodique, continue par morceaux. Soient a,(f) et b,(f)

an(f)

n

les coefficients de Fourier de la fonction f. Montrer que les séries Z

b
et ﬁ sont absolument convergentes. On pourra utiliser I'inégalité de
g g
n

Cauchy-Schwarz.

13. Soient f et g deux applications continues par morceaux définies de R dans C
2m-périodiques.

On pose h(x) = Z cn(f)en(g) explinz) + Z c—n(f)c—n(g) exp(—inz).

Justifier que h(x) est la somme de deux séries absolument convergentes.
Montrer que h est continue.

14. Soit x € }0, g] Soit f, une application de R dans C continue, nulle sur

[2z, 7], paire, valant 1 en 0, affine sur [0, 2z].
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Développer f, en série de Fourier.

+oo . 9 +oo . 4
k k
En déduire les valeurs de : E Smkg z) : E Smki x )

k=1 k=1

Soit f: R — C, de classe C! sur [0, 7], f(0) = f(w) =0 et / |F/(®)) dt = 1.
0
Montrer qu'il existe une suite (a,), gy, telle que :

+o0
vt e 0,7, f(H) = an sin(mt) o Z| anl? =

n=1
Soit r € [0, 1[. Soit E l'espace Vectorlel sur C des applications a valeurs dans
C, définies sur R, continues par morceaux, 27w-périodiques.
Montrer qu’il existe une fonction P, telle que Vf € E, VO € R,

oo +00
Z r"cn(f) exp(ind) + Z rc_,(f) exp(—inb) / f(t)

n=0 n=1

1 s
Calculer — / P,(t)dt et montrer la relation :
T Jo

(f(6+0)+ f(0 —0)).

l\l)lr—l

limz e, (f) exp(ing) =

r—1
< n€zZ

(a) Soient f et g deux applications 2m-périodiques définies de R dans C,

continues par morceaux. On pose (fxg)( =5 / flz—1t)g
T

On suppose que 'une des deux fonctions, g ou g, est continue ; montrer
que fx*g est une application continue, 2m-périodique.

(b) Comparer c,(f*g) et c,(f)ca(g).
(¢) Soit f(t) =t sur | — 7, x|, f 2m-périodique; calculer ¢, (fxf) et fxf.

Soit f(z) = Z COS(?:U).

nz2

n=1
Montrer que f n’est pas dérivable en 0. On pourra calculer f(z) — f(0) et

. , . . T
comparer a la somme calculée jusqu'a N = F (—)
x

Soit f une application développable en série entiere de rayon R > 0. Soit
g(t) = f(rexp(it)) 0<r < R. Calculer ¢,(g).

Soit f une application définie sur un ouvert de C, développable en série entiere
a l'origine de rayon de convergence R > 0. Pour z = rexp(if), r €]0, R[, on
pose g (rcos(f),rsin(0)) la partie réelle de f(z).

Calculer les coefficients de Fourier de 8 — g(r cos(f), rsin(#)) ; en déduire :

—i v T COS 7 sin T2_|Z|2 our |z| <r
Re((:1) = 5 [ (atreost). rsin®) L E ) i pour -] <

Phénomene de Gibbs On considere la fonction 27-périodique, impaire dé-
. T X
finie sur R telle que pour x €]0, 7, f(z) = 573
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22.

23.

24.

25.

26.

(a) Calculer la somme partielle d’ordre n, S,,(f), de la série de Fourier de f.
Etudier les variations de la fonction : x € R — S, (f)(x) = gn(x).

2k +1 n
(b) Soit ay o soit p 5

Pour k € N,, montrer que g,(ax) — gn(ar—1)<0. En déduire la relation
0<gn(2)<gn (), puis
T 3 t
Vn € N, Vz € [0, 7], \gn(x)K/ Sm; )
0
(c) Soit  fixé dans ]0,7[, étudier la limite de la suite (gn(7)),cy €t celle de

) s
la suite (gn ( )) ; conclure.
n+1 neN

Soit f : R — C, 2m-périodique, continue, de classe C' par morceaux. On
suppose connue la série de Fourier de f ; quelle est celle de la fonction g définie

par g(z) = f(x) cos(z) ?

dt = A.

—+00

. _ysin(nx)
Soit, € R, = E —1)nt
oit, pour z f(x) n:1( ) .
Montrer que f est continue sur | — 7, 7[.

d n .
Calculer o <Z(—1)plw>. En déduire f. On utilisera une transfor-

T
p=1 p

mation d’Abel.

Soit f une fonction continue de [—m, 7| dans R, f(—m) = f(7).

Soit g une application affine par morceaux et continue, 27 périodique, vérifiant
g(=m) = g(m) = f(m).

Calculer ¢,(g). En déduire qu’il existe une constante A>0 dépendant de g

telle que : [n%c,(g)|<A et que les séries Z cn(g) et Z ¢_n(g) sont absolument
convergentes.

Montrer, en utilisant le théoreme de Dirichlet, que la série de Fourier de g
converge vers g et que cette convergence est normale.

Montrer, en “approchant” f par g et sans faire de cercle vicieux, que f est
limite uniforme d’une suite de polynomes trigonométriques.

Soient f et g deux fonctions continues, 2m-périodiques définies de R dans C
dont les coefficients de Fourier sont égaux. Montrer que 'on a : f = g.

Soit f une fonction continue, 27-périodique. On suppose que les coefficients
de Fourier trigonométriques d’ordre impair sont tous nuls. montrer que f est
m-périodique.

(a) Soit 0 € }—g, g [ Développer en série entiere au voisinage de 0 la
1—
’ tan(@)) :

fonction f définie sur | — 1, 1] par : f(z) = atan <1
(b) Soit = €] — 1, 1. Développer en série de Fourier la fonction g définie sur

+x
R, 27m-périodique vérifiant g(—7) = —g(m) = —g et dont la restriction a
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1—2 0
_ £fini _ 1)
| — m, m| est définie par g(f) = atan (1 n tan (2>>

T

m—1
t + 2km)?
27. (a) Soit m € N*, Pour ¢ € [0, 27|, on pose f(t) = Z exp <z( + 2km) )

2mm
k=0

On note f la fonction périodique de période 27 dont la restriction & [0, 27]
est f. Vérifier que f est continue, de classe C! par morceaux sur R.

1 2w
(b) i. Soit ¢, = o / exp(—int) f(t)dt le coefficient de Fourier d’indice n
T Jo

de la fonction f.

En utilisant le changement de variable défini par ¢t = 2w (u—k)+mn,

T m="2 T
démontrer 'égalité c,, = exp (—z’—mn2> / exp <2i—u2> du.
m

2 mn
2

mqg+m 2i7ru2
ii. Pour tout entier ¢ € Z on pose u, = / exp < ) du et
m

mq
m(a+3) 2imu?
Vg = / exp du.
e AN

, , ny LT
Démontrer les égalités : coqg = u_g, Cog41 = €XPp <—z§m) V_g.

iii. Démontrer que les séries E (ug +u_y) et E (vg + v1—4) sont abso-
q=1 g1
lument convergentes et que 1’'on a :

+00 oo
f(0) = up + Z(uq + u_g) exp (—igm> Z(vq + V1_g).
q=1 q=1

, “+o0 2 .
(¢c) i. Etudier la convergence de 'intégrale impropre / exp(2imy)

0 \/ﬂ
+oo

ii. Démontrer que l'intégrale impropre J = / exp(2imx?) est conver-

dy.

—00

gente.
m
iii. Démontrer que l'on a f(0) = Jv/m (1 + exp <—17>)

iv. En écrivant la relation précédente dans le cas particulier m = 1,
calculer la valeur de J.

m—1
k’2
v. En déduire, pour m € N*, la valeur de G(m) = E exp <2Z7T—>
m

+oo

28. On pose, pour z € R, f(z) = Z cos(nz)

“~ nln(n)

Quel est 'ensemble de définition de f 7 Montrer que f est intégrable sur |0, 27].
Montrer que f est développable en série de Fourier.

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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Chapitre 7

Corrigé séries de Fourier

1.

(a)

Soit (up),cn une suite d’éléments d’'un espace vectoriel normé £. Pour
n

1 n
n € N, notons S,, = ug et pour n € N*, g, = — S.
La suite (0y,),,cn- €st la moyenne de Césaro de (S,),, - Nous avons déja
vu dans le livre concernant les suites que si la suite (5,,),,cy converge de
limite [ alors la suite (0,,),,cy- converge' de limite [. Nous envisageons ici
une réciproque.

n m
vn € N*, no,, = ZS’“ donc pour 1<n < m, mo,, — no,, = Z Sh.

k=1 k=n+1
Pour m = n+1larelation (m —n)S,, = mo,, —no, + Z —n—1)u
k=n-+1
est vérifiée. Supposons cette relation vraie jusqu’au rang m.
m—+1
(m+ 1)oms1 — noy, + Z (k—n —1)uy
k=n+1
= mo,, — no, + Z —n—Dug+ (m+ D)oy —moy, + (m —n)upi
k=n-+1

=(m—n)S, + (m—n)ups1 + (M + 1)oy,1 — moy,

=(m—n)Spi1+ Smi1=(m—n+1)Sn1.

La relation est vérifiée au rang m + 1. Celle-ci est donc vraie pour tout
m >nz=l.

m . . m—n—1 i B N i 2
Z k Z 1< 11 Zk:(m ;L)(mln 1)<(m n)
S n+1 &~ (n+1) n
Pour m > n>1 nous avons donc

2
m—n
(m —n)||Sm — ol|<m||opm — || + n|lo, — o] + uA.

Soit n > 0. Il existe N,, € N tel que pour m > n>N,, on ait

1. Si la suite est réelle et a pour limite [ = 400 ou —oc alors (0y,),,cy. @ aussi pour limite /.
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(m—n

2 )2
) Ag(m—n)fr]—iran—l—(m—n)
n

(m—n)||Sm—ol|<(m+n)n+ A.

2nn m
Nous avons bien Vm > n>=N,, ||S,, — o||<n + oA (— — 1)7 ou
m—n n
A est un majorant des n|u,|.

Cherchons a rendre

m
<ey, — — 1<ey en gardant n>N,,.
m —n n

. m 1 . , .
Nous devons donc obtenir <n< . Pour que n existe et vérifie

meq m

— > 1.
n+er l+e

n>=N,, il suffit d’avoir m > (1 4 e3)N,, et
Finalement il suffit d’avoir

1 /
m>(1—|—€2)]\7n, 6152—7’]>0€tm> ( +€2)(6 +77)

€1€2 — 7
1+ K\/n)(K + /1)
(K> 1)/

Choisissons €1 = g9 = K/7. Il vient K? > 1, m >

Choisissons K = v2 et n < 1.
Il nous suffit d’avoir m > (1 + /2n)N, et en majorant le numérateur de

(1+ Kym)(K + i) 6

par (v/2 4 1)? < 6, il suffit d’avoir m > —.

(K= 1)y Vi

6
Finalement, pour m > 3N, > (1 ++/2n)N,,, m > ? nous obtenons
n

1S — all<n+ \/2n + Ay/2n; n étant strictement inférieur a 1 il vient

1S — || <vm(1 + V2 + AV?2).
Soit £ > 0. Soit  €]0, 1[ vérifiant \/7(1 + V2 + AvV2)<e.

6
Soit N € N, N > 3N, et N > 7 Pour tout entier naturel m>N nous
n

avons ||.S,, — o||<e. La suite (Sy,),,cy- cOnverge vers o.

Remarque Remplacons la suite (uy), .y par une suite de fonctions.
Supposons que la suite (0,), . converge uniformément vers o. Dans la
démonstration que nous venons de faire, N, ne dépend que de 7 et pas de
la variable associée a la fonction S,,. S'il existe un majorant A de n|/u, ||«
alors la convergence de la suite (S,), oy est uniforme vers o.

Soit z € R.
n n a2
,2_: el f) explika) = % ,;:_: ( /a F(t) explik(z — t))dt).

Pour exp(i(x —t)) # 1,

> explik(x — t)) = exp(—in(z — t))
) sin ((2n+12)(w7t))

s ()

exp(i(2n+1)(z —1t)) — 1
exp(i(z —1t)) — 1
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Nous avons alors
n 1 aton sin <(2n+12) (z—t) )
t dt

> etk = o [ 00—ty

k=—n 2

Pour exp(iu) # 1,
o . (2k+1Du) o .\ exp(inu) — 1
kz;sm <T) = Sm (exp (i3) W)

2
1 a-+2m sin (n(xit)>
Nous obtenons donc o, (f) = — / f@&) | ————=1 dt.

- 2nm

En choisissant f = 1 nous avons

2
a+2r [ sin (n(z_t)>

n =1d 1=— ——— 2| dt.

on(f) one nmw J, sin (Tt)

Il vient alors :

An(f)zan(f)_f(x—i—O)—I—f(yc—())

2

1 a+2”<f(t)_f(:z:+0)+f(x—o)) Sin(@) Zdt'

" onr o 2 sin (%)

Choisissons @ = x — 7. Découpons 'intégrale en deux intégrales; 1'une
entre ¢ — m et x et 'autre entre x et x + 7. dans la premiere intégrale
utilisons le changement de variable u — t =  — 2u et dans la seconde
u — t = x + 2u. Nous obtenons

An(f):i/f (f(zv—2u)— f(x+0)+f(x—0)) (sin(nu))2du

" 2 sin (u)
= O; (f(:c+2u)— f(“m;f(x—@) (S;?D(ZLQ;))Qdu

soit encore

An(f)Z% /02(f($_2U)+f(90+2u)—f(ac—i—O)—f(x—O)) <S:D(Z$)>2du.

Notons, pour u € [O, g] ,9(u) = flz—2u)+ f(z+2u)— f(x4+0)— f(x—0).

lim g(t) = 0. g est continue en 0. Soit € > 0. Soit n € }0, g[ tel que

u—07t

pour u € [0, 7] on ait |g(u)|<e. f étant continue par morceaux est bor-
née. Nous obtenons donc

sl [ (Bl gy Wl 7 (S0,
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2
a+2r [ sin (@)
En reprenant la relation 1 = p- dt nous obte-

nw J, sin (%t)

z—a . 2 us . 2
nons 1 = i/ 2 <s1n(nu)> du = 2 [ (sm(nu)> du.
nm Jaza2x \ sin(u) nm J, sin(u)
41Nl ( 1 )2
+ : .
nm sin(n)

€
=5 donc Il existe un entier N tel que

Nous obtenons alors |A,(f)|<

2
i (2 Ml (1
n—+oo \ 2 nm \sin(n)

A flle (1 )
neN, n>N= = - 171 - <e clest-a-dire lim A, (f) = 0.
2 nm \sin(n) n—-+00

S—— N ™

(d) Si f est continue, elle est uniformément continue. Reprenons la démons-
tration précédente.
L’élément n > 0 introduit dans cette démonstration ne dépend plus de z
car f est uniformément continue. La convergence de la suite (A (f)), cn-
est bien uniforme.

(e) En utilisant le résultat vu plus haut, nous en déduisons que si (nc,(f))
est bornée alors La série de Fourier de f converge vers f.
Si nous supposons f continue et (nc,(f)),c; bornée alors la suite (o, (f)),,cn-
converge uniformément. (¢ — nc,(f) exp(int)), ., est bornée uniformé-
ment donc en utilisant tous les résultats précédents nous en déduisons
que la série de Fourier de f converge uniformément vers f.

ne”L

2. f 2m-périodique, définie sur R, impaire et vérifiant pour ¢ €]0, 7[, f(¢) =1 est

de classe C! par morceaux; elle est donc développable en série de Fourier et
+oo

2 ™
vérifie Vi € R, f(t) =) bysin(nt) avec Vn € N, b, = = / sin(nt)dt.
T Jo
n=1
2 [T 2
- in(nt)dt = —(1+ (=1)"™).
= [ sin(ntt = Z(1+ (1)
+oo
Nous en déduisons f(t) = nz% @ r sin((2n + 1)t).
T X1
En particulier, pour ¢ €]0, 7|, i nZ:O 1 sin((2n + 1)t) et par exemple
+00 +o0
™ 1 _ T (=)™
z= 2n+1)7) = |
1 ;2n+lsm<( nt 3 ;2n+1

3. Les applications f 2m-périodiques définies sur R dont les restrictions a | —7, 7|
vérifient f(t) = ch(at) ou t* ou t* ou |t|* sont continues et de classes C' par
morceaux ; celles définies par f(t) = texp(t) ou exp(t) sont de classes C' par

2. Nous savions déja que atan(t) = JFZO:O ﬂth+1 done = = atan(1) = Jio (="
o 2n+1 4 2n+1

n=0
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morceaux. Toutes ces fonctions sont développables en séries de Fourier.

e La restriction de f a [—m, 7| est définie par f(¢) = ch(at).
%/Oﬂ ch(at) cos(nt)dt = % Re (/Oﬂ(exp((a +in)t) + exp((—a + in)t))dt)
1 o ([exp((m + a)t) N exp((in — a)t)} ”)‘

m—+ mn—« 0
2(—1)"ash(ar)

(a2 + n?)

2 ™
Nous obtenons donc — / ch(at) cos(nt)dt =
0

T
Nous avons donc pour t € R,

ft) = M + Z 2(—1)"ash(ar)

am m(a? + n?)

cos(nt) puis
n=1

sh(am)  2ash(ar) << (=1)
Vt € [-m, 7|, ch(at) = e + - nZ: e cos(nt).
e La restriction de f & [—m, 7] est définie par f(t) = 2.

Pour n € N*, en intégrant deux fois par parties nous obtenons

2 [T 4(—-1)" 2 [7 272
—/t2 cos(nt)dt = ( 2) et nous avons —/t2 cos(0t)dt = “T . Nous en
T Jo n T Jo 3
2 I
—1)"
déduisons Vt € R, f(t) = % + Z (n2> cos(nt).
n=1 2 +oo n

En particulier pour ¢ € [—, 7] nous avons t* = LB Z A1) cos(nt)

p p , 3 = :

n=1
e La restriction de f & [—, 7] est définie par f(t) = t*.
Pour n € N*| en intégrant quatre fois par parties nous obtenons

2 /” 8(—1)"(7*n2 — 6)

t* cos(nt)dt =

™

2 (7 27
Z et nous avons —/t4 cos(0t)dt = —.
n T Jo 5)

4 I 2,,2
—1) (w20 — 6
Nous en déduisons Vt € R, f(t) = T+ Z B n ) cos(nt).

4
5 vt n

En particulier pour ¢ € [—m, 7| nous avons

4 I n(2,,2
8(—1 —6
th = %—i— g (=1) (7r4n )cos(nt).
n
n=1

e La restriction de f a [—m, 7] est définie par f(t) = [t]°.

2 [7 3
— / t3 cos(0t)dt = 5 Pour n € N*, en intégrant par parties nous obtenons
0

T
2 [T 2(—=1)"w? 4+ 12(1 — (=1)"
—/t3cos(nt)dt:6n( )W+4( ( ))
7 Jo ™m

Nous en déduisons Vt € R, f(t) = T + . cos(nt)

™ §6n2(—1)”7r2—|—12(1—(—1)”)
— ™n
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™ X (=1)" 24 X1
= Z+67T; = cos(nt)—i-?nzzomcos(@n%—l)t).

En particulier pour ¢ € [—m, 7| nous avons

, X (—1)" G |
|¢] —Z+67T; = cos(nt)—i—?zmcos(@nn%)t).

n=0
e La restriction de f a | —m, 7| est définie par f(t) = texp(t) et nous posons

f(m) = wsh(m).

1 [" , 1 [ ,
Vn € Z, ¢, = ) f(t) exp(—int)dt = o /ﬂtexp((l —in)t)dt

= o | (7=t~ ) e i

_ (=Deh(m)(1+in)  (=1)"sh(m)(1 +in)*

1 4 n? (14 n?)?
VYneN, a, =c,+c_pn, by =1i(c, —c_,). Nous en déduisons
2(—=1)"ch(w) 2(—=1)"sh(w)(1 — n?)

" - ¢
¢ 1+n? (1 + n?)? e
Vn € N*, b, = _2(=1)"nch(m) 4(=1)"nsh(m)
14 n? 7(1 4 n2)?

Nous obtenons donc V¢ € R,

£(t) = ch(r) — sh(m) N Z ((2(—1)” ch(m)  2(=1)"sh(m)(1 — nQ)) cos(nt)

T — 1+n? (14 n?)?
2(=1)"nch(r)  4(—=1)"nsh(n)\ .
_ ( g BT sin(nt) ).
e La restriction de f a | — w, m[ est définie par f(¢) = exp(t) et nous posons

£(7) = ch(r).
Vn € Z, cn = % F(£) exp(—int)dt — % exp((1 — in)t)dt

—T

_ (=1)"(1 +in) Sh(ﬂ').

(14 n?)

(=1)"2sh(n) . (=)"(=2n)sh(m)
vneN, a, = (1 12) et Vn e N*, b, = T )
Nous obtenons donc Vt € R,

Csh(m) | 2sh(n) <X [ (~1)" (=1)"n |
f(t) = - + - Z T cos(nt) — T sin(nt) |.

e Dans le premier développement en choisissant ¢ = 0 puis ¢ = 7 nous obtenons

_ sh(am) N 2ash(am) i’i (=1)"

am T n? + a?
n=1

1

puis
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sh(ar) 2ash(ar) <2 1
h =
ch(a) am * T ; n? + a?
Nous en déduisons :
f (-1 1 sh(ar) —an . f 1 am ch(am) — sh(an)
= e e .
— n’+o? 2a%sh(am) — n’ + o 2a2sh(am)
1 1 . . (="
Va € R, ———<—. Les séries de fonctions Z a€R— eR
7’L2 + 012 n? et TL2 + a2

1
et Z (a ER+— ﬁ € R) sont normalement convergentes donc
ne + «
neN*
+00 (_1)n71 +oo (_1)n71 +oo 1 +

o0
. : 1
lim = g et lim —_ = —.
o0 n2 + a2 n2 50 n2 + a2 n2
n=1 n=1 n=1 n=1
En utilisant les relations précédentes nous avons

i’i (=t i sh(am) —ar

—~ n? a—0 2a?sh(am) 127

=1 . anch(ar) —sh(ar) =2
_2 — lm 5 = —.

anl n? a0 2a%sh(am) 6

En choisissant o = 1 nous obtenons :

(1)t shin) -1 X1 7 ch(m) — sh(m
SR shim = 3% () — sh(r)

n2+1 2sh(m)

n?+1 2sh(m)

n=1 n=1

e Nous avons pour ¢ €] — w, 7|,

texp(t) _Ch<7)_@+z ((2(_1)n chm) _ 2(=1)"sh(r)(1 = n )) cos(nt)

— 1 4 n? (1 + n?)?
2(—=1)"nch(mr) 4(=1)"nsh(m)\ .
_ ( T B ETE )sm(nt)) et
sh(m) <X /2(=1)"ch(x) 2sh(r)(1 — n?
WSh(Tr):Ch(ﬂ')_#_'_Z( ( 11_712( ) _ WE1>—1(-n2)2 )>

n=1
Pour ¢ = 0 nous avons

0= eh(r) — 2T | 5 (2(—1>" ch(m)  2(~1)"sh(m)(1 - na))
2

1 4 n? (14 n?)?

(—=1)" ch(n) +§2(—1)”sh(7r) 4(—=1)"sh(n)

7r 1+n? £ 7(1+n?) w(1+n2)2
B sh(m) sh(r) =7 sh(r) =7 4(—1)"sh(m)
0= ch(m) - T h(m) sh(m) T (1 +n2)?

e En utilisant la relation définissant t* nous ne déduisons pour t = 0,

4 +o0 n +o0o n
_m eSS EDT 3R
0= 5 + 87 ) — 48 "

n

n=1 n=1
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I n +0 n—1 4
-1 —1 7
Sachant que ; (=1) = —% nous en déduisons 2 ( n)4 = 720.
Pour t = 7 nous avons 7+ = = +8W2;$ — 4871221%.
“+o0o 7T4 - -
N déd =
ous en déduisons Z o0

e En utilisant la relatlon définissant [¢|> nous ne déduisons pour ¢ = 0,

3 +0o n +0o
™ (=) 24 1
0 = Z + 67T E + —

2 1
—~ n T = (2n+1)

Pour t = 7 nous avons

+0o0
:—+6ﬂz o

(2n + 1)
2 1 o
Sachant que Z = E nous en déduisons Z m =9
=1
En écrivant ; = — Z 16n4 nz 2n—~|—1) et
+oo +0o0 n—1 4
Z " Z 16n4 Z ﬁ nous en déduisons ; % = %

En apphquant les resultats vus plus haut nous en déduisons que la fonction
g, 2m-périodique définie sur R dont la restriction a [—m, 7| est définie par
g(t) = 27%t* — t* est développable en série de Fourier et vérifie :

2rt ot —1)"
VteR, g(t) = R 482 o cos(nt).
En particulier 0 = — —i— 48 Z - 4
n=1
“+oo
1>n 1 77T4
N t = .
ous retrouvons ; 0

En utilisant la formule de Parseval nous obtenons

1" 7m\? 482 X1

o _W(27r2t2 —th2dt = (1—7;) - 2 ﬁ c’est-a-dire :

10708 497% 482X 1 X1
— 24—y " —. Il vient donc — o

315 225 o LagelVientdonesy z::lnS 9450

e En utilisant la formule de Parseval appliquée é la fonction dont la restriction

a [—m, 7| et t — ¢, nous avons —t4——+z—501tz
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400 ( +o0 1

2 _216714 Z enri

n=1
+o00

1
Zn4 Z:16n4 ZQn—i—l)

Nous en dedulsons

400 92

8n4 - 1 Z (2n + 1) Z
“+o0o _ +00 4
(=)t 771'4 1 s
Nous obtenons alors E o = 720 et nEO m = %

0 pour z € [—m,0]

s
T pour T € [0,5]

T
0 pour xE]E,W]

est de classe C! par morceaux donc elle est développable en série de Fourier.

1 [ sin (%5 cos (&) —1
aozz.VneN*, an:—/ t cos(nt)dt = <2)—|— (5)
8 T Jo 2n ™n?

4. La fonction f 2m-périodique définie sur R par f(x) =

?

1 (2 in (5
bn::—l/dtsnﬂnwdt::SHI(Z) 5 C5) 11 vient pour t € [r. A\ {5H
0

mn? 2n

(siDQ(n%) N cos (7?;2 — 1) cos(nt)
+ (SH;S?) — COSQSl%)) sin(nt)] )

1
Pour t = g la somme de la série est égale a 5 (f (g - 0> +f <g +O>> ;

+o00
1
bt — = m(2n+ 1)
nous obtenons + Z ( TAn2 ) T ; 7(2n + 1)2

L1 9 1 1 1 . T 1 T
Pour n € N*, —( +b;) = 2 + 54 5350 (n§> ~ 5,3 08 <n§>
La formule de Parseval nous donne donc :

+oo +oo n +oo n
L tZdt_—Jr Z R =" 1 Z(_l)'

27 162 c—~nt 2w (2n+1)> 167 <= n!

En utilisant les resultats déja vus nous en déduisons :
+00

-1 1 7 1 3
A Sy L
et (2n+1)3 90 8-90-16 162 32

0 0 el—m 0
5. f 2m-périodique, définie sur R par f(z) = { : | pour x e]g 7T] ] est
x(m—1x) pour x o
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continue et de classe C! par morceaux; elle est donc développable en série de
Fourier. Cette série converge normalement.

1 [ 2
aoz—/ $(W—l‘)dx:7T—.
0 6

7r
1 [" 1) t—1
Pour n € N*, a,, = —/ x(m — x) cos(nx)dr = % et
7T Jo n
1 [7 2(1 —(=1)"
b, = —/ z(m — x) sin(nz)dr = Lg))
T Jo ™m
Nous avons donc pour z € R,
2 +oo n—1 n
—1 -1 2(1 - (-1
flz) = % + ; (% cos(nzx) + % sin(nx) |.
I 1+ (=1)" 1— (=) 1 /7r 2 2 i
> b,) = 4 — —x)dr = —.
0+ 0 p o A e gy ), SN =g

Nous avons donc la relation de Parseval :
8l 4 (=) = (=)
T_T ( =D 1= (=0 )

15 144 — n4 m2nb
4 +oo +oo
Nous obtenons alors % = %; % % ; m. Nous en déduisons,
+oo 1 7T4
en utilisant les résultats déja vus plus haut, 2; 190 :
R 1 70 -
nZ:% (2n+1)8 ~960°

. La fonction f 2m-périodique définie sur R dont la restriction a [—m, 7] est dé-
finie par ¢ — cos(at) avec a ¢ Z est continue et de classe C! par morceaux.
f est donc développable en série de Fourier; la série de Fourier de f est nor-
malement convergente.

cos(at) cos(nt) = % (cos((a+n)t) + cos((aw — n)t)). Pour n € N,

2 [T 1 "
an = — /0 cos(at) cos(nt)dt = pl e sin((o +n)t) + p— sin((a — n)t)] i
~ 2(=1)"asin(am)
(a2 —n?)
. 2 . +oo _1)»
Nous obtenons donc Vt € R, f(t) = sin(ar) + asin(ar) Z (2 ) 5 cos(nt).
—-n

a7 ™ «
n

En particulier, pour ¢t € [—m, 7| nous avons

) sin(ar) 2asin(a7r)z (=)™

cos(at) = t 1
(c e + - R cos(nt) puis
n=1
sin(ar)  2asin(ar) w2 ,
cos(am) = + g 5 Soit encore
am 7r a?—n
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1 20 1

cotan(am) = — + ——— que l'on peut écrire® pour t € R\ 7Z,
amr A= at—n
1 R 2
cotan(t) — - = -
0-t-S
Soit ¢ €]0, «[. Pour n € N, n>2 = [t — n?*7?>(n? — 1)7? donc la série de
2t
fonctions continues Z t €]0, w[— o € R) converge normalement.
n=2
g 12t — ([T 2
Nous avons donc cotan(t) — - — ——= | dt = —————dt | c’est-
v /0 ( -3 t2—7r2) ;(/0 12— p2r2 )
a-dire :
g 12t = x?
cotan(t) — - — ——= | dt = In{1- .
/0 ( (®) t t2—7r2) ; ( n27r2)

xT

Soit a €]0, . / (cotan(t) — %) dt = In (w —In (M> nous en

“ T a

déduisons / (cotan(t) - ;) dt =In (sm(x)) puis
0 T

. —+o00 2
Vz €]0, [, In (sm(x)) = Zln (1 - f 2).
x — n?m

La continuité de la fonction logarithme conduit a

Vz €]0, [, sin(z) = q;ﬁ <1 o )

n=1

3. Soit ¢ €] [ 2 R T 2(¢| =X e[+t
. Soi -7, T o = : =) ———.
t2 — n2n? ‘ (nm)?P+2" (nm)? — 2 = (nm)2r+2

Nous pouvons appliquer les résultats concernant les séries doubles et nous en déduisons :
= X[ —2rtt X1

Z A Z Z uis L cotan(t) = Ji:.o 2@x2p_1
P ) T2pt2 2tz | PUS 5 o 2P :

n=1 p=0 n=1

1
Les coefficients du développement de - cotan(t) sont rationnels donc pour tout entier p € N*,
¢(2p) = rpm® on 1y, € Q.
1
Par exemple le développement limité a l'ordre 14 au voisinage de 0 de T cotan(t) est
1 1 2 1 2

1382
Zia 3 45 7 9 11 13 Sy
3 * 45 - 945 + 4725 i 93555 - 638512875 18243225 +olt™)
7T2 7.(.4 7.[.6 71_8 7.(_10

N d/d i 5 2 = — 4 = — = —_— —_— 1 _

ous en déduisons C(2) = = C(4) = T C(6) = oz, ((8) = gs €(10) = oo

69172 2714

12) = ————— 14) = ————.

¢(12) 638512875’ ¢(14) 18243225
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n2m2

_ (x—m)ﬁ (((mk)w—x)((n—k)wﬂ))

n=1

Soit N € N*, N > 1+ 2k.
(l‘—k‘ﬂ')]:[ (((n+k)7r—:v)((n—k)7r+x))

n?m?
n=1

N+k N—k N
_ k
= (=1)"z L[l (nm —x) 11 (nm+ x) E "

N—k N+k N
= (=1Dkx H (n’n® — 2?) nm —x) H s

n=1 n=N—k+1 n=1

- T T
) N—k 9 N Ntk N

n=1 nm=N—k+1 n=N+1 n=N-—-k+1

N—k k k
(1) - z? H - T H(n+N)7r—x

vt n’m? ) - (n+N—kjr) 2% (n+N—Fk)r

N—+400

- (x—kw)ﬂ <((n+k‘)7r—x)((n—k:)7r—l—x)> _ (—1>kxﬁ (1_71925_22)'

n=1

Nous obtenons le méme résultat pour k£ < 0.

400 2
Finalement Vz € R\ 7Z, sin(x) = a:H <1 S )

n=1
L’égalité est alors vraie, compte tenu de la définition de la convergence d’un
produit infini, pour tout réel z.
Reprenons, avec ch, tout ce que nous venons de faire avec cos.
La fonction f 2m-périodique définie sur R* dont la restriction a [—m, 7| est
définie par ¢ — ch(at) avec o € R* est continue et de classe C' par mor-
ceaux. f est donc développable en série de Fourier; la série de Fourier de f est
normalement convergente.

ch(at) cos(nt) = % Re (exp((a +in)t) + exp((—a +in)t)). Pour n € N,

0 = L Re (/Oﬂ(exp((a +in)t) + exp((—a + z’n)t))dt)

o+ 1n —a+mn 0
_ 2(—1)"ash(am)
 m(a2+n?)

h 2ash(
Nous obtenons donc Vit € R, f(t) = 5 (omr) ash(a) Z

5 cos(nt).
am

Joseph Di Valentin. Ezxercices corrigés.
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En particulier, pour ¢t € [—7, 7| nous avons

+OO n
ch(at) = sh(am) N 2ash(am) Z (—1)

cos(nt) puis

T T — a? +n?
sh(om) 2ash(om) «= ,
ch(am) = soit encore
(ar) am 21 24+ n2
1 20 < 1
coth(ar) = — + — ——— que l'on peut écrire pour ¢t € R*,

ar T a? +n?
n=1

“+oo
1 2t
th(t) — ==Yy ———.

2t 2A
Soit A > 0. Pour n € N* et pour |t|<A, n>2 = 2]

donc la série
\
t2 4+ n272 " n2q?

2t
de fonctions continues E (t ER+— PoR—— € R) converge normalement
nm
n=2

sur [—A, Al

z 1 R/ 9
Nous avons donc pour x € R, /0 (Coth(lf) - ;) dt = Z (/0 2 4+ 22 dt)

n=1

= 1 +oo 2
c¢’est-a-dire : /0 (COth(t) — Z) dt = ;hl (1 + ’n,f’]'('?) .

Soit (a, x) € (R*)?, ax > 0 et |a| €]0, |x|[.

/ax (Coth(t) = %) dt=1In (@) ~In (@) nous en déduisons
/Ox (coth(t) _ %) &= In (Shix)> suis

sh(z)

+o0 2
Ve € R*) In ( ) = Z In (1 + v ) La continuité de la fonction loga-

n?m?
n=1

+00 2
rithme conduit a Vo € R*, sh(z) == H (1 +— )

L’égalité est vraie aussi* pour z = 0.
7. Soit g une fonction de classe C!, 2r-périodique définie de R dans C.
2m 2
Nous avons la relation / g (t) exp(—int)dt = zn/ g(t) exp(—int)dt.
0

0
Nous avons immédiatement pour une fonction de classe CP,

/0 ’ 9P (t) exp(—int)dt = (m)P/O ’ g(t) exp(—int)dt.

4. Cette relation sobtient aussi (mais il faudrait le prouver) en utilisant la relation

sin(z IH<

n=1

sin(iz) = ish(x).

) et en remplacant dans celle-ci x par iz et en utilisant le fait que

219



CHAPITRE 7. CORRIGE SERIES DE FOURIER

Il vient donc ¢, (f(p)) = (in)Pc,(f).
Soit g une fonction continue par morceaux définie sur R et 27-périodique. Soit

o = (ag, ay, ---, a,) une subdivision de [0, 27| admissible pour f. Soit n € Z.
2m p—l gy
2ren(f) = f(t) exp(—int)dt = Z/ f(t) exp(—int)dt. Sur I'intervalle
0

lag, axy1] nous pouvons prolonger la restriction de f a |ay, agi1[ en une fone-
tion continue. Soit alors h une application continue sur un intervalle [a, b].

b
Etudions/ h(t) exp(—int)dt.

Commencons par le cas ou h est constante, égale a 1, sur [¢, d| C |a, b] et
nulle sur [a, b]\ [¢, d].

b .
Pour n € Z*, / h(t) exp(—int)dt = i(exp(—z'nal) — exp(—inc)).
a n

Si h est en escalier il existe une subdivision (ag, ---, a,) de [a, b] admis-
sible pour h. Notons, pour k € {0, ---, p— 1}, \; la valeur prise par h sur

b p—l
A
lag, agi1]. / h(t) exp(—int)d Z “F (exp(—inag;1) — exp(—inay)). Nous
n
a k=0
b
en déduisons lim h(t) exp(—int)dt = 0.
[n|—=+o00 J,
Supposons maintenant f continue sur [a, b]. f est limite uniforme d’une suite

(fp)peN de fonctions en escaliers.

b
/f exp(—int)dt = /(f() fp(t)) exp(—int) dt+/ f»(t) exp(—int)dt donc

t) exp(—int dt’ / |f(t) — fo(t)|dt +

/ fp(t exp(—mt)dt‘.
£

20— a)’
/ £,() exp mt)dt‘.

Soit € > 0. Il existe p € N tel que || f, — fl|co<

Nous avons donc

/ f(t exp(—mt)dt’

D’apres le résultat précédent, lim — +
n—-4o00 2

t) exp(—int)dt‘ =3 Il existe

N € N tel que pour tout entier n on ait n>N =

t) exp(—imf)dt‘ <e

b
c’est-a~dire lim f(t) exp(—int)dt = 0.

n—-+00 a

En regroupant ces résultats nous obtenons® que pour une fonction g continue

par morceaux définie sur R et 2m-périodique nous avons llim cn(g) = 0.
|n|—+4o0

Pour une fonction f de classe CP, définie sur R et 2m-périodique nous avons

5. La preuve de ce résultat est évidemment plus simple dans le cas ol g est continue et encore
plus simple (en intégrant par parties) lorsque g est de classe C!.
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1
lorsque |n| tend vers 400, ¢,(f) =0 o puis lorsque n tend vers +oo,
n

anlf) = 0 (ni) et bu(f) = 0 (ni) .

“+o00

F&) = Ra(F)(&) = Y (an(f)cos(kt) + ba(f) sin(kt)).
k=n-+1
La convergence de la série de Fourier de f est normale pour une fonction f
de classe au moins C'. Donc pour p = 1, lir+n lf — Ru(f)]loo = 0 c’est-a-dire
n—-+0oo

lorsque n tend vers +oo, f — R,(f) = o(1).
Supposons p=>2.

1 1
Soit € > 0 et soit N € N* tel que pour n>N on ait |an(f)|<5—p et |b,(f)|<e—.
n

2np
Z np +n 17’]/7’

k=n+1
Nous obtenons donc Ve > 0, Vit € R, Vn € N, n=N = |f(t) — R.(f)(t)|<

1
c’est-a-~dire lorsque n tend vers +oo || f — Ry (f)|leo = 0 ( > 1).
e

8. L’application f définie sur R, 2w-périodique telle que pour ¢ € [—m, 7] nous
t2
ayons f(t)=1— —; est paire, continue, de classe C! par morceaux.
T

La série de Fourier de f converge normalement. En intégrant par parties, pour
n € N*, nous avons

2 [T t? 4 7
a, = —/ (1 - —) cos(nt)dt = t sin(nt)dt
0 72

™ nmd J,

_ 43 {—tcos(nt)rju ! /Owcos(nt)dt:—él(_l)n.

nw n n2m3

2 [T t? 4
w2 [ Eat
T Jo T 3

Nous obtenons donc Vt € R, f(t) == — —
n=1
En utilisant la formule de Parseval nous obtenons

1 (" 2 4 X8
[ (1-L) a=2
27 J_, ( 7T2) 9 * ; ntm

SR SR
nt 8 9 15) 90

n=1

c’est-a-dire

Pourte[-m 7,1 — = =-— =
En particulier pour t = 0 et pour t = 7 nous avons
L2 4*‘”(—1)"tO 2 41

= - — — e —_ — — [

3 72 n? 3 72 1n2

n=1 n=

cos(nt).
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2 +0o n 2 +00
—1 1
Nous obtenons donc _T Z (=) et T —
12 — n? 6 — n?

) —+o0 1 7TQ

00 1 +oo<_

n2 nz; (2n +1)2 done ; 2n+1)2 8

. Soit € > 0. La convergence de la série de fonctions Z(t € R+ b, sin(nt) € R)
n=1
étant uniforme, il existe N € N tel que pour tout couples d’entiers (p, ¢) on

q
> by sin(kt)
k=p
2n
. km
Z by, sin (R)

k=n+1
La suite (by),,cy est décroissante donc pour & compris entre n 4 1 et 2n nous

k 1 2
avons by, sin (ﬁ) >bg,, SIn ((n;li-—)w) >£62n.

n )

ait : ¢=2p>=N = Vit € R, <e. En particulier pour n € N* au

moins égal a N nous avons Vt € R, <e.

n—-+4o0o

2n
2 k
Nous obtenons donc Mb2n< g by, sin il <e. Il vient alors lim (2n)by, = 0.
2 4n
k=n+1
2
0<(20 + 1)ban 11 < (20)bop 2t

vers 0.
Supposons que la suite (by),,oy s0it décroissante et négligeable, lorsque n tend

donc lim (2n + 1)banq1 = 0 et (nby,), o converge
n—-+00

) 1
vers +00, devant la suite | — .
n neN*

Montrons que la série de fonctions Z(t € R — b, sin(nt) € R) converge uni-

n=1
formément.

La fonction étant impaire et 27-périodique nous pouvons nous limiter a [0, .

n

Supposons ¢ €]0, 7] et posons p = F (g) Notons S, (t) la somme Z sin(kt).

k=0
n (n+1)t
_am Zexp(ik:t) 1 —exp(i(n+ 1)t) _81n(2)sm< 2 )
— 1 — exp(it) sin (1) '
1
Sn(t)]<
[Salt)l< @
Z kaIH kt Z bk Sk Sk 1 Z kak Z bk+1Sk
k=n-+1 k=n+14p k=n+1+p k=n+p
N-1
= DNSN() = bupr1 Snap(t) + D (b — brs1 ) S(2).
k=n+1+p
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10.

La suite (by), oy ¢tant décroissante positive, il vient

i bk sm(k:t)

k=n+1

N—-1
1
N +1 k§ ( k k—‘rl) +1 sin (E)

La suite (by,), oy tend vers 0 donc en utilisant le critere de Cauchy nous en

+oo
1
déduisons la convergence de E b, sin(nt) et g b sin(kt) <an+1_—(t).
sin (%
k=n+1 2

La fonction sinus est concave sur l'intervalle [0, q donc sur cet intervalle
. 2

Z b sin(kt)

k=n+1

Soit ¢ > 0. La suite (nb,),cy converge vers 0 donc il existe N € N tel
400

Z by sin(kt)

k=n+1

2
sin(t)>—t. Il vient alors <2bn+1%
T

que pour n € N, on ait n>N = . En particu-

< T
e 7T
2t(n +1)

™
<e
(n+p+1)  2t(p+1)

+oo
Z b sin(kt)

k=n+1+p

I <
er g 2t

€
Pour n>N, ogbng% donc pour £ € N, k>N, nous avons

n+p

. et ) ept ¢
< < <EULe,
0<by sin(kt) < > |besin(kt)] <5
k=n+1
+oo
Finalement Z br sin(kt)| <e. La convergence est bien uniforme d’ou ’équi-
k=n-+1
valence demandée.
2b 2b 1—b? 2b
(a) 1—52 (®) 1 —521—2bcos(t) + 0>  2b(a — cos(t)) 70
1— 22 1 1

=—1 .
1 —2zcos(t) + 22 * 1 — zexp(it) + 1 — zexp(—it)

Pour |z| < 1 nous avons

+oo +oo
g(z)=—-1+ Z(exp(int) + exp(—int))z" =1+ Z 2 cos(nt)z".
n=0 n=1
(b) f(t) = ————=. [ est de classe C* 2m-périodique. f est développable
a — cos(t)

en série de Fourier ; celle-ci est normalement convergente.

Les deux racines de I’équation z? — 2az + 1 ont un produit égal & 1 donc
elles sont toutes deux de module égal a 1 ou I'une des deux, b, a un mo-
dule strictement inférieur a 1.

Supposons que les deux racines ont pour module 1. Elles sont respec-
tivement égales a exp(ia) et exp(—ic) avec a réel. Nous avons alors
2a = 2cos(a) donc a € [—1, 1] ce qui n'est pas le cas par hypothese.
Nous avons donc |b| < 1. En utilisant les résultats précédents nous avons
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+0o0

f) =+ fbbg g(b) = 1f—bb2 (1 Y cos<ms)>.

n=1

Le développement en série de Fourier est unique donc

%/: f(t) cos(nt)dt = %/OW f(t) cos(nt)dt = illi“;

cos(nt) . 2mb"t!
a—cos(t)  1—0b2"
Soit # > 0. Pour a = — ch(f), nous choisissons b = — exp(—#). En utili-
sant ce qui précede nous obtenons
2r(—1)"exp(—(n+1)0)  7w(—1)" exp(—nb)
1 — exp(—20) B sh(9)
Supposons sin(t) # 0.
1 i exp(—it) exp(it)
1 —2Xcos(t) + A2 - 2sin(t) (1 — Xexp(—it) 1-— /\eXp(it))'
Pour |A| < 1 nous avons donc

)} (3018(?5) A2 2 sii(t) (Z(GXP( i(n+ 1)) — exp(i(n + 1)t )W)

=0

<s1n<<n+ 1t >) N

s
Nous en déduisons [,, = /
0

I, =

Mg

— sin(t)
1 1 d €
Sisin(t) =0 = = — ue==+l.
isin(t) "1—=2Xcos(t) + A2 (1—eX)?  dA (1—6)\> one
1 =
Nous en déduisons = = nzzo(n + 1)e" A"

Cette relation s’obtient a partir du développement précédent en rempla-

sin((n + 1)t)
sin(t)

Plagons-nous encore dans le cas ou sin(f) est non nul. En utilisant le

résultat précédent nous avons :
1 A cos(t)

1 —2)\008( )+ A2 1 —2\cos(t) + A2

_ ; (sm Slr;—l— 1)t )> \ in <sin((n ;nl()tt)) cos(t)) \ntl

n=0

14 Z (Sln((n +1) S)H:(ts)m(nt cos(t ) Zcos ()

n=1

par la limite en kr (k € Z).

Dans le cas ou sin(t) = 0,
1 A cos(t)
1 —2X\cos(t) + A2 1 —2\cos(t) + A2

+oo
1—5/\ Zé")\” ;cos(nt))\
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Le résultat est donc vrai pour tout réel ¢t et pour tout nombre complexe
A de module strictement inférieur a 1.

1
¢) Soit, pour t € R et pour |\ < 1, f(t) = . Le dénomi-
(c) P pour [ f®) 1 —2Xcos(t) + N2
nateur s’annule pour A = exp(it) ou A = exp(—it) ce qui est donc exclus
car |\| < 1. f est donc de classe C™, paire et 2m-périodique. f est dé-

veloppable en série de Fourier; cette série converge normalement. Nous

+o00
avons donc Vt € R, f(t) = % + Z a, cos(nt).
n=1

Il vient alors Vt € R,

+o00
Z cos(nt)\" = f(t)—Acos(t)f(t)
— %jtz a, cos(nt) — %)\ cos(t)—z (Aay, cos(nt) cos(t)).

En écrivant 2 cos(nt) cos(t) = cos((n + 1)t) + cos((n — 1)t) et en utilisant
le fait que la série > a,, est absolument convergente nous obtenons :

+o0o
a a a a
vVt € R, gocos(nt))\” = <§0 — )\51) + (a1 — )\?0 - )\?2)

+o0o
+ Z (an - )\an2_1 — >\an2+1 cos(nt)).
n=2

L’unicité du développement en série de Fourier conduit a
ap — Aay =2, Yn € N*, 2a, — AMaps1 + ape1) = 22"
Montrons un résultat préliminaire.

Soit (a, b) € R% x R.

1 1 1
T+ (@) 2(1+ (ai— b)) 201+ (—ai + b)u)
1 —(ai+b)u 1+ (ai +b)u

T 2((1 =)+ a2u?) " 2((1+bu)? + a*u?)’

% (1—(ai+b)u)= m(—% +2(a® + b%)u) + ﬁ ; OUS avons
donc

1 _ 1 —2b+ 2(a® + b*)u
2(1+ (ai — b)u))  4(ai —b) (a2 + b2)u — 2bu + 1

ai
T ai =) (@ + ) —2u+ 1)

De méme

1 1 20+ 2(a® + b*)u

214 (b —ai)u))  4(b—ai) (a2 + b2)u? + 2bu + 1 .
T ai =) (@ + ) + 2u+ 1)

1
Une primitive de v — 20+ (ai = byw) est :
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1

1 a?+b? b
—1 21 u? —2bu+1)+———at —— .
u — ai D) n ((a®+b*)u U+ )—|—2(a+ib>aan( —u a)
De méme une primitive de v —— ! est :
PHIY 2(1+ (b— ai)u)) '
1 1 a’+b? b
—1 2+ 2bu+1)+———at - .
u’—>4(b—ai) n ((a®+b")u’+2bu + )+2(a+ib)aan< - u+a>

Nous en déduisons

/+°° du _ lim 1 In (a® + b*)u? + 2bu + 1

o 1+ (a+ib)2u?  X-foo |4(—ai+ b) (a? + b?)u? — 2bu + 1
—i—;atan a2+bzu—9 +;a‘can a2+b2u+é :
2(a +ib) a a 2(a +1ib) a all,

/ oo du B 0
o 1+ (a+ib)2u?  2(a+ib)
Lorsque b = 0 le calcul est évidemment plus simple.

™ dt
Considérons I'intégrale /0 1+ A2 —2Xcos(t)’

t
En utilisant le changement de variable t € [0, 7[— u = tan <§> e Ry

qui est un C! difféomorphisme nous obtenons

/7r dt B /+°° 2du
o 1+A2=2Xcos(t) Jo (1+u?)(1+ A2 —2\2%)

1+

B 2 /+°° du
BT o T e

1+ A
Si 1 i = ib avec b réel alors |A\| =1 ce qui est exclus.
L+ A 1—|M?
R = >0 A < 1L
6(1—A> T~ Ocar
N donc YA € C, [A <1 / dt T
ous avons donc = )
v ’ “Jo 1+ A2 —2X\cos(t) 1— A2
2
En utilisant ce résultat nous obtenons ag = o
ag — 2 2\
S A#£0.a; = = )
upposons A # 0. a; 3 T )\22)\
Montrons que pour tout n € N, a, = T2

Le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1. Supposons-le vrai jusqu’au rang
n>1. En utilisant la relation 2a,, — A(a,+1 + a,—1) = 2A™ nous obtenons

4N\ 2™ n ) . . 2)\n+1
1—x 1-x 2\" = a, A cest-a-dire a,41 = e
2\"
Nous avons donc bien pour tout entier naturel n a, = (v

226



CHAPITRE 7. CORRIGE SERIES DE FOURIER

12.

13.

_ T cos(nt) T m pour n=>0
o 0’/0 1+ A2 — 2\ cos(t) /0 cos{rt) { 0 pour n e N~

Le résultat précédent est donc vrai aussi pour A = 0.

1 1 <=
Nous obtenons donc T2 cos(t) 7 12 =1 n <1+;(2)\ Cos(nt))>.

Finalement pour (A, n) € C x N, |A| < 1 nous avons

/7r cos(nt) gt — A"
o AZ—2\cos(t)+1  — 1—)\%

Remarque Nous pouvions utiliser le résultat de ’exercice précédent pour
obtenir la réponse a cette question.

1 2
o /. f(t) exp(—int)dt.

f étant une fonction 27-périodique, continue par morceaux définie de R dans
C la formule de Parseval s’applique et nous avons

5 | OPdt=eo(f |2+Z lea( )P+ le-a(HIP).

D’apres l'inégalité de Cauchy—Schwarz nous avons pour tout couple de n-
uplet (z, y) avec © = (z1, -+, x,) € C" et y = (1, -+, yn) € C"

Zy < (Z |xk|2> (Z w).

~ 1
Nous avons donc <Z lex (f ) (Z lex (f ) < ﬁ) :
k=1

: . . 1
Nous en déduisons que les séries de termes généraux (pour n € N*) |¢,(f)|—
n

Soit, pour n € Z, ¢,(f) =

1 21

1
et |c_,(f)|— sont convergentes et de plus
n

400 1 400 00 +00 1
Z(Icn(fﬂﬂcfn(f)!);é Doleal P+ D el pox

Pour n € N*, an(f) = cu(f) + con(f), ibu(f) = cu(f) — c—n([f) donc
|an (F)ISlen(] + leon(F)] et [bn(f)I<len ()] + len(f)]

Les séries Z anéf) et Z bnT(lf)

n>1 n=1

sont donc absolument convergentes.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons pour (n, p) € N2,

(Z Ick<f>ck<g>|) < (Z |ck<f>|2) (Z |ck<g>|2>.

f et g sont deux fonctions continues par morceaux définies de R dans C 27-
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14.

15.

périodiques donc on peut appliquer la formule de Parseval a I'une et I'autre
fonction. Nous en déduisons que pour tout réel z h(z) est la somme de deux
séries absolument convergentes.

Chaque application z € R — ¢,(f)en(g) exp(inz) € C est continue donc h
est continue.

La fonction f, définie de R dans C continue, nulle sur [2z, 7|, paire, valant 1

2
en 0, affine sur [0, 27] est continue de classe C' par morceaux. ag(f,) = il
2 [* t
Pour n € N*, a,(f.) = —/ (1 - —) cos(nt)dt
T Jo 2z

2 t\ 1 S e
=— {(1 - —> — sin(nt)} + —/ —— sin(nt)dt
m 2z ) n 0 T Jo 2nx

1 — cos(2nz)
B mir
fz est développable en série de Fourier; la série de Fourier de f, converge

normalement.

v 2 =Xsin?(nx)

Nous avons Vt € R, f.(t) = -+ — » ————=cos(nt).
T mri=
T 2 X sin®(nx)
Pour ¢t = 0 nous obtenons 1 = — + — Z —
LY e B
2 ] sin?(nx)
Pour ¢t = 22 nous obtenons 0 = — + — E ——5—cos(2nx).
T wri— n

2 +oo —1)"sin2
Pour ¢ = 7 nous obtenons 0 = L + — Z ( ) 51211 (na:)
n

™ T
n=1

En utilisant ces trois expressions nous en déduisons :

f sin'(nz) 7w f sin®(nx) 7wz a? Jrf (=1)"sin’*(nz)  a?
i = =i n? )
+oo (_1)n B ’/T2

A partir de la derniere relation et en utilisant la relation Z

n=1

n? 12’
vue dans des exercices précédents, nous obtenons

400
T (—=1)™ cos(2nz) , T2
0, —}, E =z°— —.
pour x € [ 5 2 o x 19

f(t) pour te [0, 7]
—f(—=t) pour te|[—m O] "
Soit alors h la fonction 27-périodique dont la restriction a —m, 7[ est la res-
triction de g a ce méme intervalle.

h est continue car f(0) = f(m) = 0. Pour ¢t €]0, «[, h'(t) = f'(t), pour
t €l —m, O], '(t) = f'(—t).

lim A/(t) = f'(0), lim A'(t) = f'(0). h est dérivable en 0 et la dérivée est conti-
t—0~ t—0t+

nue en 0.

Soit g la fonction définie sur [—m, 7| par g(t) = {
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lim A/ (t) = f'(m), l(im)+ B'(t) = f'(7) donc lim h'(t) = f'(m). h est dérivable
t—m— t—(—m —T

en 7 et la dérivée est continue en 7. h est définie sur R, de classe C. h est
développable en série de Fourier; la série de Fourier de h est normalement

1

3= | MO expl=int)dt, (1) = inc ()

co(h) = % ( /0 " F(t) exp(—int)dt — /0 ") exp(int)dt)

- _% /07r f(t) sin(nt)dt = _%bn<h)'

En utilisant les formules de Parseval appliquées a h et h' nous obtenons

1 =

3 | ok =< [ iwra = 3> bamP
n:l

: / “wora=2 [Cirwpa = o

21 ). 1) 2 n:1n "

_ % /0 " Ft) sin(t)dt.

h est développable en série de Fourier donc V¢ € [0, «], f(t) = Z b, (h) sin(nt).

convergente. ¢, (h) =

Posons pour n € N* «,, = nb,(h). Nous obtenons alors
+oo

vt e [0, 7], f(t)= Z%sm (nt), / If/(t)|*dt = Z|a”|2
16. Pour |r| < 1 osaosiQ " f(t) exp(i - = /)
. Pour |r nous avon r xp(i(n(@ —1t))) = [ —y et

n=0

S f(t) expli(n(—6 + 1)) = f(t) (_1 N ! )

1 —rexp(i(—0+1t))

rexp(i(—0 +t))
=) 1—rexp(i(—0+1t))

|7 f () exp(i(n(0 = 1)) <[ fllool [ et [r" f(£) exp(i(n(=6 + )< flloo|r|" donc

les séries sont normalement convergentes de la variable t. Nous avons donc

/W S exp(i(n(@—t)))) dt:/_ﬂ 1_reX‘];((t;(9_t))dt ot

—Tr

[ (S rwestioto+ m)) we [ TOCTLDIO o haie:

e s L—rexp(i(—0+1))

n=1

/W Zr”cn(f) exp(inf) + Zr”c_n(f) exp(—in@)) dt

T \n=0

T 1—r
:/_Wf(t)l—?rcos(@—t)%—rz'
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17.

1 —
Notons P,(t) = - . Nous avons bien
1—2r cos(t) + 12

+00
Z e, (f) exp(inf) + Z r"c_n(f) exp(—inf) / f(t)
n=0 n=1

1 K
f est 2m-périodique donc Dy / f(&)P.(6 —t)dt = 2— f(@ —t)P.(t)dt.
T ), T )

1 [ 1 (7
En choisissant f = 1 nous obtenons 1 = 2—/ P.(t)dt = —/ P.(t)dt.
TJ- 0

T

/_if(e—t) t)dt = /f —1)P, dt+/oﬂf(9+t)Pr(—t)dt

_/ (F(0— 1) + F(0+ 1) P.(t)dt.

0

/Oﬂ(f(e —t)+ F(O+ D) Pu(t)dt
:AVﬂe—ﬂ—fw—m+fw+w—f@+®ﬂuwﬁ
O - 0) + f(9+0))/7r Po(t)dt

=AQﬂ9—ﬂ—fw—®+fw+0—fw+®ﬂﬂﬂﬁ
+7(f(0 —0)+ f(0+0)).

Soit € > 0. Il existe o €]0, 7[ tel que pour ¢ € [0, o on ait
£
1f(6 1) = F(0—0)+ f(O+1) — f(0+0)<5.
Pour ¢ € [a, 7] nous avons
72 — 2rcos(t) + 1212 — 2rcos(a) + 1 = (r — cos(a))? + sin?(a) > sin?(a).

Aﬂﬂe—w—fw—n»+ﬂe+w—fw+n»3am4
/Oa Pr(t)dt+4\|fHoo/ﬂ Po(t)dt

" (1) er (L=r%)
lAp<m+S LU R

1 — 2
Jim 5 (sin2(;)) 1l = 5 done
im [ (F(6—1) = F(6—0)+ F(0+1t) — F(6 +0))P,(t)dt = 0.

r—1- 0

Nous obtenons bien lim Z le, (f) exp(ind) =

r—1
< nez

(f(6+0)+ f(0—0)).

l\')l»—t

(a) Rappel : soit F' une application définie de A x I dans C. I est un in-
tervalle de R et A une partie non vide de R™.
S’il existe ¢ continue par morceaux définie de I dans R, intégrable véri-
fiant ¥(x, t) € A X I |F(x, t)|<¢(t), si pour chaque t € T Uapplication
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F(, t)=(x el F(z,t) € C) est continue et si pour chaque xr € A
Uapplication F(z, .) = (t € I — F(x,t) € C) est continue par mor-

ceauz alors lapplication G définie par G(x) = /F(x, .) est définie sur
I
A et est continue.

Par ailleurs si une fonction g est une fonction T-périodique définie sur
R a valeurs dans C continue par morceaur nous avons pour tout réel a

/a - g(t)dt = /0 ' g(t)dt.

Si f et g sont deux applications 27-périodiques définies de R dans C,

continues par morceaux nous avons pour r € R,
T 2w

W flz—t)g(t)dt = ft)g(x —t)dt = f(t)g(x — t)dt.

0 @27 0
Nous en déduisons f*xg =g * f.

V(z, 1) € Rx[0, 2], [f(z—1)g(t)|<[|gloc. De meme |g(z—1) f(t)|<]|glloo-
Supposons par exemple f continue. En appliquant le rappel nous en dé-
duisons que f *x g est continue.

Soient f et g deux applications continues par morceaux définies de R dans
C, 2m-périodiques.

/0% ( /0 ) f(t)g(z —1t) eXp(—mx)dx> dt

_ /O - ( /0 7 o — ) exp(—in(z — t))d:):) F(8) exp(—int)dt

t

_ /0 : ( /_ T (@) exp(in(a —t))dx) F(t) exp(—int)dt.

g étant périodique nous en déduisons

/Ozﬂ < Ozﬂ ft)g(z —1t) exp(—inx)dx> dt
_ /027r (/0%9(:(:) exp(—z’nx)dx) f(t) exp(—int)dt

_ ( /0 27rg(x)exp(—in1:)d$) ( /0 ) exp(—z’nt)dt) = dx%e,(f)en(9):

Montrons que si ¢ et 1 sont deux applications continues par morceaux
définies de R dans C, 27-périodiques alors

/0 i ( / "ottt - t)dx) dt = / K < / e — 1) dt) i

Commencons par le cas ou la restriction de ¢ a l'intervalle d’extrémités
a et b avec 0<a<b<{2m est égale a 1 et nulle sur le complémentaire dans
[0, 27| de cet intervalle ; de méme la restriction de ¢ a l'intervalle d’extré-
mités ¢ et d avec 0<e<d<27 est égale a 1 et nulle sur le complémentaire
dans [0, 27] de cet intervalle.
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/O %( /0 %go(t)@/)(x - t)dt) dz = /O QW( / b¢(x - t)dt) dx

_ /0 (W — a) — W(z — b))da
avec V() = /_Z Wp(t)dt.

( 0 pour —2w<Lr<c— 27
r—c+ 27 pour c—2n<e<d— 27

U est définie par ¥(x) = d—c pour d—2n<z<c
r+d—2c pour c<x<d

{ 2(d—¢) pour d<z<m

Examinons trois cas

e a+ c=2m.

21 a+c—2m a+d—2m 27
/ \Il(:t—a)da::/ Oda:—l—/(x—a—c—i—Qﬂ)dx—i—/(d—c)d:p
0 0 a a

+c—27 +d—2m

= (d—¢) (47r—a—g—g).

e o+ c<2m et a+ d=2m.

2T a+d—2m a+c
/ \If(ac—a)dx—/(m—a—c—l—%r)dx—i—/(d—c)dx
0 0 a

+d—27

2
+/(a:—a+d—20)d:£

+c

e o+ c<2m et a + d<2m.

27 a+c a+d
/ \I/(x—a)dx:/(d—c)cM—l—/ (x —a+d—2c)dx
0 0 a

+c

2T
+/ 2(d — ¢)dx

+d

—(d—¢) (4w—a—§—g).

En faisant de méme avec b nous obtenons finalement
27
/ (U(x—a) =¥ (x—">))der = (d—c)(b—a).
0
Nous obtenons donc 1’égalité

[([ et —na) = [( [“ooite—ar)

Par combinaison linéaire, le résultat est encore vrai pour le cas ou ¢ et ¢
sont en escalier.

Supposons que ¢ soit continue par morceaux. ¢ est limite uniforme d’une
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suite (¢,),cy de fonctions 2m-périodiques définies sur Ren escalier sur
[0, 27].

Pour n>N,Vt € R, |p,(t) — o(t)|<1 donc |¢,(t)|<1 + ¢(t)|. Nous en dé-
duisons [|@y||ee < max(max(||@klloo, £<n),1 + [|¢]|oo). Il existe donc une
constante M € R, telle que pour tout couple (n, t) € N x R on ait

| onloe <M.
27

Posons u,(z) = i (x —t)p,(t)dt.

(@ = onOISM[[Plloe- Tim 9z —)pn(t) = P(z — t)p(t) donc

lim w,(z) = ) :D(x —t)p(t)dt = u(x).

n—-+00

Soit € > 0. Soit N € N tel que pour (n, t) € N x R on ait

9
n=N = |on(t) — o(t)|[ <o
onl®) = IS g+ 1

) = ulw)] = [ [0t = 0)enlt) = PO <2 o g <o

(tn),en converge uniformément sur R vers u. Nous en déduisons

2 2m
lim un(x)dx:/u(x)dx.
0

n—-+00 0

/0 2ﬁ< /O o (e — t)dx) it — /O %( :ZL(:U _ t)dx) on()dt
_ /0 %( 02&(;6)653;) (1)l = ( 02:”(‘”)6“”> ( /O 2;n(t)dt).

Il vient immédiatement

i 02ﬂ< /0 o (0 —t)dx> it — ( 02;(33)03:6) ( /0 2;(t)dt).

Nous en déduisons

/0 2W< /0 2;(t)¢(x - t)dt) dz = ( 02;@;)61:(;) ( /0 2;(t)dt>.

En supposant maintenant v continue par morceaux et en refaisant le
méme raisonnement nous obtenons finalement que pour ¢ et ¥ 2w-périodiques
continues par morceaux définies de R dans C nous avons la relation

/0 %( /O ot — t)dt) dz = ( 02(:::)@) ( /O 2;<t>dt>.

En choisissant ¢(t) = f(t) exp(—int) et () = g(t) exp(—int) nous obte-
nons ¢, (f * g) = cu(f)en(g)-

(c) Soit f la fonction définie sur R, 27-périodique et dont la restriction a
[—7, 7] est définie par f(¢) = ¢. En intégrant par parties nous obtenons

VneZ*, c(f) = (—711)"2' et co(f) = 0. 11 vient alors ¢, (f * f) = —i.

n2
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(f * f)(x) = f(w—t Z—/tf:c—t
= o :gr;—t w= = [ swi— 5 [t
1 T+
:—% I_:f(t)dt
(F £)a) = 5 [ fle=0pf 0= 5 [ f—o+ 07~
= o [ 1@t

—Tr

f * [ est paire 27T—périodique Supposons x € [0, 7.
1 T+ 1 T+
tf(t)dt 2dt — — / (t —2m)d

o ), Com
1 m+ﬂ T+ I2 7T2
=—— 2t 4 2 tdt = —— -—.
2 J,_ : + 2m 7T/W 2 o 3
Finalement fx f est définie sur R, 27-périodique et pour = € [0, 27| nous
2
1
avons (f x f)(x) = % - §(x — )2
Le développement en série de Fourier conduit alors a
w2 1
Vx € [0, 27|, E—§ r—7)= —2Z—COS nx)

Par exemple pour x = 7 nous avons , pour z = 0 nous

—+o00
w2 2 1

U D
avons 6 5 n2

n=1

Nous retrouvons des résultats déja vus de nombreuses fois; a savoir :

— n2 12 n:1n2_6'

18. Zcos(nx) = Re (Z exp(imy)) — Re (exp (Z(N 42— 1)x> Si%’l (z))

cos <—(N+1)m> sin (NI) 1 sin (_(21\/;1)1)

sin (E) D) + 2sin (%)

cos(nx
La série Z (3: ER+— (nz) € R) est normalement convergente.

n>1
Soient z €]0, 7r] et N=F E)_
x
N
f(0) = f(z) 1—cos 1—cos (nx)
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19.

20.

Nous avons donc f( Z
n=1
2N+1

N L
3N sin 2 ) 3/ 1
;(1 — cos(nx)) = T 32_6) 25 <— — 1> -

f(0) = f(=) \/_< 1) - VT

Finalement

x 213 2sin <L3> '
272
1 2
Lorsque z tend vers 0 nous avons — = — 4+ — 4 o(z"). Nous en dédui-
sin (%) x 12
1 3m—2
sons que - —1—— ~——
aue v ( 3sin (g)) z—=0t  3\/T
— f(0 — f(0
En conclusion lim M = —oo0. f étant paire lim M = +00.
x—07F X x—0~ x

Nous savons que lorsqu’une série trigonométrique converge uniformément alors
cette série est la série de Fourier de la somme de cette série.

Posons pour z € C, |z| < R, f(z Z)\ z"

étant développable en série entlere a l’orl ine, pour r €|0, R/, la série de
pp g p

fonctions Z(t € R — A\,r"exp(int) € C) converge normalement. Nous en

0 lorsque n € Z*

déduisons, en posant g(t) = f(rexp(it)), c.(g) = { A lorsque n € N

Soit z € C avec |z| <7 < R.

2 (%)neXp(_me) - <§> exp(—i6)— (2) ixp(—i@) B 'r’exp(zz'e) —

2\" , rexp(if) + z

1 27 . +00 A\ '
o ), (g(r cos(f), rsin(0)) (1 + 2; (;) exp(—mG)) d9>
1 T rexp(if) + 2
C 21 Jy rexp(if) — z
Pour r fixé, notons G(0) = g(r cos(0), rsin(6)).

Notons z = pexp(it). Nous obtenons alors en prenant la partie réelle des deux
membres :

g(rcos(f), rsin(6))do.

27 +oo n
% i (g(?“ cos(f), rsin(h)) <1 + 22 (g) cos(n(t — 9))) dQ)
L[ 2|z

=5 | Trexp(0) — z[Qg(TCOS(e)’ rsin(6))d6.

235



CHAPITRE 7. CORRIGE SERIES DE FOURIER

La série Z (9 ER+— (p>n G(0) cos(n(t —0)) € ]R) est normalement conver-

r

gente donc %/0 ' (g(r cos(f), rsin(h)) <1 + 2;::1 (g)ncos(n(t - 0))) d@)
_ 20(G) + f (B)n (a,(G) cos(nt) + b, (G) sin(t))
2 r " " '
Finalement "~

a0<2G) + Z <§)n (an(Q) cos(nt) + b,(G) sin(t)))

1 2 ,,,.2 _ |Z|2
= — 6)do.
27r/0 |7 exp(i6) — z|2G< )

+o00
G(0) = g(rcos(f), rsin(f)) = Z Re (a,r" exp(ind)).
n=0 .
Notons a,, = u, + v, ; (un, v,) € R% G(6) = Z ™ (uy, cos(nh) — v, sin(nd)).
n=0

Nous obtenons ag(G) = 2ug et pour n € N*, a,(G) = r"uy,, b,(G) = —1r"v,.

En remplacant dans la relation vue plus haut nous obtenons :

+00 1 2m r2 — |Z‘2
Z p" (uy, cos(nt) — v, sin(t)) = %/0 i oxp(i0) — Z|2G(0)d9 c’est-a-dire pour

n=0

Aer<k mee) = o [ 2 aew
AT = on o |rexp(if) — z|? '

Posons H(0) = Re(—if(rexp(if))) = Sm(f(rexp(ih)).
En appliquant ce qui vient d’étre fait nous obtenons pour |z| <7,

Sm(f(z)) = ! /27r e H(0)df donc finalement
> C2n )y |rexp(if) — z|?

Aer <k 1) = o [ DB e eplinyas

our |z| <r , f(2) = — : rexp(? .

P 21 Jo  |rexp(if) — z|? P

Remarque Nous pouvions utiliser un résultat déja vu plus haut a l'exercice
numéro 11.

1 27 9 )\n
Pour |A| < 1 nous avons la relation Py e ;(/)\Sc(:s()e) | 0 = Y

1 /27r exp(ind) 40 — A"
21 Jo A2 —2X\cos(0) + 11—\

donc

sin étant impaire,

+o00
Pour [¢| < R, f(¢) =) an™
n=0

Notons z = pexp(it) avec 0<p <1 < R.
2 |2]? r2 _ g2

Nous obtenons i exp(if) — 2P =27 o m———
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1 2 ,,,.2 _ |Z|2

2 0 |7’exp(i9)_2’20‘nr exp(ind)db

1 Tt exp(in(6 —t))

a,r" exp(int) df
1 —22cos(d —t)+ (’;))2

9 2
2w Jo r

2 2 P\
=0 . ()

= " (p)2 exp(int) = a,p" exp(int).

. r+p
" )| <——|ou,|r".
i oxp(i0) _Z|2|a r™ exp(inf)| r—p'a |7

2 |2
La série Z (0 — |7’eip i 9|>Z’_ Z|204npn exp(ind) € C) converge normale-

1 2 r2 — |z 2 '
ment donc pour |z| <7, f(2) = 27r/0 ]rexp(z'@l) |_ Z|2f(7" exp(i6))do.

Nous retrouvons le résultat précédent.

21. (a) f est impaire, 2m-périodique de classe C! par morceaux La série de Fou-

f(x+0)+f3:— Zb

rier de f converge et Vo € R, ) sin(nx)

Vn € N, / f(t)sin(t ! / (m —t)sin(t)dt = %

0

gn(x) = Su(f)(z) = Z e sin(kx).
k=1
Pour x non congru a 0 modulo 27,

- kZ: cos(kz) = Re (eXp(ix)

Pour z congru a 0 modulo 27, g, (x) = n.

Sy, est impaire. Soit x € [0, 7]. g, est alors

Ak (4k+1)7r} . [4k+27r (4k+3)7r}
e )

strictement croissante sur ,
n n+1

1—exp(iz)

1 —exp(inw)) _ sin (%) cos <%) |

s (3

9

n n+1

9

n—+1 n

)

Ak+1m (4k+2)7 ot Ak+3m (dk+4)m
n+1 n

strictement décroissante sur {

avec k entiers tels que les intervalles soient inclus dans [0, 7]. Finale-

27+ (2j+2)7 ot
n+1 ' n

ment, g, décroit strictement sur l'intervalle

27 27+ 1
croit strictement sur jﬂ, (27 + m .
n n+1

9
Les minima locaux stricts sont donc obtenus en les points —]7r pour
1<<E (§> et les maxima locaux stricts sont obtenus en les points

27 +1
n-+1

m pour 0<j<F <g>
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, (2k +1)m n , . n
== <E(=). <E(35)
(b) Soit ay 1 avec k € N, k\E(2> Soit k € N*, k E(2>
ar n
gn(ar) — gnlar—1) = / t)dt, g,,(t ZCOS jt) = Re (Z exp(ijt)>.
ak—1 j=1

Comme nous 'avons vu précédemment, nous avons donc, pour ¢t Z 0 (mod 27),
sin (%) cos ((”gl)t)
t) = .
9n(t) = s ()
2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b) donc

. (2n+1)¢
. (nt) ((n—i—l)t) 1 18
sin|—)cos| ———|=—+-—"—"+F

2 2 2 2 sin(%)

— _% — %cos((n +1)t) + % sin((n + 1)t) cotan (%)
Inl(ar) — gn(ar-1)

_ %/(-1 ~ cos((n + 1)t) +sin((n + 1)t) cotan (%)) dt

1 [ t
= j_ : + 3 /akl(sin((n + 1)t) cotan (§>) dt.

r+ (2k—1)m
n+1

Avec le changement de variable défini par ¢t = nous obte-

ap t
nons / (Sin((n + 1)t) cotan (§>> dt
ag—1
2T

* e

n+1
gn(ak) - gn(ak—1)

[
b [ (5
/0 " <sin(m) cotan( fﬁ 5 Dl ))dsc
-[ (sm( ) cotan (%))m

_ /0 ’ (sin(x) cotan (%)) dz.

Pour 2k<n, x+ (2k—1)7<nm et x+2kr<(n+1)7. cotan est décroissante
strictement sur |0, 7] donc

/0 ’ (sin(m) cotan (%)) dz
_ /0 ’ <sin(:1:) cotan (;"(:ikg)) dr > 0.

Joseph Di Valentin. Exercices corrigés.
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Nous obtenons alors g, (ax) — gn(agr—_1) < —%. Les maxima relatifs,
n

2k —1 2k 2k
sur [0, 7], décroissent. ( )™ < T T Nous en  déduisons
n+1 n+1 n

2]{7_71' - 2k \ 2km
gn n gn n+1 = On+1 n+1 .

2k 2k
Il vient immédiatement pour j € N*, j<n, 2k<7, g, (—W) =g, (—ﬂ)
n J

- . 2km 2k
En particulier pour 7 = 2k+1<n nous avons ¢, | — | 2gop+1 | =——
n

2% + 1
b t \ d' ﬂ— < 2]{37'(
c'est-a-dire m— —— n — .
Gak+1 m+1) S\

- 2k+1 (—1)i-! jin
Jaktt (W_ 2k+1> B ]Z_; ( I (2k:+ 1))
2k . ks
N )
2k +1 = _Jm_

2k+1

t cos(t) — sin(t)

La dérivée de t — 2

sin(t) ) .
; est égale a t —

sin(t)
t

Posons h(t) = tcos(t) — sin(t). h'(t) = —tsin(t). h'(t)<0 sur [0, 7] donc

: elle est né-

gative S pour ¢ €]0, 7| donc t — est décroissante sur |0, 7.

in(?
h(t)<0 sur [0, 7] d’ou la décroissance de t — m

En séparant les termes d’indices pairs des termes d’indices impairs et en
remarquant que le terme d’indice 2k + 1 est nul nous obtenons

Qirl ((—1)]’ , Sin (2k+1)> _ Zk: sin <(22pk111)7r> sin (5777) >0,

_JT (2p—1)m 2pT
j=1 2k+1 p=1 2k+1 2%k+1
2k 2km
N bt d |l — | = — ] >0.
ous obtenons donc g ( - ) > Gokr1 (2k+ 1) >
Les minima locaux de g, sur [0, 7| sont positifs donc g, est positive sur
[0, 7]. Nous avons alors Vo € [0, 7|, 0<g,(z)<gn ( I 7
n

1 pour z =0

Notons ¢(t) = { sin(t)
t

.  est continue décroissante

pour t €0, 7]

n+1 T
d = t)dt.
Oncg”( +1) n+1z¢<n+1> /090()

6. La dérivée de t — tcos(t) — sin(t) est t —— —tsin(t) qui est négative sur |0, 7| donc

t — tcos(t) — sin(t) décroit sur |0, 7[ et est négative sur |0, .

On peut aussi remarquer que sur [0, %{, tan(t)>t et sur {g, W}, tcos(t) — sin(t) < 0.
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s
gn est impaire et 2m-périodique donc Vo € R, |g,(x)|< 1n( )dt Une
0
valeur approchée de cette intégrale est 1,851936.

T o t
(c) lim g, T = / sin( )dt car il s’agit d’'une somme de Riemann.
n—+o00 n+1 0 t
ft+0)+ f(t-0)

Nous avons vu plus haut que lirf gn(t) = ) donc pour
n——+0oo
T™—1
€0 li (1) =
0, 7] lim g.(t) = —;
—t T sin(t
lim = _T qui est “tres éloigné” de / in >dt.
t—0+ 2 2 0 t

22. Si f est une application définie de R dans C, 27-périodique, continue, de classe
C! par morceaux alors la fonction g définie sur R par g(z) = cos(z) f(z) véri-
fie les mémes conditions donc est développable en série de Fourier. Les séries

de Fourier de f et g convergent normalement ; les séries Z a, et Z b, sont
absolument convergentes.

+o00
Ve eR, f(z) = % + Z (@, cos(nzx) + by, sin(nx)). Nous obtenons donc
n=1

ag cos(z) cos(x

Ve eR, g(x) = Z a, cos(nx) cos(x) + b, sin(nx) cos(x)).
=1

2a,, cos(nx) cos(x) + 2b, sm( x) cos(x)

= a, cos((n + 1)x) + a, cos((n — 1)) + b, sin((n + 1)) + b, sin((n — 1)x).
Compte tenu des convergences absolues des séries Z a, et Z b, nous en dé-
duisons, en posant bo =0,

1 .
—|— Z ( (@py1 + an_1) cos(nz) + 3 (bnt1 + bp—1) sm(nx)).

La série ainsi deﬁnle converge normalement donc il s’agit de la série de Fourier
de la fonction dont elle est la somme.
Nous pouvons effectuer une autre démonstration. ag(g) = a1(f). Soit n € N*.

an(g) = & f( ) cos(t) cos(nt)dt — % :}(t)(cos((n + 1)) + cos((n — 1)t)dt
- % i)+ a1

De méme, en posant ) = 0, o avons pou n € ¥

ba(g) = - f( ) cos(t) sin(nt)dt — % 02}<t>(sin((n + 1)) + sin((n — 1)t)dt
- % o)+ b 1)

Nous avons donc Vt € R, ¢(t) =

f) + an(f)) cos(nt) + (bns1(f) + bn1(f)) sin(nt)).
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n
23. Posons, pour n € N*, A4, = 2:(—1)'@_1 sin(kz) et Ay = 0.
k=1
Soient p et ¢ deux entiers; 1<p < q.
q

S (-1 sin(ka) _ 3 %(Ak: _Ay)

T
k=p k=p
q q—1 q—1
A A A, A, 1 1
=2 X i1t ’”*Z(z‘m) :
k=p k=p—1 q p k=p

n

Pour z €] — 7, 7, > (—=1)"'sin(kz) = —3m (Z(—exp(iw))k>

: L= (=1)" exp(im:))
1+ exp(ix) '

Si n est pair nous obtenons

1—(=1)" '
Sm | exp(ix) (=1) exp(mm)
1 + exp(iz)
Si n est impair nous obtenons
1 — (—1)"exp(inz) 5" ( 2 > cos (')
1 + exp(iz) B

)
o
)]
/N
3
|t
5
N——
0]
@,
B
—
3
SR
N—

Im (exp(ix)

1 .
Dans les deux cas nous avons | A, (z)|<———. Nous en déduisons

cos(%)
1 1 1 <&/1 1 2
< 4+ e = —
cos (%) (q P kzp(k; k+1)> peos ()

L’inégalité est vraie aussi pour p = q.

i(—l)k_l sin(kx)

T

k=p

q .
k 2

Soit a € [0, w[. Pour « € [—a, a] nous avons Z(—l)k_lsm< ?) < ‘

- x pcos (%)

k=p 2
2
Pour e > 0;soit N e N, N> )
€ COS (%)

q

Z(_l)k_l sin(kx) o

v(p7 Q) S (N*)27 Va € [_a7 Z]7 Q>p>N = - XE€.

k=p

La série de fonctions Z (a: € [—a, a] — (_1)71—1% € R) converge uni-
T

n>1
formément et a donc pour somme une fonction continue.
< sin(nx)
En posant f(z) = E (—1)"1——2 d’aprés ce que nous venons de voir, f(z)
n=1

est donc défini sur [—m, 7| puis sur R. pour z €] — 7, 7[il existe a €] — 7, 7]
tel que [—a, a] soit un voisinage de = donc f est continue en x. f est donc
une fonction impaire, 27-périodique définie sur R qui est, d’apres ce que nous
venons de voir, continue sur R\ {(2k + 1)7, k € Z}.
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n

Posons, pour n € N*, f,(x) = Z(—l)
k=1

fol) =Y (=1)" " cos(kz) = — Re <Z(— exp(ix))).

k=1 k=1
1 — (=1)"exp(inz)
1 + exp(ix) '
sin (%) sin (—(m;)x> 1 cos (—(2";1)x>

. / — =35
Pour n pailr, fn(x) - coSs (%) N 2 2 cos (%)

cos (%) cos ((nzl)x) 1 cos (W)
Pour n impair, f(z) = =

CoS (%) 2 + 2 cos (%)

(2n+1)z
o ()

2 cos (%)

+ cos (21
£a(2) :f+(—1>"1/0 Mdt.

2 2 cos (%)

En intégrant par parties nous avons
x
e COS ((2n+1)t> , sin ((2n+1)t>

2 2
/0 2cos (1) = 2n+1 2cos (%)

p_psin(kz)

o fn est de classe C™ et

Pour x €] — 7, 7| nous avons f,(x) = Re (exp(ix)

Finalement, f, (z) = = + (—1) et, pour |z| < m,

Il vient alors pour z € [0, 7|,

2n+1)t
/x cOS (%) 1 1 1 /9C sin (
— 2 dt| <
0 0 2

2 cos (%) dt \2n—|—12cos(§) + 2n + 1

1 1

"~ 2n+12cos (%) *
1

2(2n+1)

fn étant impair, I'inégalité est donc vraie pour tout = €] — 7, w[. Nous en

1 1 ’
2n + 12 cos (%)

T

x

déduisons immédiatement lilil fo(z) = 5 f est donc définie sur R, impaire,
n—-+0oo

x

2m-périodique, nulle en — et en 7 et pour x €]—m, 7| est définie par f(z) = 7

Nous pouvons vérifier a-posteriori que ce résultat est exact. Considérons f
définie comme précédemment. f est de classe C! par morceaux. Elle est déve-
loppable en série de Fourier.
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1 [ 1 [
Pour n € N*, b, = —/ gsin(n:v)da: = —/ xsin(nz)dz.
0

T ) . T
1 [ R
» [ asinna)ds - {_x_mq v f cos(nz) .
T Jo ni 0 T Jo n
_Cos(mr) B (=1)n-1
— p _ .

Nous obtenons bien le résultat attendu.

24. g est continue, de classe C! par morceaux. En utilisant le théoréme de Dirichlet
qui se démontre 7 sans utiliser I'approximation des fonctions par des polynomes

7. Rappel de la démonstration.
Montrons tout d’abord le lemme suivant : Soit f une application définie de [a, b] dans C, continue

b
par morceaux. Soit A € R. /\hlf f(t) exp(iAt)dt = 0.
—> 00 a

En utilisant le changement de variable t — —t, le cas —oo se ramene au cas +00.
On suppose a < b car sinon le résultat est immédiat.
Supposons que f soit constante, égale a K, sur lintervalle d’extrémités c¢ et d, avec

_;K (exp(iAd) — exp(iXc)).

b
a<c<d<b, nulle dans le complémentaire. /f(t) exp(iAt)dt =
a

2|K
§T|. Si f est en escalier, elle est combinaison linéaire d’une famille finie de

b
/ f(t) exp(iAt)dt

b

fonctions analogues a la précédente. Nous avons donc bien dans ce cas \ hrf F(t) exp(iAt)dt = 0.
— o0 a

Si f est continue par morceaux, f est limite uniforme d’une suite (f,) d’applications en escalier.

neN
Soit € > 0. Soit fn telle que ¥Vt € [a, b], |fn(t) — f(1)|<

€
2(b—a)’

b
/ Fn(D)e(ire)de

€
N étant ainsi fixé, soit A € R tel que VA=A on ait gi.

b b b
/ F(De(ir)dt| < / (F(t) — Fu(0)e(irt)de| + / Fy(B)e(int)dt

b b
< [ 1 = swtolae +| [ e <5 + 5 =<

Le résultat est donc démontré.

Supposons f continue par morceaux sur |a, b], intégrable sur ]a, b]. Soit € > 0. f étant intégrable,
a+a
€
il existe & > 0, a < b — a tel que f[t)|dt<§.

a

| ™
N ™

a+ta

b
/ F(t) exp(irt)dt — / 0+ ) F(t) exp(irt)dt + / F(£) exp(irt)dt.
a ( a

D’apres le résultat précédent il existe A € R tel que pour A\>A on ait

b
/ F(t) exp(irt)dt
at+a

€
<§-

c a+a
<§ +/ | f(t) exp(iXt)|dt<e. Le résultat est donc encore vrai pour une
a

b
/ f(t)exp(iXt)dt

application continue par morceaux sur un intervalle ouvert quelconque et intégrable sur celui-ci.
Soit f une application continue par morceaux, définie de R dans C, 2m-périodique. On suppose,
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trigonométriques nous en déduisons que g est développable en série de Fourier ;

Ve €R, g(z) = hm Z ce(g) exp(ikz).

Soit n € N. ¢,(g) = %/ g(t) exp(—int)dt.

Soit 0 = (ap = —m, a1, ---, ap_1, a, = m) une subdivision de [—m, 7] telle
que la restriction de g a [a;, a;41] soit la restriction d’une fonction affine. Pour

—T

fatu) = fa+0) | f—w - f@-0)

pour tout x, qu’au voisinage de 0, a droite, u —

sont bornées. C’est le cas par exemple si f est de classe C' par morceaux.

n 2 n
Soit n € N. > c(f) exp(ikz) = % /0 ( Ft) D exp(ik(a —t))) dt.

k=—n k=—n
n

Z exp(ik(x — t)) définit une fonction continue, 27-périodique. Pour 2 —¢ non congru a 0 modulo

k=—n

n . sin ((2n + 1) 25%)
2 _ = .
7 NOUS avons g exp(ik(x —t)) sin (55)
k=—n 2
n 2 1 x—t
E en(f) exp(ika) / f @) sm " 1_ t) ) dt.
Z . bln )
k=—n 2

Le changement de variable t — x — t conduit a
n

Z cn(f) exp(ikz) = Qi /m+7T Flo— t)wdt.

k=—n & -r s (5)
Nous savons que l'intégrale est la méme sur tout intervalle de longueur 27 donc
i en(f)explika) = — [ o= pFn (@t 1)g)
= 2 J- sin (3)
T sin (( 1) sm (2n+1)%) 0 sin ((2n +1)%)
flx—t t dt = flz —— At + flx —t)————p—="dt
~/—7r (x ) § / (E) /—ﬂ' ($ ) Sin (5)
7 sin ((2n—|— %) g sin ((2n+1)%)
Finalement Y ¢, (f) exp(ika) = o-int§ (f(z — 1) + f(z + piin(@nt1)3)
P 21 sin (5)
n . i
Pour f =1 nous avons 1 = Z en(f) exp(ika) = lintgw
= m sin (2)
f(z+0) ;r flz=0) k;ncn(f) exp(ik)
4 in ((2 1)L
— o [ e @ = o)+ (-0 - pta - D
2

En utilisant ’hypothése faite nous en déduisons que ’application

(fx+(0) = fle+t) + (flz=0) = flz —1))

t €]0, 7] — € C est intégrable donc

sin (%)
: fla+0)+fz-0) < ~ _
nll}ﬂr_loo ( 5 - k;ﬂ en(f) exp(zkx)) =0.

Le théoreme de Dirichlet est démontré.
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x € [aj, aj11], j € Ny,
1

9(x) = ajz + B; = Po— ((9(ajr1) = g(az))z + aji19(az) — ag(az1)).

Pour n € Z*,

/a g+(t) exp(—int)dt = % ((8;+y0501) expl(—inas 1) — (B +aja;) exp(—ina;))
] % exp(—inayen) — exp(—ina,))
= 2{g(ayp1) exp(—ina; ) — glay) exp(—ina;)
—i—%(exp(—inajH) — exp(—ina;)).
Nous en déduisons L
[ty esptintiae = 13 (ot ex(ina ) — gla) expl—ina,)

n
- =0

p—1
Q; . .
+n—; Z(exp(—majH) — exp(—ina;))
5=0
= g(m) exp(—inn) — g(—7) exp(i + nn)
p—1
Q; , ,
+n—; Z(exp(—znajH) — exp(—ina;))
j=0
o T2
= 2% (exp(—ina;;1) — exp(—ina;)).
n? =
n?|c,(g)|<2p sup |o;|. La majoration est évidemment vérifiée aussi pour n = 0.
J
Nous en déduisons clairement que les séries Z cn(g) et Z ¢_n(g) sont abso-
lument convergentes. La série de Fourier de g converge donc normalement vers
g.
f définie sur un intervalle fermé borné I est limite uniforme d’une suite de
fonctions continues affines par morceaux. En effet f est uniformément conti-
nue donc pour € > 0 il existe a > 0 tel que pour tout couple (z, y) de points de

I = la, b] on ait |z —y|<a = |f(z) — f(y)Kg Considérons une subdivision

o= (ap=a, ay, -+, ap_1, ap, =b), de I de pas moindre que «. Construisons
g continue et affine par morceaux telle que f(a;) = g(a;).
Soit = € [a;, aji1].
|f (@) = g(@)| <|f(z) = fla)] + | f(a;) — g(2)]
e | |z —allflaj+1) — flay)|

<o+
2 Aj+1 — Q4

<e.

Nous venons de démontrer que pour toute fonction continue sur l'intervalle
fermé borné I, pour tout € > 0 il existe une fonction ¢ continue, affine par
morceaux prenant les mémes valeurs que f aux extrémités de 'intervalle I de
définition et vérifiant Vo € I, |f(z) — g(z)|<e.

Soit f une fonction continue sur I = [—m, 7] a valeurs dans C. Soit € > 0
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25.

26.

. RSN . € .,
et soit g associée a f et a 5 comme précédemment. g(—7m) = g(m) donc ¢

est prolongeable en une application continue 27-périodique définie sur R. No-

tons Vn € N, Vz € R, g,(z Z cn(g) exp(ikx). g, est un polynome trigo-
k=—n
nométrique et converge uniformément vers g. Il existe N € N tel que pour

n € N et pour z € R on ait n>N = |g,(x) —g(:v)|<§. Soit z € [—m, 7.
|f(2) = gn(@)|<|f(2) — g(2)] + |g(x) — gn(x)|<e. Lasuite (gn),,c converge uni-
formément, sur [—7, 7], vers f.

Soit f une fonction continue, 2m-périodique définies de R dans C dont les co-
efficients de Fourier sont nuls. D’apres la formule de Parseval,
1 2w +oo

2r ) HOFd =3 lealP)F+ 3 leen(DP

n=0

Avec I'hypothese faite ici nous avons |f(t)|*dt = 0. f étant continue nous

0
en déduisons f = 0. Finalement deux fonctions continues, 27-périodiques dé-
finies de R dans C dont les coefficients de Fourier sont égaux sont égales.

tan(@)) est de

(a) La fonction f définie sur | — 1, 1 par f(z) = atan (1 n ’
T

sin(26)
x? + 2z cos(20) + 1

classe C. f'(z) = —

B sin(20) 1 1 B 1
224 2rcos(20) +1 20 \ @ +exp(2if)  x + exp(—2i0)
1 ( exp(—2if)  exp(2if) )

© 2i \1+aexp(=2if) 1+ exp(2if)
Pour |z| < 1 nous avons
exp(—2i6) exp(2i6) o= . _
14+ xzexp(—2i0) 1+zexp(2i0) ;( )" (exp(—2i(n+1)0) —exp(2i(n+1)0))
sin(20) Ry

Donc — :z:(—l)nJrl sin(2(n+1)0)z"

n=0
f est donc développable en série entiere de rayon de convergence égala 1;

22 + 22 cos(20) + 1

f(0) = 6 donc Vx €] — 1, 1] nous avons f(x) =6 + Z sin(2nf)x"

(b) La fonction g est continue, 27T—périodique En utlhsant le résultat précé-

dent, nous obtenons pour |0|<m, g(0 —l— Z sin(n@).

+oo n,.n
Notons ¢(6) = Z =D sin(n@).
n
n=1

|z

—1)"z"
‘( La convergence de la série définissant ¢ est

(1) sin(nf)| <
n
donc uniforme relativement a 6. De méme la convergence de la série des
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27.

(b)

dérivée par rapport a @ est uniforme relativement a 6 ; ¢ est de classe C*.
Nous en déduisons

/ ﬂw(9> sin(pf) = io ( / "D sin(nf) sin(p@)) de.

- =1 \-m T
- 0 pour p#n
/ sin(nf) sin(pf)df = ¢ (—1)PraP :
- ———— pour p=n
p

1 s
Nous obtenons donc —/ ©(0) sin(pf) = frac(—1)Pzp.
™ —T

Nous retrouvons le fait que la série définissant ¢(6) est sa série de Fourier.

La fonction, h, 2m-périodique définie sur R dont la restriction a | — m, |

0
est définie par  — = est de classe C! par morceaux dont est dévelop-

(1t
X (= 1)+ sin(n
3 (-1) (nd)

n

1 s
pable en série de Fourier. Pour n € N*, b,(h) = — / Osin(0)df. En
0

intégrant par parties nous obtenons b, (h) =

Nous en déduisons V6 €] — 7, |,

puis

N D

n=1
+o0

—1)"(am — 1
g(0) = Z (=)= ) sin(nf). Cette série est la série de Fourier de g.
n

n=1

Nous déduisons de cela, que

2t (G () ) sintnapan = =D

folt +2m) = fo(t) = exp (ZM> . (Z 2 )

2mm 2mm

= exp G%) (exp(2it) — 1) = 2isin(t) exp G%)

I1 est immédiat que 'on a fy(27) = fo(0).

Par construction, f est de classe C* sur |2mm, 2(m + 1)7[ avec m € Z.
La limite a droite en 2mm de f est la limite en 0 de fj; la limite a gauche
en 2mm de f est la limite en 27 de fy. fo est continue et fo(0) = fo(27)
donc f est continue sur R.

fo est de classe C* donc f est de classe C! par morceaux.

f est développable en série de Fourier ; cette série converge normalement.

(27u + mnm)? 2

2ru?  mniw
i. —n2m(u—k = -
i 5 n(2m(u — k) + mnm) 5
En utilisant le changement de variable u —— t = 27(u — km) + mnmw

+ 2nk.

nous obtenons
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I t+ 2k
By exp( int) exp ( M) dt
7r

Nous en déduisons

/ exp(—int) f = / exp(—int) fo(t)dt
m— k+1-"32 2
= exp (—z§mn2> Z (/k_mn exp <%u2) du)

k= 2

= exp —z—mn /

ii. En posant, pour q € Z,

mq+m m(q-‘,—%)
Ug = / exp (2i1u2> du, vy = / exp <22’1u2> du et en uti-
m m(q—1) m

N‘S
@
>
o
/\
m
~.
:1
Q
no
~
Q
IS

mq

lisant le résultat précédent, il est immédiat que nous avons

K
Coqg = U_q, Cog11 = €XP (—z§m> V_g.
iii. La convergence normale de la série de Fourier de f provient du fait
que les séries E len| et E |c_,| sont convergentes puisque® f est

continue, de classe C! par morceaux.
f(t) ) + Z ce(f) exp(ikt) + c_x(f) exp(—ikt)).

En séparant, ce qu1 est faisable car les séries E len(f)] et g le_n(f

sont convergentes, les termes d’indices pairs des termes d’indices im-

) mm
pairs et en remarquant que ¢_o,_1(f) = exp ( ZT> V14, nous ob-

tenons

f(t) =co(f) + Z u_g(f) exp(2ikt) + ug(f) exp(—2ikt))

oxp (=i750 ) D (0-r(f) exp(i(2k + 1)) +v14(f) exp(—il(2k+1)1)).

2m

2w .
8. Pour n € Z*, ¢, (f) = [f(t)} - %/exp(—z’nt)f’(t)dt (f’ désigne ici la fonction égale a
0 0

la dérivée de f en les points ou f est dérivable et n’importe quoi en les points, en nombre fini sur
[0, 27], ol f n’est pas dérivable); nous avons donc nc,(f) = ic,(f').
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons, pour n € N*,

> s 5{Z;ZMf2%22 JZWZMM'
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1

Les séries —, en( 2 et c_n(fN]? sont convergentes donc les séries Cn, et
2
n

n>1

w \

Z |e—n(f)| sont convergentes.
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ii.

En posant ¢ = 1 + k dans la seconde somme il vient immédiatement

(@) )+ Z u_q(f) exp(2igt) + uy(f) exp(—2igt))
exp (=150 ) D (1) exp(i(20 = 1)) +v,(F) exp(=i(2g—1)1)).

En particulier
+o0
) = o +Z g (F) () exp (=i ) D (01-g(£)+u,()):
q=1

exp(2imy)
v
¢ est intégrable sur |0, 1].

¢ :teR — € C est continue.

eXp(Qiﬂy)‘ 1

—— donc
VY VY

En intégrant par parties nous avons pour 1 < a € R,
¢ eXp(Ziﬂyd _ [exp(%wy)] ¢ N i /“ exp(2i7ry)dy‘
1 VY 2im\/Y 1YY
exp(2: 1
y € [l, +oof— M € C est continue et a pour module —
YUY Y2
exp(2imy) 1" exp(2im)
2imyy |, 2w
exp(2:
Mdy est bien convergente. En re-

VY

donc est intégrable; lim [
a—+00

+o0o
L’intégrale impropre /

1
vanche, ¢ n’est pas intégrable.

Soient a et b deux réels; —a < 0 < b.

b a b
/ exp(2irx?)dr :/ exp(2irx?)d +/ exp(2irx?)dz.
0 0

En utilisant le changement de variable z € R —— y = 2® € R qui
est un C! difféomorphisme, nous obtenons

b a? 2imy) Y exp(2iry)
exp(2ima?)dx :/ ud +/ ——dy.
/ p( ) i NG vt | NG Y

Compte tenu de ce qui a été vu a la question précédente nous en dé-
“+oo

duisons que l'intégrale impropre / exp(2imz?)dz est convergente

—0o0

Foo +00 %
et que l'on a / exp(2imx?)dr = / exp( W?J)dy'
— 0 \/g

m(N+1) 2 Qimu
Zuq / exp( mu)du Zu q= / eXp( mu)du.
m
m(N+1) %
up + Z(uq tu_y) = / exp ( z;rnu ) du donc

—a

[e.9]
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<= +oo 2imu?
up + Z(uq +u_y) = exp | — du.

q=1 -
m(2N+1) 9 m i
iTu iTu
qu / exp ( > du, Zvl = /m(l W EXP ( - ) du.
al 2 ir?
Z(vq +v1g = / exp ( ) du donc
m(1—2N) m
q=1 2
f (0, + /+°° <2i7ru2) p
Vg + Vg = exp u.
q=1 e m

En utilisant le changement de variable définit par v = z+v/m nous
obtenons

£(0) = <1 +exp <—?>) /_:gxp <2i;“2) du

_ Jm (1 + exp ( “Z”)) /_ +o(:xp (2ima?) da

o0

(1o ()

.t2 1 . >t2
iii. Pour m =1, exp ! =(1—14)J donc J = Rl exp ).
o 2 27

iv. En conclusion nous obtenons

m—1 . . . .
2imk? 1 t?
zg exp o = —Hexp ® vm [ 14+exp _mm .
— m 2 2m 2

n

28. Posons pourn € Net x € R, C,(z) = Z cos(kz). Pour x €]0, 27| nous avons

k=0
. (n+1)x (ﬂ)
_ sin | 22 ) cos
Cn(z) = Re 1= exp(iln + Lz) = ( 2, ) 2’ eten particulier
1 — exp(iz) sin (%)
1
Cn(x)|< .
CI<
Pour (p, q) € N2, 2<p < ¢q nous avons
d cos(kx)_zq: 1 (Cu() — Cor ()
kin(k) 4= kln(k) oo T R
k=p k=p
q 1 q-—1 1
= Ci(x) — Cr ()
£ kln(k) g k:zp:l (k+n(k+1) "
1. cos(kx) 1 1
= Cylr) = ——Cpi(x
— kIn(k)  qln(q) ) gy

/1 1
+kzp <k:1n(k) T e+ Dn(k+ 1)) Ci(@)-
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. cos(kzx)
£ (k)

2
“pln(p) sin (%)

Finalement nous obtenons . L’inégalité est vraie

aussi pour p = ¢=2.
Pour z € [a, 2 — a] C]0, 27[ la convergence de la série est donc uniforme. f

est donc définie sur |0, 27| et y est continue. La série Z diverge? f

“—~ nln(n)
est 2m-périodique donc f est définie sur R\ 277Z, continue sur cet ensemble.

f(2m —z) = f(z); nous pouvons nous limiter a I’étude de f sur |0, =].

1
Soit alors x € }O, 5 [ Soit N € N, Nz > 1.

a cos(kx)
— kn(k) '

1
Posons ng = F (—) et Sy =
x

g — 2 cos(kx) al cos(kx)
N L R In(k) kn(k)
k=2 k=no+1

% cos(kx)
k (k)
k=2

cos(kx)
kn(k)

et S =
k=no+

Notons S’ =

T | 1 no dt 1
|S |<kz_; kln(k‘)<2ln(2) +/2 Fn(?) = Yn(2) + In(In(ng)) — In(In(2)).

In(ng)< In (%) — |In(z)| donc |S’|<ﬁ(2) ~ In(In(2)) + In(| In())).

En utilisant la transformation d’Abel, qui nous a servi au-dessus, nous obte-

2 1

(1 +7n0)In(1 +ng) sin (£)°

nons |S”|<

x i x x
5 € ]0, E} donc la concavité du sinus sur cet intervalle conduit a sin (5) >—.
T

1 1 1
t=- — tIn(t) € R est croissante donc puisque — < — < ng+ 1 nous avons
e e =

(1+ no) In(1 + ng) > iln (l) _

T T
2 T 2 7w 27
(14 ng)In(1 —i—no)x\(M)x | In(a)|

[In(2)|

Finalement |S”|<

—1 27 ]
|SN\<21H(2) — In(In(2)) + In(| In(x)|) + ol P
1 2m
Ty~ () + In(| (@) + e

vae o 5. s

1
f est donc intégrable sur }0, 5[ puis, par continuité, sur |0, x| et enfin sur

10, 27

9. Voir les résultats sur les séries de Bertrand.
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Si nous reprenons les calculs précédents, nous avons ngr<1 donc pour 2<k<ny,
cos(kx)> cos(1). Nous avons alors

S'> cos(1) /;0 tlzﬁ = cos(1)(In(In(ng + 1)) — In(In(2)))
> cos(1)(In(] In(z)|) — In(In(2))).

Nous obtenons donc
Sn=cos(1)(In(|In(z)|) — In(In(2))) + S”

2
> cos(1)(In(| In(x)|) — In(In(2))) — | ln(7;)| :
1 2
11 vient alors Va € ]0, 5[, ()= cos(1) (| n(a)]) ~ n(in(2))) ~ 1n<7;)|'
f n’est donc pas bornée.
2 2T—a
f(z) cos(nz)dx = liI(I)l f(z) cos(nz)dzx. Pour a fixé dans |0, =] la
0 a=0% Jq

série de fonctions définissant f converge uniformément sur [a, 27 — a] donc

/ o f(z) cos(nx)dr = Z COS(ZZL((:;(nm)dﬂ

2 cos(pz) cos(nx) = cos((p + n)z) + cos((p — n)z).

2m—a
/ cos(px) cos(nx)dx

1
T—a—— pour p=n
4n
| o st p)a) - — sin((n—p)a) 4
— Ssini(n a)— SN (n — a our n
i )= — p)a) pour p

Pour p>n + 1,

1 1 . r
Up(a)pln(p) = (_n ps sin((n +p)a) — R sin((n — p)a))
1

donc

pln(p)

(@) o ( 1 N 1 ) 1 2
v,(a < N
P pln(p) n+p  p-—n) pln(p) po+eo p?In(p)
La série de fonctions de la variable a converge donc uniformément et nous en
+oo 1 +oo 1

déduisons lim vy(a)———— = lim | v,(a)—— ] |-

a—>0+pg2 bl >p1n(p) p; <a—>0+ < 2 )pln(p))>

2w
Nous obtenons donc pour p>2, f(z) cos(nz)dr = L, pour p = 0 ou
0 nln(n)

27
1, f(z) cos(nz)dx = 0.
0
La série de Fourier de f a donc pour somme la fonction f.

Joseph Di Valentin. Exercices corrigés.
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