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Corrigé de quelques exercices de la série d’exercices n°3
Exercice 1 : Déterminer le domaine de convergence simple, absolue des séries de fonctions suivantes:
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+oo
Domaine de convergence absolue Do 4 = {a: eR/ Z B fn (x) converge absolument}

+
Domaine de convergence simple D¢ g = {x eR/ Z j fn (x) converge simplement}

(convergence absolue) = (convergence simple). La réciproque est fausse.
(la non convergence simple) = (la non convergence absolue)
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si |z <1=xe€]|-1,1], Z Oj fn (z) converge absolument et donc simplement
n=

+oo
si x| >1=x € ]—o0,—1[U]1, +o0], Z B fn () ne converge pas absolument et donc

on peut rien dire sur la convergence simple

| si [2] =1= 2 =+£1, on peut rien dire.
si |x| > 1: condition nécéssaire de convergence :
nin(| =52 )

. z(x+n)]|" .
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—  lim ez pas de conver simple et donc pas de conver absolue si |z| > 1.
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Pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si x = 1.
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N’existe pas alors pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si z = 1.

Conclusion :
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si x » (x) converge absolument et donc simplemen
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ST x et x , __ fn(2) ne converge pas absolumen

et donc on peut rien dire sur la convergence simple
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51 [ 1 = 2 =0, on peut rien dire.
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n’existe pas alors pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si © < 0 et x # —1.
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Six—O:Z::fn(O)_anlzzl—H

série numérique non absolument convergente mais converge (simplement) par Leibnitz.

Conclusion :

Dea =10,4+00[, Deg = [0,400[

Exercice 2 : Déterminer le domaine de convergence simple, uniforme et normale des séries de fonctions suiv-
antes:
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Domaine de convergence uniforme D¢y = {x eR/ E ) fn (x) converge umformément} .
n=

+o0
Domaine de convergence normale D¢y = {x eR/ g ) fn (x) converge normalement}
n=

(convergence uniforme)
(convergence normale) = = (convergence simple).La réciproque est fausse
(convergence absolue)

(la non convergence simple) = (la non convergence uniforme) = (la non convergence normale)
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g (X; fn () converge normalement ssi | f,, (z)| < a, ot (a, ) est une série numérique convergente.
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terme générale d’une série de Riemann convergente, d’ou g ) fn (x) converge normalement et donc unifor-
n=

mément et simplement sur R*.
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n=1 n<«
sin x sin nx L , L. ) .
———| < —, terme générale d’une série de Riemann convergente si o > 1.
n n
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D’ou g ) fn (x) converge normalement et donc uniformément et simplement sur R.
n—=

Si a < 1, pas de convergence normale. On ne peut rien dire sur la convergence uniforme et simple.
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an (T) = -
Critére d’Abel uniforme : f, (z) = a, (z) b, (x) avec "

b, (x) = sinz sinnx
)

an (r) > 0,Yn > 1

1) a, (z) = kS - a,(2) est décroissante Vn > 1 car a, (z) = —an=*"!' < 0,Ya > 0
nDl

lim a, (x) converge uniformément vers a (z) = 0, Voo > 0

\ n—+oo
n < 7
S (x)’ <2

2) b, (z) =sinzsinnz : IM =2 > 0,Vz € R,
n o n . . o n l _ o
)Zk:[) by, (:c)‘ = ’Zk:O sin z sin kx‘ = ’Zk:O 5 (cos((k—1)x) —cos((k+1)x))

= 1[4 cosz —cosnz — cos (n+ 1)]| < 3[|1] + |cosz| + |cosnz| + |cos (n + 1)|]
<s[l+1+1+1)=2

+o00 sin & sin nx

De 1) et 2) et en vertu du critére I’ABEL, Z converge uniformément et donc simplement si
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, 22 (1 — n3zt
g - 2=r) L L

(1+ n3x4)2 n3 :
{3
g o / o

1 1
|fo(@)] < sup gn(x) = gn (4 ) = terme générale d’une série de Riemann convergente, d’ot
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E . fn (x) converge normalement et donc uniformément et simplement sur R.
n—=

+o0
Exercice 3 : Soit la série de fonctions définie par : Z » % ™ x>0, a>0.
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a\® 1 terme général d’une série de Riemann convergente si @ > 1.
@l <swp fu(a) = Fu(3) = () 7a F 1 vere
x

_ -
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D’ou E ) fn (x) converge normalement et donc uniformément sur R* si a > 1.
n—=

3) fu(z) = 2% " est continue sur R*.

Continuité de S (z) :
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limS(x) = lim = lim —
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0 sia—1>0—a>1
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Sia<1: lin%S (x) # 0 = 5(0), dou S (z) n'est pas continue sur RT (discontinue en zo = 0), alors pas de
convergence uniforme si o < 1.
3) Vx € [a,4+00],a > 0 : |f,(z)] = |[z%e ™| < a®e ", terme général d’une série géométrique convergente,

+o0
d’on g ) fn (z) converge normalement et donc uniformément sur [a, +o00[,a > 0.
n—=

Exercice 4 : Calculer les limites suivantes :

) +oo 1
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Convergence unifome sur [0, 400 :

1 1
|fn(x)| = onpe = 2"nx:fn<x)7 VIG[O,—FOO[
, (Inn)n®
fw = -8B o e toof, Va1,

27 (n®)

fn (x) est strictement décroissante sur [0, +00].

fo ()] < sup |fo (@) = |fa(0)] = 1 terme général terme général d’une série géométrique con-

z€[0,400[ A
vergente.

+oo
D’ou Z ) fn (x) converge normalement et donc uniformément sur [0, +o0].
n—=

N oo 1] +oo . 1 400 1
D’ou lim <Zn:1 2nnm) = anl ilg(l) (ana:> = anl on =1.

>
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Convergence unifome sur 1,400 :

o) = (0 e () 00 ) =

a, (x) > 0,Vx € [1,400]

Q) () = D) Ak e — Ut A n(ne)et) 2t nllne) =1 227
(n(1+2m)) (n(1+ 7))

donc a,, (z) est décroissante sur [1,+oof.

lim a,(x) =0,z € [1,400]

\ n—+o0

xn—l—l
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Alors anl fn (z) converge simplement par Leibnitz et de plus |R, (z)| < |fos1 (2)| = Y ) — 0

+o0o
lorsque n — +o00.D’ou la convergence uniforme dez B fn (x) sur [1,4o00].
Et donc -
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Exercice 5 : Ftudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes :

+oo arctan (nx
1) flay =31 et )
Continuité de f(z) :

arctan (nz)

L. fn(r) = ———— est continue sur R.
arctan (nz) T . , - . - +oo
2. |fu(2)| = — 2 | S g2 terme général d’'une série de Riemann convergente, d’ou anl fn ()

converge normalement et donc uniformément sur R.

+oo arctan (ne
De 1) et 2) et par le théoréme sur la continuité des séries de fonctions f(x) = g Oj —2<) est continue
n= n

sur R.
Dérivabilité de f(x) :

t
3.fu(x) = uﬂ;nl‘) est dérivable sur R.
n

+oo
4. Z fn (x) converge simplement car elle converge normalement sur R.(d’apres 2)

too .
5. Z f., (x) converge-t-elle uniformément sur R?

1
n (1 + n2x?)

]‘ s 2 9 s . PR +oo
— terme général d’une série divergente, d’ou E , fn (x) ne converge pas
n n=

normalement sur R
Convergenc normale sur |—oo, —a] U Ja, +0o0],a > 0 :

1
n (1 + n2x?)

1 < 1
n(1+n2a?) — nda?

o (@) =

. . . +oo .
terme général d'une série de Riemann convergente, d’ou g . fn (x) converge normalement et donc unifor-
n=
mément sur |—oo, —a| U [a, +oo[,a > 0

. too +oo . .
Siz=0 anl £, (0) = anl - pas de convergence simple et donc pas de convergence uniforme.

+oo arctan (nz)
n=1 ’]7,2

Conclusion : f(z) = Z

est dérivable sur tout intervalle de la forme |—o0, —a|U]a, +o0] ,a >

2) f(z) = Z: (—1)"In (1 + ni>



Continuité de f(x) sur |0, +oo] :

n 1 .
Sur |—o0, 0] la série ne converge pas simplement car liril (=1)"In (1 - —) n’existe pas pour x < 0
n—-+o0o n<

1
L fo(x)=(-1)"In (1 + —) est continue sur |0, +oo].
nI

2. fu(z)=(-1)"a,(z):a,(r)=In <1 + %)

(a, (x) >0, Vo €]0,+o0|

a, (r) = ;j_n__ <0, Yz € ]0,4+o00| donc a, () est décroissante
n x
lir+n a, (x) =0,Yx € ]0, 00|
\ n—+oco
0o 1
Alors Z::1 fn (x) converge simplement par Leibnitz et de plus |R,, (z)| < |fos1 (z)] = In (1 + m) — 0

“+o0o
lorsque n — +o00.D’ou la convergence uniforme dez B fn (x) sur |0, 4o00].
+oo 1
De 1) et 2) et par le théoréme sur la continuité des séries de fonctions f(z) = Z , (—1)"In (1 + —) est
n= n<

continue sur |0, 00| .
Dérivabilité de f(x) sur |0, +o0] :

1
3.fn(x)=(-1)"In (1 + E) est dérivable sur |0, +o0].

+
4. g Ool fn (x) converge simplement car elle converge uniformément sur |0, +oo[.(d’apres 2)
n=

+oo
5. Z f., (x) converge-t-elle uniformément sur |0, +-o00][?

fule) = (- R
n Inn
Ful@) = (~1)" a0 (2) 00 () = 0

an (x) >0, Vo €]0,400[,Vn > 1

n*+1—xn®lnn

a, (r) = s— < 0, Vo € ]0,400[ donc a, (x) est décroissante a partir d’un certain rang
n (1 + n®)
lir}rrl an (x) =0,Vx € ]0, 400
\ n—-+0oo
+oo 1 1
Alors anl fn (x) converge simplement par Leibnitz et de plus |R, (z)| < |fu41 (2)] = % 0

“+o0o
lorsque n — +o00.D’ou la convergence uniforme dez B fn (x) sur )0, 4o00]

oo 1
Conclusion : f(z) = E ’ . (—1)"1n (1 + —) est dérivable sur tout intervalle de la forme |0, +oo].
n= n¥



