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Corrigé de quelques exercices de la série d�exercices n�3

Exercice 1 : Déterminer le domaine de convergence simple, absolue des séries de fonctions suivantes:

1)
X+1

n=1

�
x (x+ n)

n

�n
Domaine de convergence absolue DC:A =

n
x 2 R=

X+1

n=1
fn (x) converge absolument

o
Domaine de convergence simple DC:S =

n
x 2 R=

X+1

n=1
fn (x) converge simplement

o
(convergence absolue) =) (convergence simple). La réciproque est fausse.

(la non convergence simple) =) (la non convergence absolue)

lim
n!+1

n
p
jfn (x)j = lim

n!+1

����x (x+ n)n

���� = jxj donc
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

si jxj < 1 =) x 2 ]�1; 1[ ;
X+1

n=1
fn (x) converge absolument et donc simplement

si jxj > 1) x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[ ;
X+1

n=1
fn (x) ne converge pas absolument et donc

on peut rien dire sur la convergence simple

si jxj = 1) x = �1; on peut rien dire.

:

si jxj > 1: condition nécéssaire de convergence :

lim
n!+1

�
x (x+ n)

n

�n
= lim

n!+1
en ln(j

x(x+n)
n j)

= lim
n!+1

en ln(jxj)

= e+1 = +1 6= 0

pas de conver simple et donc pas de conver absolue si jxj > 1:

Si x = 1 alors
X+1

n=1
fn (1) =

X+1

n=1

�
(1 + n)

n

�n
=
X+1

n=1

�
1 +

1

n

�n
; lim
n!+1

�
1 +

1

n

�n
= e 6= 0

Pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si x = 1:

Si x = �1 alors
X+1

n=1
fn (�1) =

X+1

n=1
(�1)n

�
(1 + n)

n

�n
=
X+1

n=1
(�1)n

�
1 +

1

n

�n
; lim
n!+1

�
1 +

1

n

�n
= �e:

N�existe pas alors pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si x = 1:

Conclusion :
DC:A = DC:S = ]�1; 1[

3)
X+1

n=1

(�1)n+1

2n+ 1

�
1� x
1 + x

�n
8x 6= �1

1



lim
n!+1

����fn+1 (x)fn (x)

���� jj = lim
n!+1

����2n+ 12n+ 3

�
1� x
1 + x

�����
=

����1� x1 + x

����
donc

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

si

����1� x1 + x

���� < 1) x > 0;
X+1

n=1
fn (x) converge absolument et donc simplement

si

����1� x1 + x

���� > 1) x < 0 et x 6= �1;
X+1

n=1
fn (x) ne converge pas absolument

et donc on peut rien dire sur la convergence simple

si

����1� x1 + x

���� = 1) x = 0; on peut rien dire.

si x > 0 : condition nécéssaire de convergence :

lim
n!+1

(�1)n+1

2n+ 1

�
1� x
1 + x

�n
= lim

n!+1

(�1)n+1

2n+ 1
e
n ln

������
0@1� x
1 + x

1A������

= lim
n!+1

(�1)n+1

2n
e
n ln

������
0@1� x
1 + x

1A������

= �1

n�existe pas alors pas de convergence simple et donc pas de convergence absolue si x < 0 et x 6= �1:

Si x = 0 :
X+1

n=1
fn (0) =

X+1

n=1

(�1)n+1

2n+ 1
série numérique non absolument convergente mais converge (simplement) par Leibnitz.

Conclusion :
DC:A = ]0;+1[ ; DC:S = [0;+1[

Exercice 2 : Déterminer le domaine de convergence simple, uniforme et normale des séries de fonctions suiv-
antes:

1)
X+1

n=1

xe�nx

x+ n
; x 2 R+

Domaine de convergence uniforme DC:U =
n
x 2 R=

X+1

n=1
fn (x) converge uniformément

o
:

Domaine de convergence normale DC:N =
n
x 2 R=

X+1

n=1
fn (x) converge normalement

o

(convergence normale) =)

8<:
(convergence uniforme)

(convergence absolue)
=) (convergence simple).La réciproque est fausse.

(la non convergence simple) =) (la non convergence uniforme) =) (la non convergence normale)

X+1

n=1
fn (x) converge normalement ssi jfn (x)j � an o�u (an ) est une série numérique convergente.
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jfn (x)j =

����xe�nxx+ n

���� =
xe�nx

x+ n
� xe�nx

n
;8x 2 R+:

Soit gn (x) = xe�nx

g
0
n (x) = e�nx � nxe�nx = (1� nx) e�nx = 0 ) x = 1

n

x 0 1
n

+1
g0 + 0 �
g 0 % gn( 1n) &0

jfn (x)j � gn (x)

n
�

sup
x2R+

gn (x)

n
=

gn
�
1
n

�
n

=
1

en2

terme générale d�une série de Riemann convergente, d�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc unifor-

mément et simplement sur R+.

3)
X+1

n=1

sinx sinnx

n�
; � > 0

����sin x sinnxn�

���� � 1

n�
; terme générale d�une série de Riemann convergente si � > 1.

D�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc uniformément et simplement sur R.

Si � � 1; pas de convergence normale. On ne peut rien dire sur la convergence uniforme et simple.

Critère d�Abel uniforme : fn (x) = an (x) bn (x) avec

8><>:
an (x) =

1

n�

bn (x) = sin x sinnx

1) an (x) =
1

n�
:

8>>>>><>>>>>:

an (x) � 0;8n � 1

an (x) est décroissante 8n � 1 car a
0
n (x) = ��n���1 < 0;8� > 0

lim
n!+1

an (x) converge uniformément vers a (x) = 0;8� > 0

2) bn (x) = sin x sinnx : 9M = 2 > 0;8x 2 R;
���Xn

k=0
bk (x)

��� � 2 ?
���Xn

k=0
bk (x)

��� =
���Xn

k=0
sin x sin kx

��� = ���Xn

k=0

1
2
(cos ((k � 1)x)� cos ((k + 1) x))

���
= 1

2
j[1 + cos x� cosnx� cos (n+ 1)]j � 1

2
[j1j+ jcosxj+ jcosnxj+ jcos (n+ 1)j]

� 1
2
[1 + 1 + 1 + 1] = 2

De 1) et 2) et en vertu du critère d�ABEL,
X+1

n=1

sin x sinnx

n�
converge uniformément et donc simplement si

� � 1
4)
X+1

n=1

(�1)n x2
1 + n3x4����(�1)n x21 + n3x4

���� =
x2

1 + n3x4
= gn (x) � sup

x2R
gn (x) = sup

x2[0;+1[
gn (x) car gn (x) est paire.
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g
0
n (x) =

2x (1� n3x4)
(1 + n3x4)2

= 0 ) x = 4

r
1

n3

x 0 4

r
1

n3
+1

g0 + 0 �

g 0 %
gn

0B@ 4

vuut 1

n3

1CA
&0

jfn (x)j � sup
x2[0;+1[

gn (x) = gn

 
4

r
1

n3

!
=

1

2n
3
2

terme générale d�une série de Riemann convergente, d�oùX+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc uniformément et simplement sur R.

Exercice 3 : Soit la série de fonctions dé�nie par :
X+1

n=0
x�e�nx; x � 0; � > 0:

1) 1.1. Si x 6= 0; Sn (x) =
Xn

k=0
x�e�kx = x�

Xn

k=0
e�kx = x�

1� e�(n+1)x
1� e�x ;8n � 0:

S (x) = lim
n!+1

Sn (x) = lim
n!+1

x�
1� e�(n+1)x
1� e�x =

x�

1� e�x ;8n � 0;8x 6= 0:

1.2. Si x = 0; S (0) =
Xn

k=0
0 = 0:

D�où
X+1

n=0
fn (x) converge simplement 8x � 0 vers S (x) =

8><>:
x�

1� e�x si x 6= 0

0 si x = 0:
1) jx�e�nxj = x�e�nx = fn (x) :

f
0
n (x) = �x��1e�nx � nx�e�nx

= (�� nx)x��1e�nx = 0

=) x = 0 ou x =
�

n
; � > 0

x 0
�

n
+1

f 0 + 0 �

f 0 %
fn

 �
n

!
&0

jfn (x)j � sup
x�0

fn (x) = fn
�
�
n

�
=
��
e

�� 1
n�

terme général d�une série de Riemann convergente si � > 1.

D�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc uniformément sur R+ si � > 1.

3) fn (x) = x�e�nx est continue sur R+.

Continuité de S (x) :

lim
x!0

S (x) = lim
x!0

x�

1� e�x = lim
x!0

x�

x

= lim
x!0

x��1 = lim
x!0

e(��1) lnx

=

8>>>><>>>>:
0 si �� 1 > 0! � > 1

1 si �� 1 = 0! � = 1

+1 si �� 1 < 0! � < 1
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Si � � 1 : lim
x!0

S (x) 6= 0 = S (0), d�où S (x) n�est pas continue sur R+ (discontinue en x0 = 0), alors pas de
convergence uniforme si � � 1.
3) 8x 2 [a;+1[ ; a > 0 : jfn (x)j = jx�e�nxj � a�e�na, terme général d�une série géométrique convergente,

d�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc uniformément sur [a;+1[ ; a > 0.

Exercice 4 : Calculer les limites suivantes :

1) lim
x
>!0

�X+1

n=1

1

2nnx

�
Convergence unifome sur [0;+1[ :

jfn (x)j =

���� 1

2nnx

���� =
1

2nnx
= fn (x) ; 8x 2 [0;+1[

f
0
n (x) = �(lnn)n

x

2n (nx)2
� 0; 8x 2 [0;+1[ ; 8n � 1;

fn (x) est strictement décroissante sur [0;+1[.

jfn (x)j � sup
x2[0;+1[

jfn (x)j = jfn (0)j =
1

2n
terme général terme général d�une série géométrique con-

vergente.

D�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc uniformément sur [0;+1[ :

D�où lim
x
>!0

�X+1

n=1

1

2nnx

�
=
X+1

n=1
lim
x
>!0

�
1

2nnx

�
=
X+1

n=1

1

2n
= 1:

2) lim
x!1

�X+1

n=1
(�1)n xn

n (1 + xn)

�
Convergence unifome sur [1;+1[ :

fn (x) = (�1)n an (x) : an (x) =
xn

n (1 + xn)8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

an (x) > 0;8x 2 [1;+1[

a
0
n (x) =

n (lnx)xn (1 + xn)� xn (1 + xn + n (lnx)xn)
(n (1 + xn))2

=
xn (n (lnx)� 1� xn)

(n (1 + xn))2
� 0

donc an (x) est décroissante sur [1;+1[ :

lim
n!+1

an (x) = 0;8x 2 [1;+1[

Alors
X+1

n=1
fn (x) converge simplement par Leibnitz et de plus jRn (x)j � jfn+1 (x)j =

xn+1

n (1 + xn+1)
! 0

lorsque n! +1:D�où la convergence uniforme de
X+1

n=1
fn (x) sur [1;+1[ :

Et donc
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lim
x!1

�X+1

n=1
(�1)n xn

n (1 + xn)

�
=

X+1

n=1
lim
x!1

�
(�1)n xn

n (1 + xn)

�

=
X+1

n=1

(�1)n

2n

=
1

2

X+1

n=1

(�1)n

n

= �1
2
ln (2)

Exercice 5 : Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes :

1) f(x) =
X+1

n=1

arctan (nx)

n2
Continuité de f(x) :

1. fn (x) =
arctan (nx)

n2
est continue sur R:

2. jfn (x)j =
����arctan (nx)n2

���� � �

2n2
terme général d�une série de Riemann convergente, d�où

X+1

n=1
fn (x)

converge normalement et donc uniformément sur R:

De 1) et 2) et par le théorème sur la continuité des séries de fonctions f(x) =
X+1

n=1

arctan (nx)

n2
est continue

sur R:
Dérivabilité de f(x) :

3.fn (x) =
arctan (nx)

n2
est dérivable sur R:

4.
X+1

n=1
fn (x) converge simplement car elle converge normalement sur R:(d�après 2)

5.
X+1

n=1
f
0
n (x) converge-t-elle uniformément sur R?

��f 0n (x)�� =

���� 1

n (1 + n2x2)

���� � 1

n
terme général d�une série divergente, d�où

X+1

n=1
fn (x) ne converge pas

normalement sur R
Convergenc normale sur ]�1;�a] [ ]a;+1] ; a > 0 :

��f 0n (x)�� =

���� 1

n (1 + n2x2)

���� � 1

n (1 + n2a2)
� 1

n3a2

terme général d�une série de Riemann convergente, d�où
X+1

n=1
fn (x) converge normalement et donc unifor-

mément sur ]�1;�a] [ [a;+1[ ; a > 0
Si x = 0

X+1

n=1
f
0
n (0) =

X+1

n=1

1

n
pas de convergence simple et donc pas de convergence uniforme.

Conclusion : f(x) =
X+1

n=1

arctan (nx)

n2
est dérivable sur tout intervalle de la forme ]�1;�a][]a;+1] ; a >

0:

2) f(x) =
X+1

n=1
(�1)n ln

�
1 +

1

nx

�
6



Continuité de f(x) sur ]0;+1[ :

Sur ]�1; 0] la série ne converge pas simplement car lim
n!+1

(�1)n ln
�
1 +

1

nx

�
n�existe pas pour x � 0

1. fn (x) = (�1)n ln
�
1 +

1

nx

�
est continue sur ]0;+1[ :

2. fn (x) = (�1)n an (x) : an (x) = ln
�
1 +

1

nx

�
8>>>>>><>>>>>>:

an (x) > 0; 8x 2 ]0;+1[

a
0
n (x) =

�xn�x
1 + n�x

� 0; 8x 2 ]0;+1[ donc an (x) est décroissante

lim
n!+1

an (x) = 0;8x 2 ]0;+1[

Alors
X+1

n=1
fn (x) converge simplement par Leibnitz et de plus jRn (x)j � jfn+1 (x)j = ln

�
1 +

1

(n+ 1)x

�
! 0

lorsque n! +1:D�où la convergence uniforme de
X+1

n=1
fn (x) sur ]0;+1[ :

De 1) et 2) et par le théorème sur la continuité des séries de fonctions f(x) =
X+1

n=1
(�1)n ln

�
1 +

1

nx

�
est

continue sur ]0;+1[ :
Dérivabilité de f(x) sur ]0;+1[ :

3.fn (x) = (�1)n ln
�
1 +

1

nx

�
est dérivable sur ]0;+1[ :

4.
X+1

n=1
fn (x) converge simplement car elle converge uniformément sur ]0;+1[ :(d�après 2)

5.
X+1

n=1
f
0
n (x) converge-t-elle uniformément sur ]0;+1[?

f
0
n (x) = (�1)n+1 lnn

nx + 1

fn (x) = (�1)n an (x) : an (x) =
lnn

nx + 18>>>>>>><>>>>>>>:

an (x) � 0; 8x 2 ]0;+1[ ;8n � 1

a
0
n (x) =

nx + 1� xnx lnn
n (1 + nx)2

� 0; 8x 2 ]0;+1[ donc an (x) est décroissante à partir d�un certain rang

lim
n!+1

an (x) = 0;8x 2 ]0;+1[

Alors
X+1

n=1
fn (x) converge simplement par Leibnitz et de plus jRn (x)j � jfn+1 (x)j =

ln (n+ 1)

(n+ 1)x + 1
! 0

lorsque n! +1:D�où la convergence uniforme de
X+1

n=1
fn (x) sur ]0;+1[

Conclusion : f(x) =
X+1

n=1
(�1)n ln

�
1 +

1

nx

�
est dérivable sur tout intervalle de la forme ]0;+1[ :
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