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1.

CHAPITRE 1
FORMES BILINEAIRES

Définitions

K corps,E,F € K — espace vectoriel
f+E->F

fu+v)=fw+fw)

f(u) = Af(u)

DEFINITION 1 : APPLICATION BILINEAIRE

On appelle application bilinéaire b : E X F = G
Vxy,%; €E:b(xy+%x3,y) =b(x,y) + b(x3,y)
VynLy, €EE:b(x, y; +y2) =b(x, y1) +b(x, y2)
vie K:b(Ax,y) = Ab(x, y)

b(x,Ay) = Ab(x,y)

De fagon équivalente

Vv x,b(x, )

est linéaire
Vy.b(Ly )}

|b:E x E - K| b bilinéaire forme bilinéaire

Exemple :
RXR - R
1) (x,y) —xy
R" xR —» R
2) (xy) —x+y
R3 xR3 - R3
3) xy)—xry
c*[0,1] XxC*®[0,1] » R
(f.9)— [y FOgBat
5) E XE* - K
(xy) — f(x)
E* ={f:E - K} linéaire = L(E,K)
6) f,g €E”
EXE*—> K
(x,y) — f(x)g(y)

7) Edimension finie base(ey, ..., e,)
A € Mn(K) , A= (ai'j)

4)

Vx,y € E, de coordonnées respectivement (xy, ..., Xp), V1, - Yn)

3{1 ){1
(6, Y) = Ticijen G jXiYj = EXAY ouX=[ ! | Y=/ ¢

Xn Yn



2. Matrice associée a une forme bilinéaire

E K — espace vectoriel dim finie, muni d’une base B=(ey, ..., €,,)
b forme bilinéaire sur E.

x,y €E X = Yi_ixe Y= Yilivie

b(x,y) = b(Xiixie; , Xi=1Yi€i) = Lisijn XiVib(ei €))

Soit A = (b(ei,ej))
b(x,y) = XAY

On dit que la matrice Mg (b) = (b(ei, e]-)), _ représente b dans la base B ou que c’est la
i,j
matrice associée a la forme bilinéaire b dans la base B.

1<i,jsn

Remarque :

B(E X E,K) - M,(K)

b — My (b) est un isomorphe

D’ou dimg B(E X E,K) = n?

3. Changement de base

Soient By, B, deux bases de E et P la matrice passage de B; a B, (rappel P x Xp, = Xp )

Soit b une forme bilinéaire sur E.
Alors Mg, (b) = ‘PMp (b)P

b(x,y) = tX31MBl (b)Y31

b(x,y) = *(PXp,)Mp, (b)(PY3,)
b(x,y) = tXBZ( tPMBl(b)P)YBZ
d’ou MBz(b) = tPMBl(b)P

4. Symétrie et Antisymétrie

b forme bilinéaire sur E.
Onditquebest:

R/

«» Symétrique : Si b(x,y) = b(y,x)

L)

% Antisymétrique : Si b(x,y) = —b(y,x)
% Alternée: Sib(x,x) = 0
“* Notation : S, (E) f et b symétrique

A, (E) f et b antisymétrique



Toute forme bilinéaire alternée sur E est antisymétrique.
La réciproque est vraie si car(K)=#2.

& f(x,y)+(y,x) = f(x+y, x+y) — f(x,x) = f(y,y) =0
f(x,y) = -f(y,x).

& 2 f(x,x) = f(x,x) + f(x,x) = -f(x,x) + f(x,x) =0
= f(x,x) =0

Remarque:
Ms(b) = (ai'j)lsi,jsn
e bsymétrique a; j = b(e;, €) = b(ej, el-) = aj; donc Mg(b) est symétrique tMg(b) =
Mg (D).
e B anti-symétrique ‘Mgz(b) = —Mgz(b).

Toute forme bilinéaire (si car K # 2) sur E se décompose en la somme d’une forme bilinéaire
symétrique et une forme bilinéaire antisymétrique.
b(x,y) + b(y,x) + b(x,y) — b(y,x)
b(x,y) =

2 2
€S, (K) €4, (K)

Novau et rang d’'une forme bilinéaire symétrique ou alternée

b:E XE — K bilinéaire symétrique ou alternée

On appelle le noyau de b I'ensemble
Kerb={x € E, Vy €E b(x,y) =0}
Kerb={y € E, Vx €E b(x,y) =0}

On définit bd:y BB by EE

—b(_,y) 9" x—b(x,)

Digression sur Dual

E, B = (eq, ..., €,) Une base
E*={f:E > K, f linéaire =L(E,K)}
On définit : e7, ...,e; A E”
. 1sii=j
ei(ef):{o sii#j
X €E ef(x) = €/ (Zjo1xi¢) = Xjoaef (xj¢)) = X1 %€ (e)) = X
B* = (eq,...,e,) est une base de E”*.

f €E* = (f(e1), ..., f(ey)) est une base de E*.
f €E* = (f(e1), .., f(ey)) sont les coordonnées de f dans B*.

Exercice : Mp p+(by) = Mp(b)



E K — espace vectoriel de dimension finie
b forme bilinéaire symétrique ou alternée, B base de E, A=Mz(b) dim Ker b =n—rgA.

Dim Ker b = dimKer b; = n —rang Mg g-b; = n —rang A.

Le rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée est le rang de sa matrice associée dans
une base quelconque, i.e.rg(b) = n — dim(Ker b)

Une forme bilinéaire b sur E est dite non dégénérée (ou réguliére) si Ker b = {0}. Elle est
dégénérée si Ker b # {0}

Remarque :

R/

< Larestriction d’une forme bilinéaire réguliére a un ss-espace vectoriel de E peut étre
dégénérée .

N L

% Sl b est non dégénérée :

E—->FE

L’application by : X ob( )

est un isomorphisme.

Principe de représentation de formes linéaires.
Si b réguliere alorsV f € E*, il existe un unique a € E, tel que f(_, a).

L’équivalence entre formes bilinéaires

E,F K — espace vectoriel dim finie,
Soitu : E — F isomorphe.
b forme bilinéaire sur F.

P EXE->K
On définit (x,¥)— bu)uy))

C’est bien une forme bilinéaire.

Soit E e.v. dim finie, b forme bilinéaire sur E.
Soit F e.v. dim finie, b* forme bilinéaire sur F.

On dit que b et b’ sont équivalentes s’il existe U : E — F isomorphismes tel que b(x,y) =

b™ (u(x), u(y)).

Exercice : Si P = My zr(w) alors Mg(b) = ‘PMy (b")P



7. Orthogonalité : Orthogonalité entre vecteurs de E.
E K — espace vectoriel de dimension finie et b forme bilinéaire.

Soientx,y €E.

On dit que x est b-orthogonal a y (ou orthogonal par rapport a b) si b(x,y) = 0. On le note
x L1, ysipasdambiguitéx L y.

Remarque :
1) Sib symétrique ou alternée la relation 1, est symétrique.
2) Sixb-orthogonal a y;, ...,y alors x et b-orthogonal a toute combinaison linéaire des
Vi
3) Les éléments de Ker b sont b — orthogonaux a tout élément de E.

Rappel : Kerb = {x EE,Vy € E b(x,y) = 0} = Ker by = Ker by,.

Soient A, B c E. On dit que A et B sont b-orthogonauxetonlenote A L, BsiVa € A,
Vb € B, a J_b b.

Soit A € E On appelle orthogonal de A 'ensemble A*» = {x € E,Y a € A b(x,a) = 0}

A,B c E alors:
1) A'b est un sous — espace vectoriel de E.
2) A cB = B'c A%
3) A'v = (Vect A)tp
4) Ass—evA NA* =Kerbyoluby = by,
5) A, B ss-espace vectoriel (A + B)'v = A*b n Biv
6) Ac (Atr)tn

1) x,y € Atr, 1€ K.

V a €A b(x+ Ay,a) = b(x,a) + Ab(y,a) =0
2) Soitx € Bt

V a € Aon calcule b(x,a)

b € Adonchb(x,a) =0

3) CommeA c Vect Aona (Vect A)*r c Atp

Réciproque, x € Atb

Soity € Vect Adoncy = Ajaq + -+ Apa,0ud; € Ka; € Ab(x,y) =0.
5) (A+B)*» ¢ A'» nBtp, soitx € (A + B)*b.

Soita €A, a € An Bdonchb(x,a) = 0 donc x € A'?, de méme x € B1b



Réciproquement, soit x € A*> N BLb.
Soitye ANB,y=a+baveca€A,demémeb €B.
b(x,y) =b(x,a+b) =b(x,a) +b(x,b) =0

M (K)X My, (K) - K
(X,Y) —tr(X,Y)

Exemple : b:
Calculons (Sn(]K))lb il suffit de calculer I'orthogonal des matrices.
E;; + E;; (borné pour Sn(K))

Une matrice A € (Sn(]K))lb surVi,j €[1,n]
tr (A(El‘] + Ej,l)) =0

]
0] 0
Eij= i( 1 _) A= (ai’j)lsi,jsn
| O
]

0 | 0 0 ai,j
AE; =il g, _ A(E;; +Ej;) = (aj,i 0 )

0 | o
tr (A(El'] + E],l)) =0~ ai,j + aj,i =0~ ai’j = aj,i

donc A est antisymétrique (Sn(]K))lb = A, (K).

2°™ disgression sur le dual.

E K — espace vectoriel de dim finie.

E* dual = L(E,K)

A CcE, B CcE*

Onnote At ={f €E*Va€A f(a)=0}cE*
OnnoteB° ={x €EE,Vf€E€B,f(x) =0} CcE

Ass—e.v.deE alorsdim At = dimE —dimA.

1) (E/A)* — At isomorphisme

2) EtdimE™ = dim E pour tout espace vectoriel de dim finie.

dimB* = dimE —dimA

A4, A, ss-espace vectoriel de E.

B;, B, ss-espace vectoriel de E™.
1) A cA, = A} c A7
2) B, € B, = B,°c By°



Remarque :

b71(A°) = Atp xbgizﬁx)

={x €E,b; € A°}
={x €E,b(Lx) € A°}

={x €E,b(a,x) =0, Va€eA}
:AJ-I]

A, B ss-espace vectoriel de E, b réguliere non dégénérée alors
A € B = B'v c Atv

B c At = bz'(B°) © bg'(A°)

b est non dégénérée <> Ker b = {0} & Ker by = {0}

(Comme by: E — E* injective et dim E = dim E™ alors b, est surjective donc un
isomorphisme)

= B° c A°

= ACB.

A ss-espace vectoriel de E, b non dégénérée.
Alors dim At» = dim E — dim A.

A*v = b71(A°) comme by est un isomorphisme.
dim b;1(4°) = dimA° = dimE — dim A .

Si b est non dégénérée et A ss-espace vectoriel de E.
(Atp)to=A,

dim (41%)*» = dimE — dim A*» = dimE — (dimE — dim A) = dim A.
Et puisque A < (A*?)*> alors on a I'égalité.

Si b est non dégénérée et A ss-espace vectoriel de E.
E=A @Aty



