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C H A P I T R E  1  

F O R M E S  B I L I N E A I R E S  

 

1. Définitions 

 

                                  

       

 (   )   ( )   ( )  

 (  )     ( )  

  

DEFINITION 1 : APPLICATION BILINEAIRE  

On appelle application bilinéaire            

             (       )   (    )   (    ) 

             (       )   (    )   (    ) 

         (    )    (   ) 

 (    )    (   )  

 

De façon équivalente 
     (    ) 
     (    )

}               

 

            b bilinéaire forme bilinéaire 

 

Exemple : 

1)            
(   )    

 

2)               

(   )     
 

3)               

(   )       
 

4) 
                        

(   )   ∫  ( ) ( )  
 
 

  

5)             
(   )    ( )

 

            linéaire =  (   ) 

6)         
       

(   )   ( ) ( )
  

7) E dimension finie base(       ) 

     ( ) ,   (    ) 

          de coordonnées respectivement (       ) (       ) 

(   )   ∑         
 
                où X=(

  

 
  

)     (

  

 
  

) 

 

 

 

 



2. Matrice associée à une forme bilinéaire 

 

E                      dim finie, muni d’une base B=(       ) 

b forme bilinéaire sur E. 

           ∑     
 
       ∑     

 
    

 (   )     (∑     
 
     ∑     

 
   ) = ∑      (     )

 
        

       ( (     ))
       

  

b(x,y) =       

 

DEFINITION 2 : MATRICE ASSOCIEE  

On dit que la matrice   ( )  ( (     ))
   

  représente b dans la base B ou que c’est la 

matrice associée à la forme bilinéaire b dans la base B. 

 

Remarque : 

 

 (     )    ( )
    ( )

  est un isomorphe 

 

D’où      (     )     

 

3. Changement de base 

 

Soient       deux bases de E et P la matrice passage de         (rappel      
    

) 

THEOREME 1:  
Soit b une forme bilinéaire sur E. 

 Alors    
( )        

( )  

 
PREUVE:  
b(x,y) =      

   
( )   

 

b(x,y) =   (    
)   

( )(    
) 

b(x,y) =      
(      

( ) )   
 

d’où    
( )        

( )  

 
4. Symétrie et Antisymétrie 

 

DEFINITION 3 : FORME BILINEAIRE SYMETRIQUE, ANTISYMETRIQUE ET ALTERNEE  

b forme bilinéaire sur E. 

On dit que b est : 

 Symétrique : Si   (   )     (   ) 

 Antisymétrique : Si   (   )      (   ) 

 Alternée :      (   )      

 Notation :    ( ) f et b symétrique 

  ( ) f et b antisymétrique 

 



PROPOSITION 1:  
Toute forme bilinéaire alternée sur E est antisymétrique. 

La réciproque est vraie si car( )≠2. 

 

PREUVE:  
 f(x,y)+f(y,x) = f(x+y, x+y) – f(x,x) – f(y,y) = 0 

f(x,y) = -f(y,x). 

 2 f(x,x) = f(x,x) + f(x,x) = -f(x,x) + f(x,x) = 0 

  (   )     

 

  Remarque: 

   ( )  (    )       
 

 b symétrique      =  (     ) =  (     )       donc   ( ) est symétrique      ( )  

  ( ). 

 B anti-symétrique     ( )     ( ). 

 

 

Toute forme bilinéaire (si car   ≠ 2) sur E se décompose en la somme d’une forme bilinéaire 

symétrique et une forme bilinéaire antisymétrique. 

 (   )  
 (   )   (   )

 ⏟          
   ( )

 
 

 (   )   (   )

 ⏟          
   ( )

 

 

5. Noyau et rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée 

 

DEFINITION 4 : NOYAU D’UNE FORME BILINEAIRE  

b :         bilinéaire symétrique ou alternée 

On appelle le noyau de b l’ensemble 

Ker b =              (   )     

Ker b =              (   )     

 

On définit         

    (     )
           

    (     )
   

 

Digression sur Dual 

E,   (       ) une base 

                           (   )   

On définit :   
      

  à    

  
 (  )  {

          
         

  

        
 ( )     

 (∑     
 
   )  ∑   

 (    
 
   )  ∑     

 (  
 
   )     

    (  
      

 ) est une base de   . 

      ( (  
 )    (  

 )) est une base de   . 

      ( (  )    (  )) sont les coordonnées de f dans   . 

 

Exercice :      (  )    ( )  



 

PROPOSITION 2:  
E                      de dimension finie 

b forme bilinéaire symétrique ou alternée, B base de E, A=  ( )  dim Ker b = n – rgA. 

PREUVE:  
                                   

          . 

  

DEFINITION 5 : RANG D’UNE FORME BILINEAIRE  

Le rang d’une forme bilinéaire symétrique ou alternée est le rang de sa matrice associée dans 

une base quelconque, i.e.   ( )        (     ) 

 

DEFINITION 6 : FORME BILINEAIRE REGULIERE, DEGENEREE  

Une forme bilinéaire b sur E est dite non dégénérée (ou régulière) si           . Elle est 

dégénérée si Ker b ≠ {0} 

 

Remarque :  

 La restriction d’une forme bilinéaire régulière à un ss-espace vectoriel de E peut être 

dégénérée . 

 SI b est non dégénérée : 

L’application          
    (     ) 

 est un isomorphisme. 

 

PROPOSITION 3:  
Principe de représentation de formes linéaires. 

 Si b régulière alors        , il existe un unique     , tel que  (     ).  

 

6. L’équivalence entre formes bilinéaires 

 

E, F                       dim finie, 

Soit         isomorphe. 

b forme bilinéaire sur F. 

On définit          
(   )   ( ( )  ( ))

 

C’est bien une forme bilinéaire. 

 

DEFINITION 7 : FORME BILINEAIRE EQUIVALENTE  

Soit E e.v. dim finie, b forme bilinéaire sur E. 

Soit F e.v. dim finie,    forme bilinéaire sur F. 

 

On dit que b et b’ sont équivalentes s’il existe       isomorphismes tel que b(x,y) =  

  ( ( )  ( )). 

 

Exercice :           ( )         ( )        (  )   

 

 



 

7. Orthogonalité : Orthogonalité entre vecteurs de E. 

                     de dimension finie et b forme bilinéaire. 

 

DEFINITION 8 : B-ORTHOGONAL 

Soient       . 

On dit que x est b-orthogonal à y (ou orthogonal par rapport à b) si  (   )   . On le note 

       si pas d’ambiguïté       . 

 

Remarque : 

 1) Si b symétrique ou alternée la relation  𝑏 est symétrique. 

 2) Si x b-orthogonal à 𝑦    𝑦𝑟  alors x et b-orthogonal à toute combinaison linéaire des 

𝑦𝑖. 

 3) Les éléments de Ker b sont 𝑏  𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑢𝑥 à tout élément de E. 

 

Rappel :                       (   )                  . 

 

 

DEFINITION 9 : ORTHOGONAL D’UN SOUS-ESPACE VECTORIEL  

Soient       . On dit que A et B sont b-orthogonaux et on le note       si         

              

 

DEFINITION 10 : ORTHOGONAL  

Soit      On appelle orthogonal de A l’ensemble                   (   )      

 

PROPOSITION 4:  
       alors : 

1)                                        

2)                

3)     (      )   

4)                                   

5)     ss-espace vectoriel (   )            

6)   (   )    

PREUVE:  
1)          ,     . 

         (      )   (   )    (   ) = 0 
2)  Soit        

        on calcule  (   ) 
       donc  (   )    

3) Comme           on a  (      )        
          ,         
Soit           donc                                  (   )   . 

5) (   )           , soit   (   )  . 
Soit            donc  (   )    donc      , de même       



Réciproquement, soit          . 
Soit y      ,       avec     , de même     . 
 (   )   (     )   (   )   (   )     

 

Exemple :     ( )   ( )   
(   )    (   )

  

 

Calculons (  ( ))
  

 il suffit de calculer l’orthogonal des matrices. 

          (             ( ))  

Une matrice     (  ( ))
    sur              

   ( (         ))     

     

 
 
 
 

   

(
   
   
   

)
    (    )       

  

A     

 
 
 
 

   

(

   
      

   
)

   (         )  (
     

     
) 

   ( (         ))                                

donc A est antisymétrique (  ( ))
  

   ( ). 

 
2ème disgression sur le dual. 
                     de dim finie. 
          (   )  
            
On note                  ( )        
On note                    ( )        

 

 

PROPOSITION 5:   
               alors                  

 

PREUVE:  

1) (  ⁄ )
 
            ℎ     

2) Et            pour tout espace vectoriel de dim finie. 

 

PROPOSITION 6:   
                 

 

PROPOSITION 7:   
      ss-espace vectoriel de  . 

      ss-espace vectoriel de   . 

1)           
    

  

2)           
     

    

 



Remarque :  

𝑏𝑑
− (𝐴 )  𝐴 𝑏  𝑏𝑑 𝐸 𝐸 

𝑥  𝑏(    𝑥)
 

 

  𝑥  𝐸  𝑏𝑑  𝐴     

   𝑥  𝐸  𝑏(  𝑥)  𝐴     

   𝑥  𝐸  𝑏(𝑎 𝑥)      𝑎  𝐴     

 𝐴 𝑏   

 

 

PROPOSITION 8:   
    ss-espace vectoriel de  , b régulière non dégénérée alors 

        
     

    

 

 

PREUVE:  

           
− (  )    

− (  )  

b est non dégénérée                          

(Comme                                     alors    est surjective donc un 

isomorphisme) 

        

     . 

 

PROPOSITION 9 : THEOREME DIMENSION DE L’ORTHOGONAL   
  ss-espace vectoriel de E, b non dégénérée. 

Alors                 . 

 

PREUVE:  

      
− (  )  comme    est un isomorphisme. 

     
− (  )                  . 

 
PROPOSITION 10:   
Si b est non dégénérée  et   ss-espace vectoriel de E. 
(   )  = A. 
 
PREUVE:  
    (   )                    (         )         

Et puisque    (   )   alors on a l’égalité. 

 

PROPOSITION 11 : COROLLAIRE   
Si b est non dégénérée  et   ss-espace vectoriel de E. 

         . 

 

  

 

  

 


