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CCiinnéémmaatt iiqquuee  

Exercice 1 Soit ( )t M t֏  un mouvement tel que ( )t OM t
�����

֏  est constante. 

Montrer que OM
�����

 et v
�

 sont orthogonaux. 

Exercice 2 Montrer que les mouvements rectilignes uniformes sont ceux d’accélération nulle. 

Exercice 3 Le mouvement d’un point ( )M t  est circulaire de centre O  et à accélération de centre O . 

Montrer que ce mouvement est uniforme. 

Exercice 4 On suppose que le mouvement d’un point ( )M t  est tel que ( )a t
�

 soit colinéaire à ( )OM t
�����

 (on dit 

qu’il s’agit d’un mouvement à accélération de centre O ). 

a) Montrer que l’application Det( ( ), ( ))t OM t v t
������� �

֏  est constante. 

b) Montrer que si de plus le mouvement est circulaire, il est uniforme. 

CCoouurrbbeess  eenn  ccoooorrddoonnnnééeess  ccaarr ttééssiieennnneess  

Exercice 5 Etudier la courbe paramétrée définie par : { cos3
sin 2

x t

y t

=
=

. 

Exercice 6 Etudier la courbe paramétrée définie par : { ( ) 2cos 2
( ) sin 3
x t t

y t t

=
=

. 

Exercice 7 Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2 2

3 2

(1 ) (1 )
(1 )

x t t

y t t

 = − + = +
. 

Exercice 8 Etudier la courbe paramétrée définie par : 3

1
( 2)

x t

y t t

 = = +
. 

Exercice 9 Etudier la courbe paramétrée définie par : 2

etx

y t

 = =
. 

On déterminera le point d’inflexion ainsi que l’équation de la tangente en ce point. 

CCoouurrbbeess  ccaarr ttééssiieennnneess  ccllaassssiiqquueess  

Exercice 10 [Astroïde] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
3

3

cos
sin

x t

y t

 = =
. 

b) On note A  et B  les points d’intersection des axes ( )Ox  et ( )Oy  avec tangente au point de 

paramètre [ ]0 2t π≠  de la courbe précédente. Calculer la distance ( ) ( )A t B t . 

Exercice 11 [Lemniscate de Bernoulli] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2

2

sin

1 cos
sin cos

1 cos

t
x

t
t t

y
t

 = + = +

. 
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CCiinnéémmaatt iiqquuee  

Exercice 1 Soit ( )t M t֏  un mouvement tel que ( )t OM t
�����

֏  est constante. 

Montrer que OM
�����

 et v
�

 sont orthogonaux. 

Exercice 2 Montrer que les mouvements rectilignes uniformes sont ceux d’accélération nulle. 

Exercice 3 Le mouvement d’un point ( )M t  est circulaire de centre O  et à accélération de centre O . 

Montrer que ce mouvement est uniforme. 

Exercice 4 On suppose que le mouvement d’un point ( )M t  est tel que ( )a t
�

 soit colinéaire à ( )OM t
�����

 (on dit 

qu’il s’agit d’un mouvement à accélération de centre O ). 

a) Montrer que l’application Det( ( ), ( ))t OM t v t
������� �

֏  est constante. 

b) Montrer que si de plus le mouvement est circulaire, il est uniforme. 

CCoouurrbbeess  eenn  ccoooorrddoonnnnééeess  ccaarr ttééssiieennnneess  

Exercice 5 Etudier la courbe paramétrée définie par : { cos3
sin 2

x t

y t

=
=

. 

Exercice 6 Etudier la courbe paramétrée définie par : { ( ) 2cos 2
( ) sin 3
x t t

y t t

=
=

. 

Exercice 7 Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2 2

3 2

(1 ) (1 )
(1 )

x t t

y t t

 = − + = +
. 

Exercice 8 Etudier la courbe paramétrée définie par : 3

1
( 2)

x t

y t t

 = = +
. 

Exercice 9 Etudier la courbe paramétrée définie par : 2

etx

y t

 = =
. 

On déterminera le point d’inflexion ainsi que l’équation de la tangente en ce point. 

CCoouurrbbeess  ccaarr ttééssiieennnneess  ccllaassssiiqquueess  

Exercice 10 [Astroïde] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
3

3

cos
sin

x t

y t

 = =
. 

b) On note A  et B  les points d’intersection des axes ( )Ox  et ( )Oy  avec tangente au point de 

paramètre [ ]0 2t π≠  de la courbe précédente. Calculer la distance ( ) ( )A t B t . 

Exercice 11 [Lemniscate de Bernoulli] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2

2

sin

1 cos
sin cos

1 cos

t
x

t
t t

y
t

 = + = +

. 
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CCiinnéémmaatt iiqquuee  

Exercice 1 Soit ( )t M t֏  un mouvement tel que ( )t OM t
�����

֏  est constante. 

Montrer que OM
�����

 et v�  sont orthogonaux. 

Exercice 2 Montrer que les mouvements rectilignes uniformes sont ceux d’accélération nulle. 

Exercice 3 Le mouvement d’un point ( )M t  est circulaire de centre O  et à accélération de centre O . 
Montrer que ce mouvement est uniforme. 

Exercice 4 On suppose que le mouvement d’un point ( )M t  est tel que ( )a t
�  soit colinéaire à ( )OM t

�����
 (on dit 

qu’il s’agit d’un mouvement à accélération de centre O ). 
a) Montrer que l’application Det( ( ), ( ))t OM t v t

������� �
֏  est constante. 

b) Montrer que si de plus le mouvement est circulaire, il est uniforme. 

CCoouurrbbeess  eenn  ccoooorrddoonnnnééeess  ccaarr ttééssiieennnneess  

Exercice 5 Etudier la courbe paramétrée définie par : { cos3
sin 2

x t

y t

=
=

. 

Exercice 6 Etudier la courbe paramétrée définie par : { ( ) 2cos 2
( ) sin 3
x t t

y t t

=
=

. 

Exercice 7 Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2 2

3 2
(1 ) (1 )

(1 )
x t t

y t t

 = − + = +
. 

Exercice 8 Etudier la courbe paramétrée définie par : 3
1
( 2)

x t

y t t

 = = +
. 

Exercice 9 Etudier la courbe paramétrée définie par : 2
etx

y t

 = =
. 

On déterminera le point d’inflexion ainsi que l’équation de la tangente en ce point. 

CCoouurrbbeess  ccaarr ttééssiieennnneess  ccllaassssiiqquueess  

Exercice 10 [Astroïde] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
3

3
cos
sin

x t

y t

 = =
. 

b) On note A  et B  les points d’intersection des axes ( )Ox  et ( )Oy  avec les tangentes au point de 
paramètre [ ]0 2t π≠  de la courbe précédente. Calculer la distance ( ) ( )A t B t . 

Exercice 11 [Lemniscate de Bernoulli] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2

2

sin
1 cos
sin cos
1 cos

t
x

t
t t

y
t

 = + = +

. 
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b) On introduit les points 1 2
0F  et 1 2

0F −′ . 

Montrer que pour tout point M  de la courbe ci-dessus : 1 2MF MF ′× = . 

Exercice 12 [Tractrice] 

a) Etudier la courbe définie par : { th
1 ch

x t t

y t

= −
=

. 

b) On note A  le point d’intersection de l’axe ( )Ox  avec la tangente au point M  de paramètre t  

de la courbe ci-dessus. Préciser la nature du mouvement du point A  ainsi que la valeur de la 
distance AM . 

Exercice 13 [Cardioïde] 

Etudier la courbe définie par : { ( ) 2cos cos 2
( ) 2sin sin 2
x t t t

y t t t

= +
= +

. 

Exercice 14 [Deltoïde] 

Etudier la courbe définie par : { ( ) 2cos cos 2
( ) 2sin sin 2
x t t t

y t t t

= +
= −

. 

PPrroobbllèèmmeess  rreellaatt ii ffss  aauuxx  ttaannggeenntteess  

Exercice 15 a) Etudier la courbe 
2

3

( ) 3
( ) 2
x t t

y t t

 = =
. 

b) Déterminer les droites qui sont à la fois tangente et normale à cette courbe. 

Exercice 16 Etudier et représenter la courbe définie par 
3

4

( ) 4
( ) 3
x t t

y t t

 = =
. 

Former une équation de la tangente au point de paramètre t ∈ℝ . 
Déterminer un paramétrage du lieu des points d’où l’on peut mener deux tangentes à la courbe 
précédente orthogonales et étudier cette courbe. 

Exercice 17 Soit ( )t M t֏  un arc régulier tel que en tout point ( )M t  la tangente est 3 3: ( 3 ) 2tD t t x y t+ − = . 

Réaliser un paramétrage en coordonnées cartésiennes de l’arc étudié et le représenter. 

CCoouurrbbeess  eenn  ccoooorrddoonnnnééeess  ppoollaaii rreess  

Exercice 18 Etudier la courbe d’équation polaire 2cosρ θ= . 

Exercice 19 Etudier la courbe d’équation polaire cos3ρ θ= . 

Exercice 20 Etudier la courbe : cos3 1ρ θ= − . 

Exercice 21 Etudier la courbe d’équation polaire tanρ θ= . 

Exercice 22 Etudier la courbe : 1 2cos 2ρ θ= + . 

Exercice 23 Etudier la courbe 
cos

1 cos

θ
ρ

θ
=
−

. 

EXERCICE 5

L́ T

FEUILLE DE TD 22

Ex ¬
Tracer les supports des arcs paramétrés suivants. On précisera, le cas échéant, les points remar-
quables (point de rebroussement ou d’inflexion, point double, point asymptote) ainsi que les
branches infinies.

x = sin (2t)

y = sin (3t)
;


x = cos2 (t)

y = cos3 (t) sin (t)
;


x = cos (t)

y = cos
( t
3

)
+ sin

( t
3

)


x =
t

t2 − 1

y =
t2

t − 1

;


x = t2 +

2
t

y = t +
1
t

;


x = t2 ln (t)

y = t ln2 (t)
;


x =

1 − 3t2

1 − t

y =
t3
− 3t

1 − t

Ex ­
Cycloïde droite : un cercle de rayon R roule sans glisser sur l’axe des abscisses. Etudier la trajectoire
d’un point lié à ce cercle.

Ex ®
Montrer que la courbe paramétrée par :

x = 3t3 + 2t2
− t − 1

y = 3t2 + 2t + 1

possède un point double. Préciser les tangentes en ce point.

Ex ¯
Montrer que la courbe paramétrée par :

x (t) = t + et

y (t) = t + e−t

présente un point d’inflexion. Préciser l’équation de la tangente en ce point.

Ex °

Le folium de Descartes est la courbe Γ d’équation x3 + y3 = 3axy (avec a > 0 fixé). Obtenir une
paramétrisation de Γ en la coupant par une droite variable passant par O.

Ex ±
Tracer la courbe définie paramétriquement par :

x (t) = sin3 (t)

y (t) = cos (t) − cos4 (t)

EXERCICE 6

L́ T

FEUILLE DE TD 22

Ex ¬
Tracer les supports des arcs paramétrés suivants. On précisera, le cas échéant, les points remar-
quables (point de rebroussement ou d’inflexion, point double, point asymptote) ainsi que les
branches infinies.

x = sin (2t)

y = sin (3t)
;


x = cos2 (t)

y = cos3 (t) sin (t)
;


x = cos (t)

y = cos
( t
3

)
+ sin

( t
3

)


x =
t

t2 − 1

y =
t2

t − 1

;


x = t2 +

2
t

y = t +
1
t

;


x = t2 ln (t)

y = t ln2 (t)
;


x =

1 − 3t2

1 − t

y =
t3
− 3t

1 − t

Ex ­
Cycloïde droite : un cercle de rayon R roule sans glisser sur l’axe des abscisses. Etudier la trajectoire
d’un point lié à ce cercle.

Ex ®
Montrer que la courbe paramétrée par :

x = 3t3 + 2t2
− t − 1

y = 3t2 + 2t + 1

possède un point double. Préciser les tangentes en ce point.

Ex ¯
Montrer que la courbe paramétrée par :

x (t) = t + et

y (t) = t + e−t

présente un point d’inflexion. Préciser l’équation de la tangente en ce point.

Ex °

Le folium de Descartes est la courbe Γ d’équation x3 + y3 = 3axy (avec a > 0 fixé). Obtenir une
paramétrisation de Γ en la coupant par une droite variable passant par O.

Ex ±
Tracer la courbe définie paramétriquement par :

x (t) = sin3 (t)

y (t) = cos (t) − cos4 (t)

EXERCICE 7 (Supplément)

L́ T

FEUILLE DE TD 22

Ex ¬
Tracer les supports des arcs paramétrés suivants. On précisera, le cas échéant, les points remar-
quables (point de rebroussement ou d’inflexion, point double, point asymptote) ainsi que les
branches infinies.

x = sin (2t)

y = sin (3t)
;


x = cos2 (t)

y = cos3 (t) sin (t)
;


x = cos (t)

y = cos
( t
3

)
+ sin

( t
3

)


x =
t

t2 − 1

y =
t2

t − 1

;


x = t2 +

2
t

y = t +
1
t

;


x = t2 ln (t)

y = t ln2 (t)
;


x =

1 − 3t2

1 − t

y =
t3
− 3t

1 − t

Ex ­
Cycloïde droite : un cercle de rayon R roule sans glisser sur l’axe des abscisses. Etudier la trajectoire
d’un point lié à ce cercle.

Ex ®
Montrer que la courbe paramétrée par :

x = 3t3 + 2t2
− t − 1

y = 3t2 + 2t + 1

possède un point double. Préciser les tangentes en ce point.

Ex ¯
Montrer que la courbe paramétrée par :

x (t) = t + et

y (t) = t + e−t

présente un point d’inflexion. Préciser l’équation de la tangente en ce point.

Ex °

Le folium de Descartes est la courbe Γ d’équation x3 + y3 = 3axy (avec a > 0 fixé). Obtenir une
paramétrisation de Γ en la coupant par une droite variable passant par O.

Ex ±
Tracer la courbe définie paramétriquement par :

x (t) = sin3 (t)

y (t) = cos (t) − cos4 (t)

EXERCICE 8 (Supplément)

L́ T

FEUILLE DE TD 22

Ex ¬
Tracer les supports des arcs paramétrés suivants. On précisera, le cas échéant, les points remar-
quables (point de rebroussement ou d’inflexion, point double, point asymptote) ainsi que les
branches infinies.

x = sin (2t)

y = sin (3t)
;


x = cos2 (t)

y = cos3 (t) sin (t)
;


x = cos (t)

y = cos
( t
3

)
+ sin

( t
3

)


x =
t

t2 − 1

y =
t2

t − 1

;


x = t2 +

2
t

y = t +
1
t

;


x = t2 ln (t)

y = t ln2 (t)
;


x =

1 − 3t2

1 − t

y =
t3
− 3t

1 − t

Ex ­
Cycloïde droite : un cercle de rayon R roule sans glisser sur l’axe des abscisses. Etudier la trajectoire
d’un point lié à ce cercle.

Ex ®
Montrer que la courbe paramétrée par :

x = 3t3 + 2t2
− t − 1

y = 3t2 + 2t + 1

possède un point double. Préciser les tangentes en ce point.

Ex ¯
Montrer que la courbe paramétrée par :

x (t) = t + et

y (t) = t + e−t

présente un point d’inflexion. Préciser l’équation de la tangente en ce point.

Ex °

Le folium de Descartes est la courbe Γ d’équation x3 + y3 = 3axy (avec a > 0 fixé). Obtenir une
paramétrisation de Γ en la coupant par une droite variable passant par O.

Ex ±
Tracer la courbe définie paramétriquement par :

x (t) = sin3 (t)

y (t) = cos (t) − cos4 (t)
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L’application ( )t M t֏  est définie et ∞
C  sur ℝ . 

( )t M t֏  est 2π  périodique. Etude limitée à [ ],π π− . 
( )M t−  et ( )M t  sont symétriques par rapport à ( )Ox . 
( 2 )M tπ −  et ( 2 )M tπ +  sont confondus. 

Etude limitée à [ ]0, 2π . 

( ) 4sin 2 ( ) 0 0, 2
( ) 3cos3 ( ) 0 6, 2

x t t x t t

y t t y t

π

π π

 ′ ′= − = ⇔ =  ⇔ ′ ′ = = ⇔  
 

0 6 2
( ) 0 0
( ) 2 1 2
( ) 0 0
( ) 0 1 1
( ) 0 ?

t

x t

x t

y t

y t

m t

π π

′ −
−

′ + −
−

∞ − +

ց ց

ր ց

  

Etude en 2t π=  : 
( ) 8cos 2 ( 2) 8
( ) 9sin3 ( 2) 9

x t t x

y t t y

π

π

 ′′ ′′= − =  ⇔ ′′ ′′ = − =  
 

2p =  et la tangente à une pente égale à 9 8 . 
Puisque ( 2 )M tπ −  et ( 2 )M tπ +  sont confondus, on a  un point de rebroussement de seconde espèce. 

Exercice 7 Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2 2

3 2
(1 ) (1 )

(1 )
x t t

y t t

 = − + = +
. 

( )( ) ( ( ))OxM t s M t− = . Etude limitée à [ [0,+∞ . 
0

( ) 1 1
( ) 0

t

x t

y t

+∞
−

+∞
ց

ր

  

En 0 : (0) (0) 0x y′ ′= =  et (0) 4x ′′ = −  et (0) 0y ′′ = . 
Tangente horizontale en (0)M  
Par symétrie, c’est un point de rebroussement. 
En +∞  : ( ) 1x t +→ −  et ( )y t → +∞ . 
La droite d’équation 1x = −  est asymptote, courbe à droite. 

Exercice 8 Etudier la courbe paramétrée définie par : 3
1
( 2)

x t

y t t

 = = +
. 

Etude sur ∗ℝ . 
0 1

( ) 0 1 0
( ) 3

t

x t

y t

−∞ +∞
−∞ +∞

+∞ −∞ +∞ +∞
ց ց ց

ց ց ր

 

En +∞  : ( )Oy  est asymptote, courbe à droite. 
En −∞  : ( )Oy  est asymptote, courbe à gauche. 
En 0+  et 0−  : ( ) ( ) 2y t x t →  et ( ) 2 ( ) 0y t x t +− →  
La droite d’équation 2y x=  est asymptote, courbe au dessus. 

Exercice 9 Etudier la courbe paramétrée définie par : 2
etx

y t

 = =
. 

On déterminera le point d’inflexion ainsi que l’équation de la tangente en ce point. 
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L’application ( )t M t֏  est définie et ∞
C  sur ℝ . 

( )t M t֏  est 2π  périodique. Etude limitée à [ ],π π− . 

( )M t−  et ( )M t  sont symétriques par rapport à ( )Ox . 

( 2 )M tπ −  et ( 2 )M tπ +  sont confondus. 

Etude limitée à [ ]0, 2π . 

( ) 4sin 2 ( ) 0 0, 2
( ) 3cos3 ( ) 0 6, 2

x t t x t t

y t t y t

π

π π

 ′ ′= − = ⇔ =  ⇔ ′ ′ = = ⇔  
 

0 6 2
( ) 0 0
( ) 2 1 2
( ) 0 0
( ) 0 1 1
( ) 0 ?

t

x t

x t

y t

y t

m t

π π

′ −
−

′ + −
−

∞ − +

ց ց

ր ց

  

Etude en 2t π=  : 

( ) 8cos2 ( 2) 8
( ) 9sin3 ( 2) 9

x t t x

y t t y

π

π

 ′′ ′′= − =  ⇔ ′′ ′′ = − =  
 

2p =  et la tangente à une pente égale à 9 8 . 

Puisque ( 2 )M tπ −  et ( 2 )M tπ +  sont confondus on a affaire un point de rebroussement de seconde espèce. 

Exercice 7 Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2 2

3 2

(1 ) (1 )
(1 )

x t t

y t t

 = − + = +
. 

( )( ) ( ( ))OxM t s M t− = . Etude limitée à [ [0,+∞ . 

0
( ) 1 1
( ) 0

t

x t

y t

+∞
−

+∞
ց

ր

  

En 0 : (0) (0) 0x y′ ′= =  et (0) 4x ′′ = −  et (0) 0y ′′ = . 

Tangente horizontale en (0)M  

Par symétrie, c’est un point de rebroussement. 
En +∞  : ( ) 1x t +→ −  et ( )y t → +∞ . 

La droite d’équation 1x = −  est asymptote, courbe à droite. 

Exercice 8 Etudier la courbe paramétrée définie par : 3

1
( 2)

x t

y t t

 = = +
. 

Etude sur ∗ℝ . 
0 1

( ) 0 1 0
( ) 3

t

x t

y t

−∞ +∞
−∞ +∞

+∞ −∞ +∞ +∞
ց ց ց

ց ց ր

 

En +∞  : ( )Oy  est asymptote, courbe à droite. 

En −∞  : ( )Oy  est asymptote, courbe à gauche. 

En 0+  et 0−  : ( ) ( ) 2y t x t →  et ( ) 2 ( ) 0y t x t +− →  

La droite d’équation 2y x=  est asymptote, courbe au dessus. 

Exercice 9 Etudier la courbe paramétrée définie par : 2

etx

y t

 = =
. 

On déterminera le point d’inflexion ainsi que l’équation de la tangente en ce point. 
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Etude sur ℝ . 
0

( ) 0 1
( ) 0

t

x t

y t

−∞ +∞
+∞

+∞ +∞
ր ր

ց ր

. 

En +∞  : ( ) ( ) 0y t x t →  et ( )y t → +∞   

Branche parabolique horizontale. 
En −∞  : ( )y t → +∞  et ( ) 0x t +→ . 

( )Oy  est asymptote, courbe à droite. 

( ) ( ) ( ) ( ) 2e (1 )tx t y t x t y t t′ ′′ ′′ ′− = − . 

Le point d’inflexion est e(1)1M . 

La tangente a pour équation 
1

(2 e)
e

y x= − . 

CCoouurrbbeess  ccaarr ttééssiieennnneess  ccllaassssiiqquueess  

Exercice 10 [Astroïde] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
3

3

cos
sin

x t

y t

 = =
. 

b) On note A  et B  les points d’intersection des axes ( )Ox  et ( )Oy  avec tangente au point de 

paramètre [ ]0 2t π≠  de la courbe précédente. Calculer la distance ( ) ( )A t B t . 

a) ( 2 ) ( )M t M tπ+ = , ( )( ) ( ( ))OxM t s M t− = , ( )( ) ( ( ))OyM t s M tπ− =  

et ( 2 ) ( ( ))M t s M tπ ∆− = . Etude sur [ ]0, 4π . 

3 2

3 2

0 4
( ) 1 2
( ) 0 2

t

x t

y t

π
−

−

ց

ր

. 

En 0 : (0) (0) 0x y′ ′= =  et (0) 3x ′′ = − , (0) 0y ′′ = . 

Tangente horizontale. Par symétrie, point de rebroussement. 
En 4π  : Tangente orthogonale à ∆ . 

b) ( ) tanm t t= − , l’équation de la tangente en ( )M t  est 3 3tan ( cos ) siny t x t t= − − + . 

On a 0( ) sinA t t  et cos( )( ) 0
tB t . ( ) ( ) 1A t B t =  

Exercice 11 [Lemniscate de Bernoulli] 

a) Etudier la courbe paramétrée définie par : 
2

2

sin

1 cos
sin cos

1 cos

t
x

t
t t

y
t

 = + = +

. 

b) On introduit les points 1 2
0F  et 1 2

0F −′ . 

Montrer que pour tout point M  de la courbe ci-dessus : 1 2MF MF ′× = . 

a) ( 2 ) ( )M t M tπ+ = , ( ) ( ( ))OM t s M t− = , ( )( ) ( ( ))OxM t s M tπ− = . 

Etude sur [ ]0, 2π . 

On pose 0 arccos(1 3)t = , 0cos 1 3t =  et 0sin 2 3t = . 

00 2

( ) 0 3 8 1

( ) 0 1 8 0

t t

x t

y t

π

ր ր

ր ց

. 
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En 0 : ( ) 1m t = . La tangente est ∆ . 

En 0t  : tangente horizontale. 

En 2π  : tangente verticale. 

b) 
2

2
2 2

sin 1 sin
2

2(1 cos ) 1 cos

t
MF

t t
= + −

+ +
, 

2
2

2 2

sin 1 sin
2

2(1 cos ) 1 cos

t
MF

t t
′ = + +

+ +
 donc 2 2 1 4MF MF ′ = . 

Exercice 12 [Tractrice] 

a) Etudier la courbe définie par : { th
1 ch

x t t

y t

= −
=

. 

b) On note A  le point d’intersection de l’axe ( )Ox  avec la tangente au point M  de paramètre t  

de la courbe ci-dessus. Préciser la nature du mouvement du point A  ainsi que la valeur de la 
distance AM . 

a) ( )( ) ( ( ))OyM t s M t− = . Etude sur +ℝ . 

0
( ) 0
( ) 1 0

t

x t

y t

+∞
+∞ր

ց

. 

En 0 : (0) (0) 0x y′ ′= = , (0) 0x ′′ =  et (0) 1y ′′ = − . 

Tangente verticale. Par symétrie point de rebroussement. 
En +∞  : l’axe ( )Ox  est asymptote. 

b) Pour 0t ≠ , ( ) 1 shm t t= − . L’équation de la tangente est 
1

( ) ( )
sh

y t x t
t

= − − . 

0
tA  (qui vaut aussi pour 0t = ) A  a un mouvement rectiligne uniforme. 2 2

2

1
th 1

ch
AM t

t
= + = . 

Exercice 13 [Cardioïde] 

Etudier la courbe définie par : { ( ) 2cos cos2
( ) 2sin sin 2

x t t t

y t t t

= +
= +

. 

( )t M t֏  est définie et ∞
C  sur ℝ . 

( )t M t֏  est 2π  périodique. Etude limitée à [ ],π π− . 

( )M t−  est le symétrie de ( )M t  par rapport à ( )Ox . 

Etude limitée à [ ]0,π . 

( ) 2sin 2sin 2 ( ) 0 0,2 3,
( ) 2cos 2cos2 ( ) 0 3,

x t t t x t t

y t t t y t t

π π

π π

 ′ ′= − − = ⇔ =   ′ ′ = + = ⇔ =  
. 

0 3 2 3
( ) 0 0 0
( ) 3 1 2 3 2 1
( ) 0 0

( ) 0 3 3 2 3 2 0
( ) 0 ?

t

x t

x t

y t

y t

m t

π π π

′ − − +
− −

′ + − −

∞ − + ∞ −

ց ց ր

ր ց ց

  

Etude en π  : 
( ) 2cos 4cos 2 ( ) 2
( ) 2sin 4sin 2 ( ) 0

x t t t x

y t t t y

π

π

 ′′ ′′= − − = −   ′′ ′′ = − − =  
 2p = , la tangente est horizontale. 

(3) (3)

(3) (3)

( ) 2sin 8sin 2 ( ) 0
( ) 2cos 8cos 2 ( ) 6

x t t t x

y t t t y

π

π

  = + =   = − − = −  
 3q = , point de rebroussement de première espèce. 

Exercice 14 [Deltoïde] 

Etudier la courbe définie par : { ( ) 2cos cos 2
( ) 2sin sin 2

x t t t

y t t t

= +
= −

. 

CORRECTION EXERCICE 5

CORRECTION PARTIELLE TD 22 3

Ex ¯

Comme x′ (t) = 1+et ne s’annule pas, tous les points sont réguliers. Pour que le point de paramètre
t soit un point d’inflexion, il est nécessaire qu’en ce point les entiers caractéristiques soient p = 1,

q > 3 et q impair. En particulier, on doit avoir
(
−−−−→
M′ (t),

−−−−→
M′′ (t)

)
liée et donc x′ (t) y′′ (t)−y′ (t) x′′ (t) = 0.

Cette condition donne et
− e−t = 2 c’est-à-dire t = ln

(
1 +
√

2
)
.

Réciproquement, en calculant (généralement par DL, mais ici directement, car c’est plus simple)
les vecteurs :

−−−−−−−−−−−−−−−→

M′′
(
ln

(
1 +
√

2
))

=

(
1 +
√

2,
1

1 +
√

2

)
−−−−−−−−−−−−−−−→

M′′′
(
ln

(
1 +
√

2
))

=

(
1 +
√

2,−
1

1 +
√

2

)
on constate qu’ils sont non colinéaires : on a donc bien q = 3. Le point

M
(
ln

(
1 +
√

2
))

=

(
ln

(
1 +
√

2
)

+ 1 +
√

2, ln
(
1 +
√

2
)

+
1

1 +
√

2

)
est finalement le seul point d’inflexion.

K4 K2 0 2 4

K4

K2

2

4

Ex °

En coupant Γ par les droites d’équation y = tx, on obtient la paramétrisation :
x (t) =

3at
t3 + 1

y (t) =
3at2

t3 + 1
On observe que x (1/t) = y (t) et y (1/t) = x (t) . Etude pour t ∈ ]−1, 1] puis symétrie par rapport à
la première bissectrice.

On calcule : 
x′ (t) =

3a
(
1 − 2t3

)
(t3 + 1)2

y′ (t) =
3at

(
2 − t3

)
(t3 + 1)2
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Ex ®
On cherche deux réels t , t′ tels que :

3t3 + 2t2
− t − 1 = 3t′3 + 2t′2 − t′ − 1

3t2 + 2t + 1 = 3t′2 + 2t′ + 1

c’est-à-dire : 
3
(
t′2 + tt′ + t2

)
+ 2 (t′ + t) − 1 = 0

3 (t′ − t) + 2 = 0
ou encore, en posant s = t + t′ et p = tt′ :

3
(
s2
− p

)
+ 2s − 1 = 0

3s + 2 = 0

On en tire facilement : (
s, p

)
=

(
−

2
3
,−

1
3

)
Ainsi, t et t′ sont les racines de 3X2 + 2X − 1, à savoir −1 et 1

3 . Finalement, la courbe possède le
point P (−1, 2) pour unique point double. Les tangentes en P sont dirigées respectivement par :

~u =
−−−−−−→
M′ (−1) de coordonnées (4,−4)

et par :

~u′ =

−−−−−→

M′
(1
3

)
de coordonnées

(4
3
, 4

)
Elles ont donc pour équations respectives :

x + y − 3 = 0

et
3x − y + 5 = 0

A titre indicatif, voici le tracé avec les deux tangentes indiquées :

K5 K4 K3 K2 K1 0 1 2 3

1

2

3

4

5
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