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’TD 5. Intégration complexe — Solutions‘

1. Calculer les intégrales curvilignes :
(a) /zdz, avec y(t) = t* +it, 0 <t < 2.
v
(b) /(z — 2)dz, avec y(t) = —t +it?, 0 <t < 2.
vy

() / (4,23 + 3z2) dz, avec v le segment de z; = 1 — i vers zp = 2 + 1.
o

(2,4)
(d (2y + 2%)dx + (3x — y)dy le long de ~(t) = 2t +i(t* + 3).
(0,3)
Solution.

2
@) /zdz:/(t2—it) (2t +iydr =10~
% 0

2
(b) /(Z—Z)dZ:/—2it2(2it—1)dt:16 <1+;>
Y 0

2+
(© / (42° +32%) dz = / (42° +32%) dz = [2* + 2710 = 1 + 374
g 1—i
(d) Les points (0, 3) et (2,4) correspondent respectivement a ¢t = 0 et ¢t = 1. L'intégrale donnée
1
a alors pour valeur / (2(t2 +3)+ (2t)2) 2dt + (3(2t) — (12 + 3))2tdt = %

0
z
[
ol=3 2~ +1

Solution. On utilise la formule /f(z)dz < meax|f(z)| L(y).
z€7

2. Trouver une borne supérieure de

0
e® e’
Si |z| = 3, nous avons |¢*| = e” < e® et |2 + 1| > |2[>—1 =9 —1 = 8, autrement < —.
22+1 8
D’autre part la longueur L(y) = 67 donc ¢ dz| < 3me’
= 07T z
P & K 2241 7|~ 4

|2]=3

62
/ Tldz
5 25+
Solution. Par les mémes techniques que dans I'exercice précédent, on trouve que

e
L(y)==d < .
(v) = 7w donc /Z2+1dz <3
g

3. Trouver une borne supérieure de avec y(t) = 2", t € [0,7/2].
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4. Calculer /(m2 + zy?)dx + (y* — 2%y)dy, o1 y est le carré de sommets (0,0),(3,0),(3,3),(0,3).
Y

Solution. D’aprés la formule de Green, nous avons pour u(z,y) = z° + zy” et v(x, y) = y* — 2%y
3 3

0
/(:U +wy)d:c+(y — 2%y dy—//(v—>da:dy—// —4zy) dedy = —81
dy
carré 00
. e 1 xdy — ydz .
5. Montrer que si 0 n’est pas dans I'image de ~, alors — | ——— est un entier.
o2 z? + y?

y
Solution. Si 0 n’est pas dans I'image de ~, alors I'indice est existe et on a donc

1 xdy — ydx 1 z z dz )
% W = % Im ( ’2) dZ D’autre part /’2:’2(12 = /Z = 27‘(7;](7, 0).
’Y

|z
v v v
1 dy — yd 2mil
Autrement o /W =Im <m253’0)> = I(7,0) qui est entier.
v
6. Calculer les intégrales suivantes:
sin 7 sin(7z)
o2 Bt AP |
(@) 7{ 22422 — Sdz (©) ?{ (22 —1)° :
lz—1|=2 |z|=5 |z—1|=1
sin ( dz cosh(e™)
b d
®) ?{ dz () f (1 9)(z+9)? © ?{ 422 dz
|z|=2 |z|=4 |z—2|=3

Solution. Par la formule d’intégration de Cauchy (FIC), on trouve

L T o e SnEmi  sin
(@ 7{ Z2+2Z_3d2— 7{ Z_ldz—me(l)—m 5 —2,avecf(z)_z+3.
lz—1|=2 lo—1]=2
(b) j{ il / Z)ldz_ 2mif(1) = wsinh(1), avec f(z) = Sm(l?.
Z_
|2]=2 |2|= 2
dz i dz i d» ) .
() f{22+16 /(z+4i)(z—4z’)_8/(z+4¢)_8/(z_41) 8(2m —27i) =0
|2|=5 |2|=5 |2|=5 s

(d) On remarque que seulement les deux singularités z = +3i qui sont a l'intérieur de |z| = 4
et donc par la formule d’intégration de Cauchy , on obtient que

dz B dz
| f (22 +9)(z +9)2 _‘ f (2 —3i)(2 + 3i)(2 +9)2
z|=4 z|=4
B (z+3i) Yz +9)2 (z —3i)" Yz +9)2
- 7{ (= — 3i) dz+ 7{ (2 + 39)
|z—3i|=1 |2+3i|=1

= 2mi(3i + 30) 1 (30 4+ 9) "2 + 2mi(—3i — 3i) "1 (—3i +9) 72
2 1N (=2 1 _in
675 450" 675 450') "~ 225
(e) Pour cette intégrale, on utilise la formule d’intégration de Cauchy pour les dérivées, on

. . 2 /
obtient / (21;(_7?))2‘12 — / sm(ﬂé)i(f);‘ 1) dz = 2mi (sin(ﬂz)/(z—l— 1)2))Z:1 —
|z—1|=1 |z—1]=1

-7 im2

dz

2mi(—
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(f) Les singularités z; = 0 et zo = 4 sont a l'intérieur de |z| = 3.

cosh(e™) cosh(e’™?)

———tdz = ———d
f (F—422)" 7{ 24"
|z—2|=3 |z—2|=3

(z — 4)~! cosh(e™™*) }{ 272 cosh(e™)
= d —=d
7{ 22 ar (z —4) :
|z]=1 |z—4]=1

( cosh(l) im . _cosh(e?™)
= omi | — ~ T sinh(1) ) +2mi s/
m( 16 4 Sin ( )) + 2mi 16

_ _% cosh(1) + = sinh(1) + % cosh(1)

2

= % sinh(1).

7. Soient a,b € C; m,n € Z* et f une fonction complexe définie par : f(z) = (z —a)" (z — b)"™.

I'(z) =21 (n a m
f(z)dZ_Q ( I(’Ya )+ I(’%b))

Soit v un chemin fermé du plan avec a, b ¢ Im~. Prouver que /
2l

Solution. f'(z) =n(z —a)" Yz —b)™ +m(z — a)"(z — b)™ ! on a donc

/f/(z)dz:n/ i —|—m/ Y212 = 2 (nI (7,a) + mlI (3,)).
Y Y

f(z) z—a z—b
g

f2)

z

8. Soit f une fonction entiere et supposons que < M sur C, avec M > 0. Montrer que

f(2) est un polynéme de degré < 1 sur C.

Solution. On pose g(z) = /) siz# 0etg(z) =0siz=0. Cette fonction vérifie les conditions
z
de Liouville, donc elle est constante sur C. Ce qui donne que /) = )\, autrement f(z) est un
z

polynome de degré < 1 sur C.

9. Trouver max |f(z)| et les points z de D ol cette valeur est atteinte dans les cas suivants :

z€D
@ f(z)=iz—1letD:=|z| <5 (d) f(z)=e"etD:=[z—-1/<1
Solution.
(a) Puisque f(z) = iz — 1 est continue et analytique sur D := |z| < 5, donc le principe du

module maximum nous donne

max |iz — 1| = max |iz — 1| < max(]i||z| +1) = 6.
z|=5 z|=5

|2]<5 |2l ||
En effet le maximum est obtenu quand z = 5i car |f(5¢)| = |i(5i) — 1| = | — 6| = 6.
(b) Puisque f(z) = €* est continue et analytique sur D := |z — 1| < 1, donc le principe du

module maximum nous donne

max |e°| = max |e| = max e” = e’
lz—1|<1 lz—1|=1 0<a<2



