TD 2. Opérations sur le corps des complexes (2) — Solutions‘

1. Montrer que pour tout z € C, |z| = |Z|, |Re(z)| < |2] et |Im(z)| < |z|.
Solution.
2| = |z — iyl = Va2 +y? = |2|.
|Rez| = |z| = Va? < x? +y? = |z].
[Tm 2| = [y| = Vi < Va2 + % = |2].

2. Siz=re calculer (2 + %) (22 + 2%) ..... (2" + ") en fonction de r et 6.
Solution.
Soit z = re' alors 2* 4 z¥ = 2r* cos(k#). On a donc
(z42)(22+7%) - (2" 4+ 7") = 2r cos(0)2r? cos(26) - - - 2™ cos(nh)
n

n

— 9np(14+2+-n) H cos(k) = on—1pn(n+1) H COS(kH).

k=1 k=1
3. Montrer quesi z,a € C, |a| < 1 et |z| <1, alors S 1.
—az
Solution. )
Notons que l'inégalité est équivalente a : 1 — ‘ 12 _fL > 0.
—az
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4. Utiliser la formule de Moivre pour montrer :
(@) cos(3z) = cos® & — 3cos zsin® x (©) cos®z = (3cosz + cos3x)/4
(b) sin(3x) = 3cos? zsinx — sin® z (d) sinz = (3sinx — sin 3z)/4

Solution.
Soit z € R et €' = (cosx + isinx). Alors

"% = (cos 3x + isin 3z)

= (cosz + isinx)?

3 2

= (cos® z — 3cos zsin® z) 4 i(3 cos® xsinz — sin® z).

On obtient donc
(a) cos(3z) = cos® x — 3coswsin? z et
(b) sin(3z) = 3cos? xsinz — sin® z.
ikx —ikx eika: _ efikx

- e +e . .
On utilise les formules cos kz = — 5 et sin kv = ——————— pour obtenir
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3 el 4T\ D (BT | 3 | emin o Bin (3 cosx + cos 3x)
QcosPr=—"7—| = :

2 ) 1
@ sinz— (= P (3 B¢ —e¥ _ (3sine — sin3z)
2i —8&i 4

5. Siz,w € C, montrer que :



@ |2 +w® + ]z — w = 2(]z* + [w]*) © |z +w| < |z] + fwl

() |z +w®> = |2]> + [w]* + 2 Re(2w) @ 2| = [w|| < |z —w|
Solution.
(a) |z+w|2—|—|z—w|2 = z4+w(z4+w)+(z—w)(z—w)

= GHw)E+) + (- w)(E - W)
= ZZ+ W+ wWzZ+ww+ 2z — W — w2 + ww
= 2zz+4 2ww
= 2[z]* + 2/w|?

(b) |z + w* = (z + w)(z + w) = (2 + w)(z + V)
= 27 4 2W + Zw + W0 = 2Z + 2W + 2w + ww

= 2Z 4+ ww + 2Re(2w) = |2|* + |w|* + 2 Re(2w)

() [z+w*> = |2)° + |w* + 2Re(2w) < |2|* + |w|? + 2|21
= |2 + [w® + 2|2|[@] = |2 + [w]* + 22| |
= (Jz] + |w])?

(d) [2[ = |z —w + w| < [z = w| + [w] = [2] = Jw] < |z — w]
et |w| =fw =z 4 2] <[z —w[+[z] = [w| = |2] < |z —w| = |2] = Jw| = [z — v
dott [[z] — Jwl| < |z — w].

Démontrer les formules suivantes :
(@) (cosf+isinf)" = cos(nh) + isin(nb)
(b) arg(z122) = arg(z1) + arg(z2)
(c) arg (2) = arg(z1) — arg(z2) (22 # 0)

Ilustrer géométriquement les ensembles suivants dans le plan complexe et identifier parmi eux
les ensembles ouverts, fermés, bornés et connexes.

(a) Im 22 <2 (d) Re(1/2) :% (g Im(z—1i) >3

(b) |1+ 2| =2[1— 2] © 773 <2 (h) |z —i| = |z + 1|
z+3

(@ |z| +Rez <1 0 2<|z—-1+1i] <3 @ |z—i]+|z+1i =3

Solutions.

(@) 22 <2e Im(z+iy)? < 2o Im(a? + 9% + 2ixy) <2 < xy < 1.
La solution représente les points entre la courbe y = 1/x et les axes.
La solution est un ouvert, non bornée, connexe.

M) [1+z2]=21—z2|e |[1+22=41-22< (x+ 1) +y* =4(z — 1)* + 49*
& (2 —5/3)* +y* = (4/3)°.
La solution représente les points du cercle de centre (5/3,0) et de rayon 4/3.
La solution est fermée, bornée et connexe.

© |z2|+Rez<le Va2 +yl<l—zer?+yl<(l-2) o< (1-9%)/2
La solution représente les points sous la parabole = = (1 — 3?)/2.
La solution est un ouvert, non bornée et connexe.
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(d) Pour z#0,Re| - ) =- < Re ; = - < Re
z 4 ZZ 4
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@( i ):®x2+y2—4m:0<:>(w—2)2+y2:22.
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T — 1y

x2 + y?

-

La solution représente les points du cercle de centre (2,0) et de rayon 2.
La solution est fermée, bornée et connexe.

z—3

@ z+3

& —32% —3y® =302 —27 <0, (x # -3,y #0)
& (457 +y* > 4% (¢ # -3,y #0).

La solution représente I'extérieur du disque de centre (—5,0) et de rayon 4.
La solution est ouverte, non borné et connexe.

<26 (x -3 4+y? <4z +3)2+4% (2 # -3)

(0 2 <|z—1+1i| < 3estlacouronne de centre 1 — i et rayons r; = 2,7y = 3.
La solution n’est ouverte ni fermée, borné et connexe.

(8@ Im(z—i) >3 Im(z+iy—1) >3y—1>3<y >4
La solution représente le demi plan y > 2.
La solution est fermée, non borné et connexe.

) |z—il=|z4+ie|z—if=z+iP e+ y-1) =2+ ¥+ 1)’ < y=0.
La solution représente I'axe des z.
La solution est fermée, non borné et connexe.

@A |z—i|+|z+i=3e Va2 +(y—1)2=3—

¥+ (y—1)2=9-6\a2+ (y+1)2+2°+ (y+1)°

& 6yva2+y2+2y+1=9—

4y

& 3622 + 36y% 4+ 72y + 36 = 16y% + 72y + 81
2
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La solution représente une ellipse de centre (0, 0) et points focales (0,1), (0, —1).
La solution est fermée, borné et connexe.

(2= 5/37 +17 = (4/3)"

(d)Re(1/2)=1/4 = (z -2 + > =4

(b)|1+ 2| =21 — |

3
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() :+3‘< <

(x4 5)2 9% > 4

() z4+Rez<lez< (1—12)/2"




-1



