TD 3. Fonctions complexes élémentaires — Solutions

Donner une factorisation complete de : f(z) = 2% — 222 + 2z.
Solution.

fl2) =22 =222422 = 2(22—2242) = 2((2 = 1)2+1) = 2((z—1)2 = i?) = 2(z — 1 —i) (2 — 1 — ).

Trouver toutes les valeurs possibles des nombres complexes suivants:

(a) eltim (b) log(—1 — i) () 2T (d) cos(i?)
Solution.
(a) '™ = elei™ = e(cosm +isinm) = —e.

(b) log(—1—i) =In| — 1 —i|+iarg(—1 — i) = In(v/2) + —3iw /4 + 2ikr, k € Z.
(©) i2+i _ 6(2+i) log(i) _ e(2+i)i(7r/2+2k7r) — 67(7r/2+2k7r)ei(7r+4k7r) — _ef(ﬂ/2+2k7r)’ keZ.

el et ettet
2 N 2

(d) cos(i®) = = cosh(1).

Trouver toutes les solutions des équations suivantes :

(a) e = 51 (b) e =4 (¢) cosz =1isinz

Solution.

(@) e = —bi & eV = 5! (72T o o — 5 4 = 14 2%kn & z = In(5) +i(n/2+ 2kn), k € Z.
() e =4 e Y™ =46 o T =4,y =2%kn & 2= —In(4) +i(2kn), k € Z.

(€) cosz =isinz < e + e % = e* — 7% & ¢ = () qui est impossible car e’ # 0.
Montrer que pour tout z € C on a | exp(z?)| < exp(|z]?).

Solution. Soit z = = + iy, alors :

|€z2| _ |€x2—y2+2ixy| _ |em2—y2||e2ixy| _ ezz—yQ < e$2+y2 — e\z|2_

Représenter A sur le z-plan et B = f(A) sur le w-plan dans les cas suivants :
(@ A={zecC:|z|=1}et f(z) = 22

(b) A={2€C:1<|z| <2,arg(z) €[0,7/4]} et f(z) = 2.

(@ A={zeC:z=re? r>0et0<6<2r}et f(z) =

Q| R

d A={zeC:-1<zx<let0<y<mi}etw= f(z)=e".

Solution.



(a) Soient A ={z € C: |z| =1} et w = f(z) = 2% A représente le cercle unité dans le z-plan.
Puisque |w| = |2%| = |2|?> = 1 alors B = f(A) = {w € C : |w| = 1} qui est le cercle unité
dans w-plan.

(b) A={2€C:1<|z| <2arg(z) €[0,7/2]} et w = 2.

Puisque |w| = |23| = [z]3 et 1 < |z| < 2 alors 1 < |w| < 4.
De plus puisque arg(w) = arg(z%) = 3arg(z) et arg(z) € [0,7/2], alors arg(w) € [0,37/2].

Donc B = f(A) représente les 3/4 de la couronne 1 < |w| < 4 avec arg(w) € [0, 37/2].

(@ A={z€C:z=rer>0et0 <6< 2r}et f(z) = é A représente C — {0} le z-plan
z
if ,
sauf le l'origine. w = f(z) = % = % = ¢® ca.d. que |w| = 1. Donc B = f(A)

représente un cercle de rayon unité dans le w-plan.

d A={zeC:-1<z<let0<y<n}etw= f(z) =e”. Areprésente le rectangle avec
les coins diagonales (—1,0) et (1, 7). Puisque w = ¢* = ¢®*% on a |w| = e et argw = y. De
plus puisque —1 < z < 1 alors e * < |lw] < eet < argw < . Donc B = f(A) représente

une demi couronne de centre 0 et de rayons e !, e avec Im (w) > 0.

z-plane w-plane

w=flz) =72

-

(b)

z-;; lane

@)
1 +1 >
6. Soit z = z + iy, montrer que:
(a) sin(iz) = isinhz (c) cosz = coszcoshy —isinxsinhy
(b) cosh(iz) = cosz (d) |cosz|* = cos®z + sinh?y
Solution.
) ) iz e—iz o e~ % — e? e — e F o
(a) Puisque sin z = ———— alors sin(iz) = =1 = isinh z.
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7.

9.

) e? — e~ % eiz o e—iz
(b) Puisque cosh z = — alors cosh(iz) = gy =cos2.

(@) €* =eY(cosx +isinz) et e **=eY(cosx —isinx). Donc on a
cosz = (¥ +e7%)/2 = cosx(e¥ +eY) /2 —isinz(e? —e7Y)/2 = cosx coshy — isinzsinhy.

(d) |cosz|? = cos® x cosh? y + sin? zsinh? y = cos? z(1 + sinh? y) + sin® zsinh? y =

cos®  + cos? zsinh? y + sin? 2 sinh? y = cos? 2 + (cos® x + sin? ) sinh? y = cos® x + sinh? y.

Montrer que | cos( + ilog(2 + v/5))| = v/5; que peut-on conclure?

Solution. Puisque | cos z|? = cos? z + sinh?y alors

| cos(m + ilog(2 + V/5))|* = cos\2[(7r) + sinh? [ln\[(Z +/5)].
en(2+V5) _ o~ In(2+V5) _ -1 2 _
Mais sinh[ln(2+\/g)] = 2 = (2 : \/5) 2(2 h \/5) - (2;(_2\_/}_5)\/5) 1 -

Finalement on a | cos(7 + i log(2 + v/5))|? = cos?(7) + sinh?[In(2 + V/5)] = 5, d’ou
| cos(m + ilog(2 + V/5))| = V5 > 1.

On peut donc conclure que | cos z| < 1 est vraie dans R mais ne I'est pas dans C.

Ecrire arctan z en fonction In z puis déduire la forme algébrique de arctan(1 + i).

sin w e — e

Solution. Soit w = arctan(z) = z = tan(w) = = — — et on a donc
cosw  i(e + e~w)
iz(e™ F e ) =" — e = jz(e® 4 1) = — 1= V(i — 1) = —iz— 1=
, 141 141 1 141
e = —H,Z:iQw:log +Z,Z:>w:arctanz:—,log —i—z.z.
1—1iz 11—z 21 1—1z

En utilisant I'identité précédente on obtient

an(l 4 1) — Lo LEHLTD _ 1 1,2

arctan i)=—log————2 = —log [ —= +i=
2 S1—i(l+4i) 2 2\ 27"

1 In(5)

1 1
= _ii <—2 In(5) + i(arctan(—2) + 2k7r)> = [—2 arctan(2) + ]{77T:| — iT; keZ.

(a) Siz=re?, 0< 6 < 2r. Montrer que la détermination principale de la fonction multiforme
f(z) = 2" est donnée par : e~ [cos(Inr) + isin(Inr)].
(b) Si|z| = 1, montrer que f(z) = ' représente une infinité de nombres réels, puis donner la

détermination principale de f(z).

Solution.

(a) Soit z = reie, 0 < 0 < 27. Alors la détermination principale de f(z) = 2" est donnée par :

f(Z) _ Zi _ eiLogz _ ei(lnr-ﬁ-i@) _ e(—0+i1nr) _ e—Geilnr _ 6_0[008(1117“) + isin(ln 7’)]

(b) Si|z| =r=1,alorsonalnr =In1l =0 et on obtient
2t = e 92k [cos(0) + isin(0)] = e %7 k € Z. Donc f(z) = ' représente une infinité de

nombres réels. Si on considére la détermination principale alors 2! = e~ 4787,



