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Exercice 1. Calculer, en utilisant une formule intégrale de Cauchy, I'intégrale suivante

2 1
= [ gy
o 3+ 2cost

Astuce : Utiliser la courbe () = ¢%, t € [0, 27].

Corrigé exercice 1. En utilisant v(t) = z on trouve

, 1, . . 1
dt = —ie "dz = —iz 'dz et cost = 5(6” +e ) = §(Z +27h).

Donc
—iz 1 dz dz
,3+z+z 22+ 3241 L (2= 20)(z — 21)
ou zg = —% + ‘/75 et z1 = —% — \/75 sont les zéros de z? + 3z + 1. Noter que seulement 2, se trouve &
I'intérieur du . En plus la fonction
1
Z) =
f) = —

est holomorphe dans un domaine qui contient v et son intérieur. Ainsi on peut utiliser la formule de
Cauchy

1 [ f(z)
= — —d
f(z0) 2mi ),z — 20 :
et on trouve que
I 1 f(2) 1 1

i dz = E—
2 2m Y 72— 20 : 20— 21 \/5

Exercice 2. Soient a > 0, b > 0 et

& COS T
I(a,b) = dx.
w=] wramrm®

(a) Soient a # b. Calculer, en utilisant le théoreme des résidus, U'intégrale I(a,b).
Justifier soigneusement toutes les étapes de votre calcul.
Astuce : Considerer

/OO e dx
oo (@ @) (224 0%)

(b) Calculer
lim I (a, b).

b—a




(c) Calculer

/ ° cosx

———dx
o T 222+ 1
Astuce : Utiliser la propriété

lim b cos T dr = / h lim cos T dx
b—a | oo (224 a?)(z2 4+ b2) b—a (22 4 a?)(x? + b?)

et I'exercice précédent.

Corrigé exercice 2.
(a) Le dénominateur de lintégrant, (z2 + a?)(2? + b?) ne s’annule jamais pour z € R; de plus
W&qbg) = O(x—ﬂ) si x — +00, ce qui assure que I'intégrale existe. La fonction

f( ) eizz eiz
Z) = =
(224+a?)(22+ b)) (2 —ia)(z +ia)(z —ib)(z + ib)
a 4 poles simples. Ces poles sont ia, —ia, ib et —ib.
Soit R > max{a,b}, v5(t) =t avec t € [—R, R] et v4(t) = Re' avec t € [0, 7] et soit vz la
somme. Par le théoreme des résidus, on a donc

f(z)dz = 2mi(Res(f, z = ia) + Res(f, z = ib)).

VR
Or,
Res(f,z =ia) = lim (2 —ia) f(z) = e =1 <
[ ~ 2iai(a+b)i(a—b)  2a(a? —b?)’
i
. . €
Res(f,z =1b) = —zm.

Donc on obtient

/ Us ab(aQ_ bz;;

On va montrer que f72 f(2)dz tend vers 0 si R tend vers oo :
R

J R T e—Rsin(t) 4

z)dz| < ; : t.

712{ f( ) — 0 (R2621t + a2)(R262zt + b2)

Pour tout ¢ € [0, 7], e #52 < 1. De plus, (R262“+a2)1(R262“+b2) < (RQ_G2)1(R2_b2). Donc

4 1 R
<& [ wam—n m e

f(2)dz

Tk
qui tend vers 0 lorsque R tend vers l'infini.

Donc
ae" — be~@

TR



(b)

. - ae = pe @
fim I{a,b) = mfim gy = ()

Par le théoreme de ’'Hospital :

() = n%aja).

(c) Il suffit de poser a = 1 dans la réponse de I'exercice précédent.

/°° cosr et(1+1)

s e N E e

Exercice 3.
(a) Calculer

I_/OO x? dx
—Jo (22 +9) (22 +4)

/OO dz
0o T3 +a*

Astuce : Trouver une courbe simple fermée v qui passe par les points 0, R, Rei%ﬂ, et qui n’entoure
qu’un seul pole.

(b) Soit a > 0. Calculer

Corrigé exercice 3.
(a) On va utiliser le Théroreme des résidus pour l'intégrale

/ 22 dz
rr (2249)(22 +4)%’

ot I'® est le contour donné par T® =TRUTF avec Tf={2eR|-R<:< R}etIf={z€C|
|z] = R,Im(z) > 0}. Les poles sont 3i, —3i (ordre 1) et 2i, —2i (ordre 2). Seul 3i et 2 sont dans I'ft
et les résidus en ces poles sont

Res(f,31) = h_I)I?)l(Z —3i)f(z) = %»

et

d 9 ) d 22
Res(f,2i) = zlgglz dz ((Z - 2) f(z)) - zlggz dz ((22 +9)(z+ Qi)Q)
<22(22 +9)(z +2i)2 — (22(2 + 20)?2 + 2(22 + 9) (2 + 2i))22>

(22 + 9)2(z + 2i)"

= lim

z2—21
—13
200 -




On a aussi

22

(224 9)(2% 4 4)?

lz|=R

< mrRmax {

|

1
= mRmax { |24 (1 +9/22)(1 + 4/22)?] }

/ 22 dz
rr (224 9)(22+4)2

1 1
< _—
—”Rﬁﬁﬁﬁ{u1+au%a+4m%%}
< ﬂRﬁ — 0 lorsque R — oo.

1
(149/22)(14+4/22)

En effet |(1+9/Z2)%1+4/22)2| tend vers 1 lorsque z — oo. Donc |
Donc par le Théoreme des résidus, on a

oo x2 dx . . ’ ' ; -
/_Oo (2 + 9) (22 + 4)2 = 2mi (Res(f, 3i) + Res(f, 2i)) = 2mi (—%) = 100"

7 < C si R est assez grand.

et

/ e 22 dw o

o (@2 +9)(22+4)2 200
m est paire.

(b) L’intégrale est bien définie car z?,—}mg = o(x™%) si z — oo.
Soit R > a et soit v la courbe fermée définie par

car la fonction f(z) =

v =7 U U7s,

ol vi(t) = t, t € [0,R], 1(t) = Re™, ¢t € [0,%F], et 15(t) = (R — t)e's, t € [0, R]. On définit la

fonction
1

2) = —.
Le point zy = ae'3 est le seul pole de f & 'intérieur de . En conséquence

—1
_ 271 )
(2° + a3)> = 2mi (323) Lo 2T —amifs,

/Yf(z)dz = 2miRes(f, z9) = 2mi (% 2

z2=20
En utilisant
/ f(2)dz — 0si R — oo,
2

car lim zf(z) = 0, et I'égalité

Z—00
R

[ 1@z === [ iy,

0

on obtient

; <1 2mi ,
: _ 2mi/3 _ . —2mi/3
Blglg(}[yf(z)dz—(l—e /)/0 x3+a3dx—2m (—3a2€ />.

/°° L 2mi e 2mi/3 s 2i i
0 3 + a3 3a2 1 — 627”/3 3a2 6—171'/3 _ ewr/?)

T 27

3a? sin(m/3) - 3v/3a2

Donc,




Exercice 4.
(a) On cherche & calculer I = [;°(2* 4 1)~ 'da.
Astuce : Trouver a,b € C de sorte que (z* + 1) = a(2? + 1) + b(x? — i) L.

(b) Soient m,n appartenant a N, 0 < m < n. Montrer que

0 m—1
/ ’ dx = Esin_l(m).
0

1+ zm n n

Astuce : Trouver une courbe simple fermée v qui passe par les points 0, R, Rei%, et qui n’entoure
qu’un seul pole.

Corrigé exercice 4.
(a) Comme [ (z* 4 1)"*dz < [7 2 *dx, I'intégrale est bien définie. En tenant compte que

lim zg(z) =0,

ot g(z) = (2 +14)~!, on obtient

/ (2% + 1) 'dx = 2mwiRes(g, u)

o0

ou u = \%(—1 + 1) est le seule pole de g avec partie imaginaire supérieure a 0. En utilisant

1 1
Res(g,u) = 7 = Va(—111)

N 271
/_Oo(a: +1i) da:——\/i(_1+i).

on obtient

D’une maniére similaire on trouve

o 2mi
z? — i) 'dx = 21iRes(h, v) = ———,
/_oo( ) o) = By

ot h(z) = (22 —i)Letv=-(1+1).

, R
Puisque a = 5 et b= —3, on a finalement
(o] (o] T
2l =a x2+i_1dx+b/ 22— i) ldr = —.
wm—l

(b) L’intégrale est bien définie car $—= = o(z™") si z — oo.
Soit R > 0 et soit v la courbe fermée définie par
T=7 Uy Uys,

ott i(t) = tR, t € [0,1], y(t) = Re®, t € [0, 2], et y3(t) = (R —t)e'=, t € [0, R]. On définit la
fonction




Le point ¢ = e'n est le seul pole de f & l'intérieur de 7. En conséquence
d|l 1427\ m
/f(z)dz = 2miRes(f,c) = 2mi (—‘ +Zl ) = o7 (_C_) _
y dz|,_, 2™ n

/ f(2)dz — 0si R — oo,
Y2

En utilisant

car lim zf(z) = 0, et I'égalité

zZ—00

[ sz == | " fa)de,
e cm iz

m—1 )
on obtient lim [ f(z)dz = (1— sz)/ * dx = 2mi(——). D’ot, en utilisant sinz = —em_;_ ,
R—oo 0 1 + xn n ’

on trouve le résultat cherché.



