U.S.T.H.B. 2014-2015 Semestre 1 Fonctions de plusieurs variables
Faculté de Mathématiques 3%me année LAC

Test n1 - 06 novembre 2014. Durée : 30 minutes

Exercice 1 (5 pts.) : Soit f: R? — R la fonction définie par

22D G () £ (0,0)

flzy) =
0 si (z,y) =(0,0)
0*f 0 f
Comparer 920y (0,0) et 90 (0,0)
Réponse.

Pour (z,y) # (0,0) on a

OF (1) = 00 )do(en(e0) ({2 2)) s (+°17)

(22492) (Bya?2—®) — (ya®—2y) (22) _ y(a'+4a2y?—y?)

oz * @192y @192y = T @)

et

RN o 7 i) 7 i) - e O i o ) i L e U )
8y Y (12+y2)2 (a:2+y2) (12+y2)2

Pour (z,y) = (0,0) on a

f(x,0) = f(0,0) .. 0 fO,y) = f0,0) .. 0

5-(0,0) glclg(l) " 91613(1)93 0 et a (0,0) = ;gl(l) ; Zl/lil(l)y 0.
Alors
zt4-4a2y2 —y* . —z(yt+4z2y?—zt .
of W S1 (l’,y) 7é (07 O) af (y(x2+y2y)2 ) (l’ y) 7é (0 0)
o (1Y) = et 5, (x,y) = )
0 si (z,y) = (0,0) 0 st (z,y) = (0,0)
Pour les dérivées partielles secondes croisées on a
5
axay (O O> N ilg((l) T N alnlgr(l) x =1
et
2 (0,y) - 5 0,0) _FF-
(0,0) = lim 5o = lim 2 =—1.
8yaz y—0 Y y—0 Y

Diott 224 (0,0) # 54 (0,0).
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Exercice 2 (6 pts.) :

of

1) A Taide du changement £ = = + y, n =  — y transformer 1’équation 9 0 1 en une
€z )

9,
équation de la forme 8_f =a,(a € R).

n
of _of _,

2) Trouver toutes les fonctions de R? dans R qui vérifient 9r  Bn -
x Y

Réponse
1)Comme%:1,@:1,%zlet@:—l,alors
ox dy Y
of _ofog  ofon _of  of
oxr  0¢0x  Ondxr 06 On
et

of ofoc oafon of of

dy  9Edy oy 9 an

Il vient alors que
L) (-5

dr oy \o9E o € an) oy

5
2) En intégrant par rapport a n on obtient f (£,7n) = %77 + g (&) ou g est une fonction réelle

D’ou =

of 1
on

quelconque d’une variable réelle.

Par conséquent f (z,y) =3 (z —y) +g(z+y).
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Exercice 3 (4 pts.) : Ecrire le développement de Taylor & ordre 2 au voisinage du point (0,0) pour

la fonction f définie par f (z,y) = €” (1 + siny).

Réponse.

Le développement de Taylor d’ordre 2 d’une fonction de plusieurs variables de classe C? est

flath)=f(a)+h Vf(a)+zh"H (a)h+[|h|*e (h) avec lime (h) =0,

et H = ( o1 est la matrice hessienne de f.

Ox;0x; ) 1<ij<n

Dans le cas particulier des fonctions de deux variables i.e. n = 2, a = (a1, as) et h = (hq, hy),

le développement de Taylor d’ordre 2 est donné par la formule

[ la+h) = f(@)+3 (@) h+8E (0) ot (54 (@) 3 + 2L (@) Iahs + 56 (a) ) + 10l e (B)
Dans notre cas on a

S (x,y) = e (1+siny), % (x,y)=e"cosy,
0

2 52 . 2 T o
2L (n,y) = 2L (,y) = e cosy, Tk (w,9) =" (L +siny), 2 (2,y) = " siny.

Il vient

£(0,0)=2L(0,0)= 2L (0,0) = 2L (0,0) = ZL(0,0) = 2£(0,0) =1, Z£(0,0)=0.

D’ou

f(hi,ha) =1+ hy + hy + 3 (B3 + 2hih) + A2 e (R).
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