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Notations

Notations
fs Coefficient de frottement de glissement,
fi Coefficient de frottement de glissement en mouvement.
m Masse d’un systeme matériel continu,
Ec Energie cinétique
Fx,FyetF,; Composantes de la force F avec les axes x, y et z
I Matrice d’inertie par rapport au centre O
lxx, lyy €t 1z Moments d’inertie par rapport aux axes X, y et z respectivement.
Int, Ixy, Ixz €t 1y, Produit d’inertie par rapport a deux droites perpendiculaires
Ia Moment d’inertie par rapport a une droite quelconque (A)
P Puissance d'une force F
w Travail accompli entre deux instants to et t; est donc:
R, r Rayon
R (O, X,Y,2) Repére orthonormé lié au solide, ou repére relatif,
Ro( Oo, ;0&0,20) Repere fixe, ou repére absolu
S, As Surface d’un corps solide
V, Vy et Vy Volume d’un corps solide,
a Vecteur accélération de la particule ().
ac (M) Vecteur accélération complémentaire ou de Coriolis :
a. (M) Vecteur accélération d’entrainement
am Vecteur accélération moyenne du mobile entre t et t+At
5M IR, Vecteur accélération absolue

ar (M)=am/r  Vecteur accélération relative

t Vecteur directeur unitaire d’une droite quelconque
Transposé du vecteur directeur unitaire n

Quantité de mouvement d'un systeme materiel

”31

|

Tl I 3

Vecteur unitaire

c

Vecteur position

=

r«, ry etr; Projections de r sur les axes Ox, Oy et Oz.
v Vecteur vitesse instantané

Vecteur vitesse moyenne du mobile entre les deux instants

<<
3

Quantité d'accélération élémentaire
Vecteur de la force
max E. Force de frottement de repos ou statique

x, Fy et Ez Projections de F sur les axes Ox, Oy et Oz.

A e]!

<

o(F) Moment de la force F par rapport au point O
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Notations

M, (F) Moment par rapport a L’axe Ox

N, R Réaction normale,

P.Q Poids

R Resultante de plusieurs forces

T Tension d’une liaison flexible

Ve (M) Vecteur vitesse d’entrainement
VM/RO Vecteur vitesse absolue d’un point M

Vi (M)=Vm/r  Vecteur vitesse relative d’un point M du solide (S)

a,p Angle
o) Angle de frottement
p Masse volumique d’un corps solide
o Densité surfacique d’un corps solide
A Densité linéique d’une ligne matérielle
0 Angle de rotation
Ox, Oy et 6, Angles définissent la direction d’une force avec les axes x, y et z
®ol 6 Vitesse angulaire ou Taux de rotation
oA Moment cinétique du systéme en un point A
Sa Moment dynamique en A
Q Vecteur taux de rotation instantané
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Avant propos 1

AVANT PROPOS

Ce polycopié de la physique 4 intitulé mécanique rationnelle est une matiére de l'unité
fondamentale 3 du socle commun du domaine sciences et techniques. Elle s'adresse aux
étudiants de troisieme semestre licence nouveau régime (LMD). Le contenu de ce
polycopié regroupe le programme enseigné dans le département du tronc commun
technologie de I’'UHBC. Il est rédigé sous forme de cours détaillés, avec des applications
résolus et des exercices supplémentaires non résolus. Il est présenté avec un style trés
simple qui permet aux étudiants une compréhension tres rapide. Le contenu de ce
polycopié est structuré en cing chapitres. Apres un rappel mathématique sur les vecteurs, le
chapitre un traite la statique du solide. Il présente des notions fondamentales de la statique
a savoir : le point matériel, le corps solide parfait, les forces, les moments, les torseurs des
forces extérieures, les liaisons et les réactions. Ensuite, les opérations sur les forces,
I'équilibre des solides en présence du frottement sont exposes. Enfin, dans ce chapitre plus
dix (10) exercices résolus et vingt deux (22) exercices supplémentaires non résolus seront
présentés. Le chapitre deux concerne les notions sur la masse, le centre de masse, le
moment d’inertie et le produit d’inertie ; leurs intéréts mécaniques apparaitront dans I'étude
de la cinétique et de la dynamique. Le chapitre trois aborde la cinématique des corps
solides qui traite le mouvement mécanique uniquement du point de vue géométrique, sans
tenir compte des causes qui ont provoqué le mouvement. A la fin de ce chapitre sept
exercices résolus et cing autres supplémentaires non résolus seront donnés. Le chapitre
quatre sera réservé a la cinétique. Il traite les relations associant les grandeurs cinématiques
et la répartition des masses. Ce chapitre, introduit de nouvelles grandeurs cinétiques telles
que : la quantité de mouvement, le moment cinétique, la résultante dynamique, le moment
dynamique et I'énergie cinétique. Enfin le dernier chapitre aborde la dynamique. Il est
proposé pour étudier le mouvement des corps matériels en liaison avec les forces qui
s’exercent sur ces corps. L'objectif principal de ce chapitre est I'étude des théorémes
généraux régissant la dynamique. Il sera terminé a la fin par quatre exercices résolus et

plus de quatre autres supplémentaires non résolus.

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Introduction 2

INTRODUCTION

OBJET DE LA MECANIQUE RATIONNELLE

La mécanique rationnelle ou théorique, est une science qui étudie le mouvement de la
matiere sous sa forme la plus simple. C’est une science qui traite des lois générales
régissant le mouvement meécanique et I’état d’équilibre des corps ou des parties de corps
matériels. Par mouvement de la matiere, on entend tous les changements qui se produisent
pendant les processus thermique, chimique, électromagnétique, intra-atomique et autres.
La mécanique rationnelle se borne a considérer la forme la plus élémentaire du
mouvement, a savoir : Le mouvement mécanique. Par mouvement mécanique, on entend le
changement de position relative des corps matériels qui se produit dans le cours du temps.
Puisque I’état d’equilibre (statique) n’est qu’un cas particulier du mouvement, la
mécanique rationnelle se donne aussi comme objet I’étude de I’équilibre des corps
matériels. La mécanique rationnelle utilise des simplifications et des abstractions utiles, qui
seront introduites pour examiner la question sur le plan théorique et de dégager la solution
par les moyens les plus faciles.

Le présent cours a pour objet la mécanique classique, c’est a dire une mecanique fondée
sur des lois connues dont les premiers énonces remontent & Galilée (1564-1642) et a
Newton (1643-1727). Vers la fin du 19°™ siecle et au début du 20°™ siecle, les chercheurs
ont constaté que les lois de la mécanique classique cessent d’étre applicables au
mouvement des particules microscopiques et des corps dés que leurs vitesses deviennent
proches de celle de la vitesse de la lumiére. Le début du 20°™ siécle marque I’apparition de
la mécanique relativiste, qui a pour base la théorie de la relativité développée par A.
Einstein (1879-1955). Cette théorie a précisé les limites de la validité des lois de la
mécanique classique en établissant des relations quantitatives rigoureuses entre I’espace, le
temps, la masse et I’énergie.

METHODES DE LA MECANIQUE RATIONNELLE

Comme les autres sciences de la nature, la mécanique rationnelle utilise beaucoup les
abstractions. La méthode des abstractions, jointe a la géneralisation des résultats de
I’observation immédiate, de la production et de I’expérience, permet de dégager quelques
concepts premiers qui se posent en axiomes. Tous les développements de la mécanique
classique se déduisent de ces axiomes par voie de raisonnement logique et de calcul
mathématique.

LES GRANDES DIVISIONS DE LA MECANIQUE RATIONNELLE

La mécanique rationnelle se divise en trois grandes parties :

La statique qui traite I’équilibre des corps matériels et ses moyens de réduire un systéme
de forces a une forme élémentaire.

La cinématique étudie le mouvement des corps matériels du point de vue géométrique,
c.a.d sans tenir compte des causes qui engendrent le mouvement.

La dynamique se propose d’étudier le mouvement des corps matériels en liaison avec
les forces qui s’exercent sur les corps.

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Notions mathématiques 3

NOTIONS MATHEMATIQUES

1. Vecteur libre

L’espace métrique tridimensionnel d’Euclide de la géométrie classique est une
représentation mathématique de I’espace physique ou se meuvent les systemes matériels ; on
notera Es.

Les éléments de E; sont des points. A un couple ordonné de points (P, Q) de Es,
correspond un élément v d’un espace vectoriel Euclidien :

(P.Q) > v="PQ

Il existe une infinité de points (P, Q) correspond au méme vecteur. Ces vecteurs sont
appelés vecteurs libres.

2. Produit scalaire

Pour un couple (v1, v2) de vecteurs de E3, on peut correspondre un nombre réel appelé
produit scalaire de vy par v et noté vi.vy. Il s'écrit :
V1.V = HV1HHV2HCOS(V1’ vz)

-2 -
-Onnote v_ = v.v eton appeIIeH H module de V.

- Un vecteur est unitaire si son module est égal a 1.

3. Base

On appelle base de E3 un ensemble de trois vecteurs Gl, GQ, G3 tels que tout vecteur v de
E; soit d’une maniére et une seule une combinaison linéaire de U1, ﬂz, us.

La base (Gl, Gz, l_jg) est orthonormeée si et seulement si G.Gj =0

Pour une base orthonormée de E3, on peut écrire :

VVveEz:Vv=vjui+ Vouz + V3u3 = ) VUi
i=1

On dit que vy, V2, v3 sont les composantes de v dans la base orthonormé (u1, uz, u3). Les
vecteurs (u1, Uz, ug) constituent une base orthonormée ; vi, Vo, V3 sont les projections

orthogonales de v sur les 3 vecteurs de base, telles que :

i=V.€j H HCOS(V e.)

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Notions mathématiques 4

4. Produit Vectoriel

4.1. Définition — Propriétés

Soient v, w, X trois vecteurs quelconques de I’espace vectoriel a trois dimensions qui sont

rapportés a une base (U1, uz, usz) orthonormée et directe.

Le produit vectoriel v A w s’écrit :

V1 W1 VoWg — V3Wo
VAW=|V2 |A|W2|=[V3W] —V{W3
V3 W3 Vi{W9o — VoW1

-Notons que, si V A W = X, nous aurons v L x et w L X

-Le produit vectoriel est déterminé autrement :
VAW= (Hv””w”sin (v,w))u

u étant le vecteur unitaire du produit vectoriel v A w, dirigé perpendiculairementa v et

—

W.

4.2. Double produit vectoriel

Le double produit vectoriel de trois vecteurs v /\(w A x) est exprimé par la relation
suivante :

Valwax)= V)W - W v
4.3. Produit mixte

Le produit mixte de trois vecteurs est écrit par v .(\TV A )?) , comme, on peut I’exprimé par

V.(W/\X)=X.(V/\W)=W.(X/\V)

4.4. Division vectorielle

—

L > - = . - . L L= - | w
Si XAV =w, ondit que x est le résultat de la division vectorielle w par v | =
v

S’il existe un réel positif A, le résultat de la division s’écrit :

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Notions mathématiques 5

AW -
+ AV

2

M

<l

x|

5. Vecteur lié et Systeme Vectoriel

5.1. Vecteur lié

Un vecteur lié est un objet géométrique caractérisé par un vecteur libre v et un point P :
(P, V).

La droite issue de P ayant v pour vecteur directeur est le support du vecteur lié (P, V).
Cette droite est aussi appelée axe Pv.

En mécanique, les forces sont des exemples de vecteurs liés.

5.2. Moment d’un vecteur lié

Le moment d’un vecteur lié (P, Q) par rapport a un point O est exprimé par :
Mo(P, V) = OP AV

MO(P, Q) est un vecteur libre fonction du point O.

Le moment d’un vecteur lié (P, \7) par rapport a un axe (A) est :
Ma(P, V) = (Mo(P, V) Ju
O est un point quelconque de I’axe (A) et u est le vecteur directeur de I’axe (A).

5.3. Systeme vectoriel
Un systeme vectoriel (S) est un ensemble de n vecteurs liés. On écrit symboliquement :

) =X P vi)

Un tel systeme n’admet de somme géométrique que si les vecteurs sont concourants. En effet,
I’addition (P, Vi) + (P,, V2)+ e n’a pas de sens.

Par définition, on appelle résultante (ou somme) de (S) le vecteur libre R tel que :

— — —

R=Vi+V2 + V3 +...... +Vn = ) Vi

5.4. Moment d’un systéme vectoriel

Le moment d’un systeme vectoriel (S) par rapport a un point O est le vecteur libre fonction
du point O :

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Notions mathématiques 3]

Mo = S0P AT,

On démontre que, lors d’un changement d’origine, on a la relation :
Mo (S) = Mo(S) + O'OAR(S)

Cette relation définit un champ de vecteurs dit champ de moment ou champ de vecteurs
antisymétrique.

6. Torseur
6.1. Définition
Le torseur [t] d’un systéme vectoriel (S), est formé :

- de sa résultante R (Vecteur libre défini en 5.3)

- d’un champ antisymétrique M fonction du point appelé moment (défini en 5.4).
Sa représentation en un point O est notée :

—

R
[clo =

—_

Mo
Quelque soit le point d’application, la résultante du torseur ne varie pas. Cependant, le
moment dépend du point auquel il est exprime.

La propriété la plus importante des torseurs est la regle de transport des moments (ou
distribution des moments) qui caractérise un champ des vecteurs antisymétrique.

6.2. Propriété des torseurs

— —

R1 R2
Soit : [’C]Ol = et [T]OZ =
I\—/iOl I\_/I'OZ

On a alors les propriétés suivantes :

6.2.1. Egalité
Deux torseurs sont égaux si :

[1:]01 = [T]oz = ﬁl = ﬁz et m01 = MO2

6.2.2. Somme

La résultante et le moment de la somme de deux torseurs sont respectivement la somme
des deux résultantes et la somme des deux moments (exprimés en méme point).

[T]o = [T]01 + [T]oz & R= Eé1 + §2 et Mo = l\_/im + Moz

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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6.2.3. Multiplication par un scalaire
La multiplication d’un torseur par un scalaire est égale a :
AR
rlrlo =
AMo
6.2.4. Torseur nul
Un torseur est nul si et seulement si sa résultante et son moment sont nuls.
[T]O =0 & §=6 et K/io =6
Si un torseur est nul en un point, alors il est nul en tout point.

6.2.5. Produit scalaire de deux torseurs
Le produit scalaire de deux torseurs [t] 5 et [t]g est donné par :

— —

RAa RB L o
[T]A-[T]B = . = RA.MB + R .Ma
Ma ) (Mg

7. Dérivation d'un vecteur par un opérateur donné
Soit la fonction variable en fonction du temps :

W(t) = Xp(t)xo +Yo(t)yy +2zo(t)zo
exprimée dans le repere fixe Ro (O, ;<0, 90, Eo).
- la dérivée de cette fonction vectorielle dans le temps est :

dW(t)
dt

-la dérivée du produit d’une fonction variable et une fonction vectorielle dans le temps t

= W(t)

+
dt dt dt

- la dérivée du produit scalaire de deux fonctions vectorielles dans le temps t est :

— —

duv) du- —dv
=—V+
dt dt dt
- la dérivée du produit vectorielle de deux fonctions dans le temps t est :

dUnav)_au G 5, v
dt dt

da

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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- La dérivée par rapport au repere fixe R, de W(t) exprimée dans Ry (O, ;<0, 370, Eo) est :

dRow(t)

o= %o (t)xo +Yo(t)yq +2o(t)zo

- La dérivée par rapport au repere fixe Ry (O, X0, )70, Eo) d’une fonction vectorielle
W(t) exprimée dans le repére mobile R (O, X 37 ,E) tels que :
W(t) = x(t)x + y(t)y + z(t)z

En appliquant les regles de dérivation d'un vecteur :

doW@t) - o= o= dPx dPy  dRz
—==X(t)X t 2(t)z+ X Z
p (Ox+y(t)y+z(t)z+ i Vo Tl a

D'aprés la formule de la base mobile :

R. -
d OX — -
=QR/R, AX
dt /Ro
R~
d Oy . =
=QR/R, A
qt IRqg NY
R.~
d OZ — N
=QR/R, ANZ
dt 'Ro

Le vecteur ﬁR I R, €st appelé vecteur taux de rotation du repere R (O, X 37 ,E) par rapport
au repeére Ro.
dRox dRoy dRez
+ X(t +y(t +2z(t
()= YO+ 2

d™W(t)  d¥W(t)
dt dt

d™W(t)  dRW(t)
dt  dt

+ X(t)(ﬁRlRo A §)+ y('[)(ﬁR/R0 A 9)+ Z(t)(ﬁR/RO A 2)

Ro A7 RN/ . . = -
d (\j/:/(t) = d :j/::/(t)-FQR/RO A(x(t)x+y(t)y+z(t)z)

dRow(t) _dR W(t)

+Q Wit
m pm R/Ry A W(t)

C’est la dérivée de la fonction vectorielle W(t) exprimée dans le repere mobile
R(O, X 9 ,E) par rapport au repere fixe Rq (Oo, X0, )70, Eo)

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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Exercices

1. On considére deux vecteurs :

V, =—6i + 8j — 10k
V, = —2i + 4] + 12k
Calculer:

- leurs longueurs (modules)

- leur produit scalaire

- le produit vectoriel Vj AVy

- les cosinus directeurs de leurs vecteurs unitaires

2. Montrer que si V, et V, sont perpendiculaires entre eux, ona:

La réciproque est elle vraie?

3. Dans un repére orthonormé (ox, oy), on donne le point Q tel que le module ‘OQ ‘:a et

I’angle (@,&)mx et le point P tel que le module ‘@ ‘=b et I’angle (@,6&)43.

A l'aide du produit scalaire, trouver une relation trigonométrique entre les angles o et .

4. Dans un repere orthonormé direct, on définit les trois vecteurs :

—

V,=0i+1j+mk, V,=i+nk, V,=i+nj

Déterminer le volume du parallélépipéde construit sur OMi:, OM, et OMs, qui sont
respectivement équipollents & V,,V, et V,

5. Dans un repere orthonormé direct, on considere deux vecteurs:
V,=mi+3j+2k, V,=mi-mj+k
a- Déterminer m pour que V, soit perpendiculaire & V,; dans ce cas calculer le module de
VAV, .
b- Déterminer m pour que \71/\\72 soit parallele au vecteur \73 de composantes (-1, -1,0).

6. Démontrer que dans un triangle quelconque ABC on a:

AC2=AB2+BC2-2AB.BCcosB

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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7. Pour un triangle ABC quelconque, prouver la relation :

sinA sinB sinC

ﬁ:’” - ACH a8

8. Montrer que les deux vecteurs \71(1,3,—4) et \72(1,5,4) sont perpendiculaires et calculer :

|V

v

AV, [VAY,

9. Calculer le volume du parallélépipede obtenu a partir des vecteurs:
OA=Xi + Zy] , O—Bzy]+ BZE, FC:Zy]

10. Etant donnés les points A (1,0,0), B(0, 1, 0) et C(0, 0, 1).
Calculer le volume du tétraedre OABC.

11. Montrer que si les vecteurs \71 et \72 sont les cotés d'un parallélogramme, l'aire de ce

dernier sera égale a H V, AV,

12. Déterminer le vecteur unitaire U perpendiculaire aux vecteurs\71= i—4j V2=T—2l2.

13. On consideére les trois vecteurs :
V,=Xi+yj, V,=yj+zk, V,= xi+zK

Calculer le produit mixte : (\71,\72,\73).

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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Chapitre 1 : STATIQUE

1.1. INTRODUCTION

La statique est une branche de la mécanique rationnelle qui traite I’équilibre des corps
mateériels par rapport & un systéme de référence supposé fixe, et ses moyens de réduire un
systeme de forces a une forme élémentaire. Dans ce chapitre on aborde des notions sur le
point matériel, le corps solide parfait, la force, le moment d’une force et les torseurs des
forces exterieures. Ensuite, on donne les conditions d’équilibres statiques, et les différents
types des liaisons et de réactions. Enfin, on explique quelques opérations sur les forces
concernant la réduction d’un systéme de forces a une résultante et la déecomposition d’une
force a plusieurs composantes.

1.2. NOTIONS FONDAMENTALES DE LA STATIQUE

1.2.1. Point matériel

On appelle un point matériel, une particule matérielle dont les dimensions sont
négligeables dans les conditions du probléme considéré. La différence par rapport au point
géeométrique, réside en le fait que le point materiel est supposé contenir une certaine
quantité de matiere concentrée. Un point matériel jouit donc de la propriété d’inertie, et
d’interactions avec d’autres points matériels.

1.2.2. Corps solide parfait

Tout corps physique se présente en mécanique comme un systeme de points mateériels :
on entend par-1a un ensemble de particules matérielles qui agissent les unes sur les autres
conformément au principe d’égalité de I’action et de la réaction. Par corps solide, on
entend un corps dont deux points quelconques restent en toutes circonstances séparés par
une distance inchangée. Autrement, le corps solide conserve une forme géométrique
constante (il reste indéformable) tant dans son ensemble qu’en chacune de ses parties.

1.2.3. Force

Par la force, on désigne en mécanique la mesure quantitative d’interaction mécanique
des corps matériels. On appellera force I’action d’un corps sur un autre, se traduisant par
une pression, une attraction, une répulsion...ect. L’action de la force sur le corps est
déterminée par (Figure 1.1) :

- le point d’application : A ;

-lesens: A—B

- La direction ou la ligne d’action : (A),

- le module ou la valeur numérique : ‘F‘= ‘AB‘ :

Figure 1.1. Représentation vectorielle d'une force

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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Les forces exercées sur un solide sont de deux types. Les forces extérieures qui sont
exercees par d’autres corps et appliquées aux points du solide donné. Par contre, les forces
intérieures sont les forces d’interaction, qui se développent entre les points matériels du
solide donne et dont leur résultante est nulle.

1.2.4. Moment d’'une force par rapport a un point

Soit une force F et un point O (Figure 1.2.). Menons par O un plan contenant F.
Abaissons de O une perpendiculaire OP sur la direction AB de la force F. La longueur de

la perpendiculaire est le bras de levier h de la force F par rapport au point O ; ce point
s’appelle péle.

Figure 1.2a Figure 1.2b

Figure 1.2. Moment d’une force par rapport a un point

Le moment de F par rapport & O est le produit du module F du vecteur de la force F
par le bras de levier h, qui peut étre affecté de signe positif ou négatif.

M,(F)=+Fh (L.1)

M, (F)) 0 si la force fait tourner le plan dans le sens contraire a celui des aiguilles d’une
montre.

Mo(f)< 0 si la force fait tourner le plan dans le sens des aiguilles d’une montre.

La valeur absolue du moment d’une force est le double de I’aire du triangle OAB
construit sur la force F et le pole O ou I’aire du parallélogramme OABC (Figure 1.2b).

‘MO(F)‘=Fh=2 SOAB
ou:

‘Mo(f)‘=Fh=F OAsing=Frsing=

r/\FH

d’ou

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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‘Mo (17“)‘ =

A FH (1.2)

Le vecteur moment 1\710(17“) est égal en module a I’aire du parallélogramme construit

sur les vecteurs T ol OA et F. Il est perpendiculaire au plan de ces deux vecteurs.

Ainsi, le vecteur moment d’une force MO(F) par rapport a un point O est un vecteur lié
en O, qui s’écrit :
M, (F)=F AF (1.3)
1.3. TORSEURS DES FORCES EXTERIEURES

Les efforts appliqués sur un systeme matériel peuvent étre représentés
mathématiquement par un torseur, appelé torseur d'action, qui s'écrit en un point O :

¥, - [;ﬂ 14

Ou
F Représente la résultante des forces extérieures appliquées R;
Mo Le moment de la force F par rapport au point O.

Les efforts extérieurs a un systéme matériel (S) sont les efforts exercés sur (S) par

d'autres systemes extérieurs. Si (S) est soumis a des forces 17“1 et des couples 17[1 (Figure
1.3a), le torseur des efforts extérieurs exercés sur (S) en un point O, s'écrit :

L ~{srie) (o, .

P ———

7

Figure 1.3a Figure 1.3b

1.4. CONDITION D’'EQUILIBRE STATIQUE

1.4.1. Cas Général

Un solide (S) est en équilibre par rapport a un repere fixe (R) si chaque point de (S)
reste fixe dans le temps par rapport a (R). En conséquence, le torseur des forces extérieurs est
en tout point O, ou :

[F.], =[], {h—li:(f)} (g] (1.6)

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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Pour que le systeme de forces appliquées a un solide soit en équilibre, il faut et il suffit
que la résultante générale du systéeme et le moment résultant par rapport a un centre de
réduction quelconque soient égaux a zéro, ou :

R=0, M,(F)=0 (1.7)

1.4.2 Condition d’équilibre analytique

La condition d’équilibre analytique d’un corps solide est la projection des éléments du
torseur des forces extérieurs nulle. Cette projection sur les axes d’un repére orthonormé
R(O, xyz) permet d’obtenir en général six équations :

- Trois équations liées a la résultante des forces extérieures :

et trois équations liées au moment des forces par rapport aux axes du repére :
Mow =3 M, (F: )0
i=1
Vio(F: J=0 = | Moy =3 M, (Fi )0
i=1

Mo =3'M, (Fi )0
L i=1

Dans le cas d’un probleme plan (par exemple X et Y), on aura trois équations d'équilibre.
-Deux equations liées a la résultante statique :

n

_ |R«=YF,=0
R=0=> _} ‘fllq
R, =) F, =0
i=1

- et une équation pour le moment des forces par rapport au centre O :
Nio(F.)=5

Dans le cas d'un systeme de forces concourantes au centre O, le moment sera nul par
rapport a O, il reste seulement trois équations pour la projection de la résultante:

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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1.5. LES LIAISONS ET LES REACTIONS
1.5.1. Définition

Les solides considérés en mécanique peuvent étre libres ou liés, suivant le cas. Un
solide est dit libre s’il peut se déplacer en toute direction. Par exemple une pierre lancée
dans I’espace est un solide libre. Un solide est dit lié s’il ne peut se déplacer que dans des
directions déterminées ou s’il est assujetti a rester immobile.

Les corps matériels qui s’opposent au mouvement du solide sont appelés liaisons, et les
forces qu’ils exercent sur le solide, sont des réactions de liaisons.

1.5.2. Différents types des liaisons et de réactions

Les liaisons peuvent étre matérialisées soit par des appuis, articulations, encastrements,
etc. Dans les cas énumérés sont confectionnées a partir d’un matériau absolument rigide, et
que le frottement, aux points de contact avec les solides considérés, est négligeable.

a) Liaison libre

Cette liaison est en fait une absence de liaison, le solide est « livré a lui méme » (cas
d’un satellite dans I’espace, ou d’un projectile). Il existe six degrés de liberté et aucun
effort de contact transmis (pas de réaction).

b) Liaison ponctuelle et appui plan (appui simple)

Le solide repose simplement sur une surface polie (horizontale, verticale ou inclinée)
Figure 1.4 (a, b) ou sur le rouleau cylindrique Figure 1.4c. La réaction de la surface est
appliquée au solide en point de contact et dirigée suivant la normale a la surface d’appui.

Elle s’appelle réaction normale et se note R.

R
\ | \
e
&
Figure 1.4a Figure 1.4b Figure 1.4¢

c) Solides articulés (Appuis doubles)

Dans la pratique, on trouve parfois le corps solide articulé soit par :
- un appui articulé (Figure 1.5a),
- une articulation cylindrique (liaison pivot glissant, liaison linéaire annulaire) (Figure
1.5b),
- ou une articulation sphérique (liaison rotule) (Figure 1.5c).

Le module et la direction de la réaction R dans son plan sont inconnus

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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Figure 1.5a Figure 1.5b Figure 1.5¢

d) Barres rigides

Les barres de poids négligeables peuvent servir comme des liaisons. Leur réaction sera
dirigée suivant la longueur de celle-ci (Figure 1.6).

R /
— :,."'
A %
“-Barre rigide
Figure 1.6

e) Liaison flexible (fil, corde, chaine) (Figure 1.7)

La réaction T porte le nom de tension. Elle est appliquée au point d’attache du lien

flexible au solide, dirigée le long de la liaison flexible (du fil, de la corde, de la chaine,
etc.....).

Figure 1.7a Figure 1.7b

f) Liaison Encastrement (Figure 1.8a)
La liaison encastrement ne permet aucun mouvement relatif entre les deux solides. Leurs
réactions sont représentées par un moment qui empéche la rotation du solide, et des

réactions horizontale et verticale, qui empéchent les déplacements horizontaux et
verticaux.

Encastrement \\N

\\& > !
L% A "I

consol

Figure 1.8a Figure 1.8b

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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1.5.3. Axiome des liaisons
Pour tout corps solide lié (Figure 1.9a), il est possible de supprimer les liaisons en les
remplacant par les réactions et de lui considérer comme un corps solide libre (Figure 1.9b)

soumis a I’action des forces données et des réactions de liaisons.

O B
Corde
MA T\ % ,
N’ ’

AN 5

[N
Encastrement

IS

Plan incliné ﬁAY

Figure 1.9a. Corps solide lié Figure 1.9b. Corps solide libre

1.6. QUELQUES OPERATIONS SUR LES FORCES

1.6.1. Reésultante de deux forces concourantes
Soient deux forces Fl et 17“2 appliquées a un point O du solide (Figure 1.10a). Pour la
détermination de leur résultante R, on construit un parallélogramme sur f?l et Fz (Figure

1.10b). Le module et la direction de la résultante R sont déterminés par la diagonale du
parallélogramme construit sur ces deux forces (figure 1.10b- Regle du parallélogramme).

Figure 1.10a Figure 1.10b. Parallélogramme de deux forces

On s’écrit :
R = F + F, (1.8)
et son module s'obtient :

(1.9)

“ﬁu=\/F12+F22 —2F F; cos ¢

et sa direction se détermine :

Physique 4 : Mécanique Rationnelle
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F, _F R R

. = = , = = (1.10)
sing, singQ, sin(t—¢) sing

Les formules 1.8, 1.9 et 1.10 définissent le module, la direction et le sens de la
résultante des deux forces appliquées au méme point et faisant un angle ¢ entre elles.

1.6.2. Résultante de plusieurs forces concourantes
1.6.2.1. Méthode du parallélogramme des forces

On peut faire la somme de plusieurs forces appliquées en un point commun (Figure
1.11a), en faisant leur composition suivant la régle du parallélogramme. Composer les

forces F, et F, , trouver leur résultante R,, puis composer cette derniére et la force F,,
construire un parallélogramme sur R, et F,, trouver la résultante R,, et ainsi de suite

(figure 1.11b), jusqu'a obtention de la résultante finale R (en double lignes dans la figure
1.11b).

Figure 1.11a Figure 1.11b

1.6.2.2. Reégle du polygone des forces

Pour la construction du polygone des forces, on respecte le sens et la direction de
chaque force. D’abord, on place I’origine du vecteur 17“2 a I’extrémité B de 17“1, puis de

placer I’origine F, a I’extrémité C de FZ, etc...... En joignant le point A d’application des

forces et I’extrémite de Fn, on obtient la résultante R . La méthode porte le nom : La régle
du polygone des forces (Figure 1.12).

La ligne brisée ABDCEF s’appelle polygone des forces et le segment AF, vecteur
fermant le polygone s’appelle la résultante des forces.

Figure 1.12a. Systeme de forces concourantes Figure 1.12b. Polygone des forces
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S’il y a n forces E, 17“2, Fn concourantes en O, leur résultante unique R est appliquée
en O, et vaut la somme géométrique des vecteurs forces :

— — — — n —
R=F; +Fy +.+F, =D F (1.12)
i=1

1.6.2.3. Condition d’équilibre géométrique

Pour que le systéeme de forces concourantes soit en équilibre, il faut et il suffit que le
polygone des forces soit ferme.

1.6.2.4. Exemple d’application

Une bille homogene O de poids 12 KN, repose sur deux plans inclinés polis AB et BC
perpendiculaires entre eux (Figure 1.13a).

Sachant que le plan BC fait un angle de 60° avec I’horizontal, déterminer les réactions des
deux plans inclinés sur la bille.

Figure 1.13a
Solution :

On supprime les liaisons de la bille et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent (Figure 1.13.b). La bille se trouve en équilibre sous I’action de trois forces
(Figure 1.13.b) :

- Le poids dirigé verticalement vers le bas.
- Laréaction Na dirigée perpendiculairement au plan AB vers le centre O de la bille.
- Laréaction Nc dirigée perpendiculairement au plan BC vers le centre O de la bille.

Figure 1.13.b

La condition d'équilibre géométrique est basée sur la régle du polygone des forces fermé.

Commencons par la construction du polygone des forces par la force connue P. D’un point
arbitraire Ay, tracons le vecteur P (Figure 1.13c). Placons I’origine de la force suivante, par

exemple Na, & I’extrémité B, du vecteur de la force P. Le module de N, étant inconnu.
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Puisque le solide est en équilibre, le triangle des forces P, Na, Nc doit étre fermé, d’ou
I’extrémité du vecteur de la force N. doit se confondre avec I’origine du vecteur P, A;.

Aq
Nc

60°
P Cy

Na
B
Figure 1.13.c

Appliquons le théoréme des sinus sur le triangle A;B1C1, 0ona:

P _ Nax _ N¢

sin(r — (60° +30°))  sin60°  sin 30°

d’ou:

A =_Sm—60P=£P=10,4KN
sin(60° +30°) 2

in30° 1
c=— T _p=—P=6KN
sin(60° + 30°) 2

1.6.3. Décomposition géométrique d’'une force
1.6.3.1. Décomposition suivant deux directions

Décomposer une force revient a trouver les forces, appelées composantes, qui sont
appliquées au méme point, et produiront un effet équivalent a celui de la fore décomposée.

B (n) (m) N\ B
F
(m) m
A \ (m)
D
Figure 1.15a Figure 1.15b Figure 1.15¢

La décomposition de la force F est valable lorsque les directions (m) et (n) des
composantes cherchées (figure 1.15b ) sont connues. Pour déterminer ces composantes, il
suffit de mener par le point d’application A de la force F et par I’extrémité B de F deux
droites paralleles a (m) et (n) : les points d’intersections définissent un parallélogramme
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ADBC dans lequel la force F est la diagonale et les cotés AD et AC sont les composantes
F, et F, (figure 1.15.c). Soit :

F=F,+F,

1.6.3.2. Décomposition suivant trois directions

On peut décomposer une force d’une fagcon unique, suivant trois directions arbitraires
non paralleles a un plan (figure 1.16.a). La solution conduit a un parallélépipéde dont les
arétes ont les directions données et dont la diagonale AB est constituée par la force

décomposée. La force F est égale & la somme des composantes cherchées et sera écrite :

F=F,+F,+F

(n)
B 1
(n)
~ B
F F,
A 1y
A =
(m) F, ®)
F,
(P)
(m)
Figure 1.16a Figure 1.16b

La force F fait les angles 6y, 0y, 0, respectivement avec les axes X, y, et z du systéme de
coordonnées cartésiennes orthogonales Oxyz (figure 1.17). Pour décomposer F suivant les
trois axes, construisons un parallélépipede dans lequel F sera une diagonale.

z| R
I v
q _____ ) > N (dx, dy, dz)
El - E
0,
Oy |
o) :ﬁ
b Fy v
PN
X
Figure 1.17
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Le vecteur de la force F s’écrit :

F=Fy +Fy +F, =Fy,X+F,y+F,Z

tel que Fy, Fy et F, sont les composantes de la force F et dont les modules sont :
Fyx = HFH cosOy , Fy = HFH cosby , F, = HFH cosO,

D’ou le module de la force F :

=R 2

Les cosinus directeurs s‘obtiennent :

Fy
cos0 , COS 9 cos0O,

H H }

Le module de la force F, peut s’exprimer autrement, en utilisant les cosinus directeurs :

F F
y -~z (1.12)

HFH_cose B cosOy " cos6,

1.6.3.3. Décomposition d'une force si un point de leur ligne d’action est connu

Si le point N de coordonnées dx, dy et dz appartenant & la ligne d’action de la force F est

connu (Figure 1.17). Le vecteur ON forme les angles 6y, 0y et 6, avec les axes X, y et z et
d son module, nous pouvons écrire :

dx=dcos0y , dy=dcos6y, dz=d cos O,
Il vient :

“ﬁ“ —d= \/(dx)z +(dy)? + (dz)’

Comme, on peut I’exprimer par la relation ; en introduisant les cosinus directeurs :
dx dy  dz
cos®  cosO, cosO,

e (1.13)

Divisons membre & membre les relations (1.12) et (1.13), nous obtenons :

F F. F, F
= x__ Y _"z (1-14)
d dx dy dz

1.6.4. Décomposition analytique d’une force

Considérons la force F appliquée & I’origine O du systtme de coordonnées
orthogonales x , y , z. Pour définir la direction de F, nous tracons le plan vertical OBAC
contenant F, tel qu’indique la figure 1.18a.
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Le plan OBAC contient I’axe vertical z, I’orientation de ce plan peut étre définie par

I’angle @ qu’il forme avec I’axe y dans le plan (X, y), tandis que I’orientation de la force F
dans le plan OBAC est donnée par I’angle 6, qu’elle fait avec I’axe z.

zZ VA Z
B |.. B |.. B
TUA _ TUA = A
| Fs s ¥ Fr
<{z /o 0 7 | z19, 7
] ] /
2 Vo el
0] 4 : Y ' Y 9] 7 Fy y
\\‘\}\(P E E f/ \__\jP
So | ~
X ¢ X Fr TN
v C
Figure 1.18a Figure 1.18b Figure 1.18¢

Nous décomposons d’abord la force F en ces composantes F. et Fu. Cette derniére

(Fr) étant contenue en plan (x, y) (Figure 1.18b). Les composantes scalaires de F sont
alors :

F,=F cos 0, F,=Fsin 0,

Ensuite, la composante Fn peut se décomposer, en Fy et F, suivant les directions x et
y. nous aurons alors les composantes scalaires (Figure 1.18c) :

Fx = Fy, sin @ = F sin 0, sin ¢
Fy=Fy, cos ¢ =F sin 0, cos ¢ (1.15)

Exemple d’application

L'angle entre le hauban du tribord AB et le mat du bateau est de 15° (figure 1.19a). La
tension dans le hauban est égale a 6 KN, calculer :

- les composantes de la force exercée par le hauban au point A,

- les angles 6y, 6y, et 0, qui définissent la direction de cette force.
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15°

%Oo
B

Figure 1.19a Figure 1.19b

>
STy £

L

a- Les projections de la tension TB appliquée au point A sont :
Tg, =-Tp cos 15°
Tgn = Tp sin 15°
Et, les projections de Tgp, dans le plan (x, y) sont :
Tgx = Tgn sin 60° = Ty sin 15° sin 60°
Tgy = Tgn cos 60° = Tg sin 15° cos 60°
D’ou, les composantes de la tension 'T'B sur les axes sont :
Tpx = Tp sin 15° sin 60° = 1.34 KN
Tgy = Tg sin 15° cos 60° = 0.78 KN
T, =-Tp cos 15° =-5.79 KN

b- les angles 6, 0,, et 8, qui définissent la direction de la tension T, sont déterminés par
la relation :

Tgy Ty,
cos 0, cosBy cos0,

T,
TB - Bx

D’ou

T
cos0, = Bx _0.23, 0,=77°
Tg

T

cosOy =—>=0.129, 6, =82.6°
Tg
T

cos, =—2L=_097, 0,=165°
Tg
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1.6.5. Cas général du moment d’une force
1.6.5.1 Moment d’une force par rapport a un axe

Considérons la force F dans le repére (Oxyz) (figure 1.20) et ¥ le vecteur de position
du point d’application de la force F & I’origine O. La force F s’écrit :

F=Fy+Fy +F, =FyX+Fyy+F,Z

Ou fx, Fy et F, sont les projections de F sur les axes Ox, Oy et Oz.
Ainsi le vecteur de position r dans le méme repere s’écrit :

-

F=rx+ry+r,=r X+r,y+r,z

Ou ry, ry et r, sont les projections de r sur les axes Ox, Oy et Oz.

7 A i
|
|
I\ A —_——-->
D F
- N\ y
rz F _'\
— Fx\
8
0 R
- y
I'x
X
Figure 1.20

Le vecteur moment d’une force , M, (F), par rapport au point O s’écrit :

X y Z
MO(F)=F/\F= r, r, T, (1.16)
F, F, F,

M, (F)=(r,F, -r,F, )+ (r,F, —r.F, )y +(rF, -r,F, )i
ou
M, (F)=M, (F)X+M,, (F)y+M,,(F)z

Les composantes du vecteur moment M, (F), M, (F), M, (F) et M,,(F), sont les

moments par rapport aux axes Ox, Oy et Oz respectivement dans le point O, et sont
exprimés comme suivant :

(v, 8)), =M, F)=(r,F, -r,F,)
(i, ), =Mm,,F)=(r,F, -rF,) (1.17)

(M, @), =M, (@) =(r.F, -r,F,)

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 1 : Statique 26

Les cas ou le moment d’une force non nulle par rapport a un axe est égal a zéro sont les
suivant :
a)- la direction de la force rencontre I’axe ( h = 0)

b)- la force est paralléle & I’axe (la projection de F sur un plan h & I’axe sera nulle).

1.6.5.2 Théoreme de VARIGNON

Si un systeme de forces plan admet une résultante uniquefi, le moment de cette
résultante par rapport a un point quelcongue est égal a la somme algébrique des moments
de toutes les forces de ce systeme par rapport a ce méme point (Figure 1.21).

y h, F.| R

=
=

Figure 1.21
M,(R)=Y M, (F,)
M, (R)=M,(F,) +M,(F,) (1.18)

Soit :
R.h = Fi.h; + Fa2.h,

1.6.5.3 Exemple d’application

Une roue C de 20 cm de diametre et un engrenage D de 2cm de rayon sont emmancheés sur
un arbre horizontal AB (Figure 1.22a). Le reste des dimensions est mentionné sur la figure.
Une force verticale P = 10 KN est appliquée suivant la tangente a la roue C, une force
horizontale Q de valeur inconnue est appliquée suivant la tangente a I’engrenage D.
Déterminer la force Q et les réactions aux appuis A et B en position d’équilibre.

Figure 1.22a
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Solution:

On supprime les liaisons dans la Figure 1.22a., et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent dans la Figure 1.22b. D'aprés I'axiome des liaisons, la roue devient libre
sous l'action du systéme de forces quelconque.

Figure 1.22b

Pour la détermination de la force Q et les réactions Rax , Raz, Rex et Rgz, on écrit la
projection des éléments du torseur des forces extérieurs nulen AouenB :

i=1 i=1

i=1

0

> M, (F)=0, Y M, (F)=0, > M,,(F)=0
i=1 i=1 i=1

Ou
> M, (F)=0, > M, (F)=0, > M,,(Fi)=0
i=1 i=1

i=1

an:ﬁ = -RaxtQ-Rgx =0 €))
i=1

>'F, =0 = Ry-P+Rg=0 @)
i=1

> M, (F))=0 =  -P.0O8+Rg.1=0 A3)
i=1

> M, (Fi)=0 =  -Q.0,2+Rp.1=0 @)
i=1

M, (F)=0 =  Q.2-P.10=0 )
i=1

ou

> My, (Fi)=0 N P.0,2 - Ry,.1=0 (6)
i=1

> M, (Fi)=0 = Q.08 —Ra1=0 (7
i=1

On déduit :
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de (5) = Q =5P =50KN
de (4) =  Rp=02Q=10KN
de (3) =  Rgp,= 0.8P=8KN
de (6) =  Ra,= 02P=2KN
et de (7) = Ry =08Q=40KN

1.7. EQUILIBRE DES SOLIDES EN PRESENCE DU FROTTEMENT
1.7.1. Frottement de glissement

On appelle frottement de glissement la résistance qui s’oppose au glissement de deux
solides a paroi rugueuse en contact.

1.7.1.1. Expérience

Soit un solide de poids P qui repose sur une surface horizontale. Appliquons a ce solide
une force horizontale T (Figure 1.24a).

N N mi-chemin
— F — .
L\ < L\ Fonax |----- Mouvement
P P F.[ :
T, T
Figure 1.24a Figure 1.24b Figure 1.24¢

1° cas : Surfaces en contact polies :
La force du poids P est équilibrée par la réaction N. Dans ce cas, aucune force ne
s’oppose a la force motrice T ( Figure 1.244a). Le solide est en mouvement.

2°™¢ cas : Surfaces en contact rugueuses :

La force du poids P est équilibrée par la réaction N . Le solide peut rester au repos,
dans ce cas, il existe une autre force qui s’oppose au mouvement du solide de méme

direction et de sens opposée a T (Figure 1.24b). On appellera cette force, force de
frottement de glissement Fr.
Augmentons progressivement la force T (figure 1.24c). Tant que le solide reste au

repos, la force Fx équilibre a chaque instant la force motrice T, dans ce cas la force Fx
augmente avec elle jusqu’a une valeur maximale Fuay (Fir < Fiax) OU le corps solide est en
mouvement. La force maximale Fumax correspond au cas limite de I’équilibre du solide,
c’est a dire a I’instant ou celui-ci est a mi-chemin (dans la zone de transition) entre le repos
et le mouvement.
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1.7.1.2. Force de frottement statique

La force de frottement de glissement est une force résistante qui agit dans le plan tangent
aux deux surfaces de contact dans le sens oppose a la force motrice et de direction paralléle
aux surfaces de contact.

La force de frottement qui agit lorsque le corps se trouve avant le mouvement
(immobile) s’appelle force de frottement de repos ou force de frottement statique.

—

N
i:max == is T
P
Figure 1.25

D’aprés la loi d’Amontons — Coulomb, la valeur maximale du module de la force de

frottement de repos ou statique Fuma OU F, (Figure 1.25) est proportionnelle & la pression
normale du solide sur la surface d’appui :

ﬁmax =fs N (1.19)

Ou f, est le coefficient de frottement de glissement, sans dimension, qui est en fonction
des matériaux des surfaces en contact et de I’état de ces surfaces.

Quelques valeurs du coefficient de frottement de glissement fs pour quelques matériaux:

- Acier sur glace 0,027
- Acier sur acier 0,15
- Bronze sur fonte 0,16
- Cuir sur fonte 0,28

1.7.1.3. Force de frottement cinématique

La force de frottement qui agit quand un solide se déplace sur I’autre, est la force de
frottement cinématique Fy. Elle est aussi proportionnelle a la réaction normale :

Fi=f N (1.20)

Ou fy est le coefficient de frottement de glissement en mouvement. Il est fonction de la
vitesse de mouvement. Il reste toujours inférieur au coefficient de frottement au repos
(fk< fS)

1.7.1.4. Exemple d’application

On applique une force F = 100 N sur un bloc solide de poids W = 300 N, placé sur un
plan incliné (Figure 1.25). Le coefficient de frottement statique sur le plan incliné d’un
angle o par rapport a I’horizontale, est f; = 0.25 (figure 1.26a). Calculer la force de
frottement requise pour maintenir 1I’équilibre et vérifier I’équilibre du bloc, si f; = 0.4,
gu’est ce que vous remarquez ?
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W

F Zs
4

Figure 1.26a Figure 1.26b
Solution :

Commencons par le calcul du module de la force de frottement capable de maintenir
I’équilibre du bloc. En supposant que F est dirigée vers le bas et parallele au plan incliné.
Nous pouvons tracer le schéma du bloc isolé (Figure 1.26b) et écrire les équations
d’équilibre :

Zfix=() = F-Wsina-Fi,=0 (1)
i=1
Zfiyzﬁ = N-Wcosa=0 (2
i=1

Sachant que sina = 3/5 et cosa = 4/5
On remplace F et W par leurs modules respectifs, on trouve apres calcul :

Fr = - 80 N ou Fs = 80 N dirigée vers le haut
Et N = 240N

La force requise pour maintenir I’équilibre est une force de 80 N, dirigée vers le haut
parallelement au plan incliné. Le bloc a donc tendance a descendre le plan incliné.

La force de frottement maximale :
La grandeur de la force de frottement maximale est donnée par :

Fmax=fs N 5
Fmax=0.25(240N)=60N

Comme la valeur de la force de frottement requise pour maintenir I’équilibre est Fg = 80N,
plus grande que la valeur maximale possible Frnax = 60N, I’équilibre ne pourra pas étre
maintenu et le bloc descendra le plan incliné.

Dans le cas ou fs = 0.4, la force de frottement maximale s'écrit :

Fmax=0.4(240N) = 96N

Dans ce cas, Fg = 80N < F,ax= 96N, donc le corps peut rester en équilibre.
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1.7.2. Angle de frottement

D . — R. _____________ . —
- T N T
F‘fr Fmax _
P P
Figure 1.27a Figure 1.27b

Lorsque le corps solide est au repos, la réaction totale d’une surface rugueuse R,
compte tenue du frottement, est déterminée en module et en direction par la diagonale du

rectangle formé par la réaction normale N et la force de frottement Ff, (Figure 1.27a) :

R=N+Ffr

La direction de R fait un angle p avec N du coté opposé & T . Dans ce cas, plus T est

grand, plus la direction de R s’écarte de la normale. L’écart maximal est constaté lorsque
F& = Fmax. La valeur maximale de I’angle d’écart B s’appelle angle de frottement ¢ (figure
1.27b), et est exprimée par :

F f N
top=—"2% = S = f = oe=arctef 1.21
go="3 N s ¢ gf, (1.21)

1.7.3. Frottement de roulement

Par frottement de roulement, on entend la résistance qui a lieu quand un solide roule sur
un autre. Soit un rouleau cylindrique de poids P, de rayon R, reposant sur une surface
horizontale, et sollicité en son centre de gravité par une force motrice T (Figure 1.27a).

}
N

B Nt
£ C

Sens
du mouvement

B

W
Al
Figure 1.28a Figure 1.28b

X

IRN

X

P

La surface d’appui se déforme sous I’action du poids du rouleau, c'est-a-dire, le point
d’application des réactions N et la force de frottement F, se déplace de A vers le point C
(Figure 1.28b). Les équations d’équilibre du rouleau sont :

n

> F, =0 =T-Fp=0

i=1
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zn‘jiy=6 =N-P=0
i=1

D’ou :
Fp=T et N=P

Le couple (Fg , T) tend a mettre le rouleau en mouvement, tandis que le couple (N, P)
s’oppose au mouvement et tend a mettre le rouleau au repos. Ce dernier couple s’appelle
moment de résistance au roulement, m,, il est égal au moment de la force N par rapport au
point A.

m,= MA(N)
IMA(F)=MA(N)-TR=0

D’ou
m.=TR

A I’instant ou le solide se met en mouvement, le moment résistant atteint sa valeur
maximale. Les expériences montrent que cette valeur est proportionnelle a la réaction
normale.

(M) max = N (1.22)

Le coefficient de proportionnalité f,, dit coefficient de frottement de roulement, est
mesuré en unité de longueur.

Au repos, ona:
m; < (My)max
TR<f.N
D’ou :

T< N
R

R : - .
En général E est beaucoup plus petit que le coefficient de frottement de glissement fs ;

c’est pourquoi, quand le repos est perturbé, le rouleau se met a rouler sur la surface d’appui
sans glisser sur cette derniere.

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 1 : Statique 33

1.7.4. Frottement d’'un céable sur une poulie

Sens du mouvement

e

i

Figure 1.29

La relation qui lie les deux tensions Ty et T, d’un cable sur une surface cylindrique
rugueuse (Figure 1.29), s’écrit sous la forme :

T
21 _ofB (1.23)
T,

Ou B est I’angle d’arc de contact du cable sur la surface cylindrique, fs est le coefficient
de frottement statique et T; est toujours supérieure a T, (T; > T,) selon le sens du
mouvement.

La résultante de la force de frottement entre le cable et la surface cylindrique, s’écrit :

F=T,-T, (1.24)
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EXERCICES RESOLUS

1.1. Un ballon d'air de poids P, reste en état d'équilibre a I'aide d'un céble BC (Figure
1.29a). 1l est soumis a l'action d'une force verticale en haut Q, et la pression du vent
horizontale F. Déterminer la tension au point B du cable ainsi que sa direction.

>

Figure 1.29a
Solution:

On supprime le cable BC et on le remplace par la tension correspondante T (Figure
1.29b), ensuite, on représente les autres forces agissant sur le ballon d'air a savoir :

- le poids P du ballon ;
- la pression du vent horizontale F;
- I'action de la force verticale (_j dirigée vers le haut.

A

Figure 1.29b

1°* Méthode : Condition d'équilibre analytique

Pour la détermination de la tension T au point B du céble ainsi que sa direction, on écrit le
torseur des forces concourantes au centre O du ballon (Figure 1.29b). La condition
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d'équilibre statique du ballon est le torseur nul au centre O. La projection des éléments de
ce torseur nul, s'écrit :
SF.=0, 3F, =0
i=1 i=1
Zfix=6 < F -Tsina=0 (1)
i=1

fiy=6 < Q-P-Tcosa =0 2

i=1

On écrit la somme des carrés des equations (1) et (2), soit :

M= (F)? =(Tsina)
+

2?2 =(@Q-P)? =(Tcosa )

D'ou, le module de la tension T s’écrit :

T= JF? +(Q-P)?

La direction de la tension T sera connue a partir de I'angle a qui s’obtient en divisant (1)
par (2), soit :

ol o = arctg

tg(x=Q_P Q-P

2™ méthode : Méthode géométrique

La condition d'équilibre géométrique : on emploi la régle du polygone des forces fermé.
On construit le polygone des forces agissant sur le ballon (Figure 1.29b). On trace d'abord

la force connue P dirigée vers le bas a partir du point O; et d'extrémité O,. Du point O,
on trace la force (3 dirigée vers le haut d'extrémité Os. Ensuite, on illustre la force
horizontale F a partir de O3 et d'extrémité O4. Enfin, on ferme le polygone par la tension
T dirigée en bas vers la gauche par un angle o inconnu du point O4 vers O; (Figure 1.29c).

_______ E
03)\ O4
Q=P
Q 01_1_
P
Y
_____ 02

Figure 1.29¢
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Appliquons le théoréme de Pythagore sur le triangle 01030, (Figure 1.29c), on obtient :

T?= F> +(Q-P)?

D'ou :

T= \/F2 +(Q-p)?

Et I'angle o :

tg o= ol a = arctg

Q-P Q-P

1.2. Une bille pleine homogéne, de poids P et de rayon R, est maintenue en équilibre sur
un plan incliné d'un angle a par un céble inextensible AB qui fait un angle B avec la
verticale (Figure 1.30a). Déterminer les réactions des liaisons sur la bille.

Figure 1.30a
Solution :

On remplace le cable AB par la tension Ts et le plan incliné par la réaction normale N
(Figure 1.30b). D'apres I'hypothese des liaisons, la bille devient libre sous l'action du
systeme de forces concourantes au centre C.

A\ 4 P
Figure 1.30b
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1°"Méthode : Condition d'équilibre analytique

La projection des éléments du torseur nuls des forces extérieures au centre C, s'écrit :

n

>F, =0, YF,=0
i=1

i=1

M-
=
I
[—X)

< Psina —T;sin(aa+p) =0 (1)

ix

=1l
I
ol

< N - Pcosa —T;cos(a+B)=0 (2)

iy

—

La résolution des deux équations donne :

_ Psina _ Psinf
B = sin (o + ) B sin (a+ )

2™ Méthode : Condition d'équilibre géométrique

Pour la construction du triangle des forces fermé, on commence par la force connue P
dirigée verticalement vers le bas du point C; vers I'extrémité C,. Ensuite, on trace la

tension Ts du point C, avec un angle B avec la verticale, et enfin, on ferme le triangle
avec la réaction N qui fait un angle o avec la verticale.
Ci

Figure 1.30c

Ecrivons le théoréme des sinus du triangle des forces fermé C,C,Cs :

N Tg _ P
sin 3 "~ sina sin (1— (o +B))

D'ou:

_ Psina _ Psinf
B - sin (o +B) ~ sin(o+B)

1.3. Le fardeau de poids (_j est maintenu en équilibre au point C par le systéme représenté
dans la Figure 1.31a. Déterminer les réactions dans les barres CA de longueur a, CB de
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longueur b et la tension de la chaine CD de longueur d. Les deux barres sont
perpendiculaires entre elles et sont contenues dans un plan horizontal. (AN : AC = a =
0.6m,BC=b=0.8m,DC=d=141met Q =100 KN.

OD =

Figure 1.31a
Solution :

Pour la représentation des réactions dans les barres CA et CB et la tension dans le cable
CD, on supprime les liaisons et on les remplace par les réactions qui leur correspondent
(Figure 1.31Db). La tension Tp fait un angle B avec la verticale et sa projection sur le plan
I’horizontale (OACB), Tpsinf fait un angle o avec AC (AC//Oy) (Figure 1.31c).

0] B Y
TD sinf
Rs
A (00
Ry ©
A X
X
Figure 1.31b Figure 1.31¢
Nous avons :
oC a’+b?’ oD +d’—(a’+b?)
sin 3 = = , cosP= =
CDh d CDh d
Et
AC a
siIno= = , cosa= =
C \/a2+b2 ocC \/az+b2
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A fin de calculer les réactions Ra et Rg et la tension Tp, on écrit la projection des éléments
du torseur des forces nuls au nceud C, soit :

SF,=0, YF, =0, >F,=0
i=1 i=1 i=1

Zfix=6 < — R, T, sinfBsina =0 (1)
i=1
Zl?iy=6 < -R, -T,sinfcosaa =0 (2)
i=1
Zfiz=ﬂ < -Q-T,cosp =0 (3)

Q d

T = = —
D cosf ODQ
a
A= ODQ
b
B= ODQ

Tp =1.41Q =141 KN
R =-0.6Q =-60 KN
Rg =-0.8Q =-80 KN

1.4. Déterminer les réactions des appuis de la poutre représentée dans la Figure 1.32a. Le
poids propre de la poutre est supposé négligeable.

q=3KN/m 9KN 4KN
HiHia \ /4°B

% s
|2m 1m|1m|1m!

Figure 1.32a
Solution :

On supprime les liaisons dans la Figure 1.32a et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent dans la Figure 1.32b. D'apres I'axiome des liaisons, la poutre devient libre
sous l'action du systeme de forces en plan.

q = 3KN/m \9KN /KN y
HIHHA 60° B R, >M
2m ™) am ) im ) im IRBy S

| | | I X
Figure 1.32b
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Pour la détermination des réactions Ray, Rex et Rgy, on écrit la projection des élements du
torseur des forces extérieurs en A :

$F.=0, SF, =0, 3M,F)=0
i=1 i

i=1 i=1

> F, =0 & —R, —4c0s60°= 0 (1)
i=1

>'F, =0 ¢ -32+R,,~9-4sin60° + R, = 0 )
i=1

> M, (F)=0 & 3.2x1 - 9x1 — 4sin60°x2 + R, x3 = 0 ©)

La solution des équations d'équilibres (1), (2) et (3) donne :
Re,=2KN, Rpy=3.31KN, R, = 15.15KN

1.5. Un arc en treillis repose en B sur une articulation fixe et en A sur un rouleau dont le
plan d’appui fait un angle de 30° avec I’horizontale. Le poids propre de I’arc est P =

100KN. La résultante F des forces de pression du vent est égale a 20 KN, dirigée
parallélement & AB et appliquée a 4m au-dessus du point B (Figure 1.33a). Déterminer les

réactions aux appuis. =

Figure 1.33a

Solution :

On remplace les liaisons dans la Figure 1.33a par les réactions qui leur correspondent dans
la Figure 1.33b. D'aprés lI'axiome des liaisons, I’arc en treillis devient libre sous I'action du
systeme de forces en plan.

F

Ra

| - 4m M
I P ﬁBx @
A ™30° B

i 10m 10m >

Figure 1.33b

Pour la détermination des réactions Ra, Rex et Rgy, on écrit la projection des éléments du
torseur nul des forces extérieurs en B, ou :

S F, =0, Y F, =0, > M,(F)=0
i=1 i=1 i=1
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> F,=0 < R,sin30°-R, - F =0 (1)
i=1
> F,=0 < R,c0s30°+ R, — P =0 ()
i=1
> M, (Fi)=0 < —R, c0s30°x20 + Px 10 + Fx4 = 0 (3)

i=1

de (3) on obtient

20 Rac0s30°.=10P + 4F = R =624 KN
Et de (1) on écrit

Rpx = Rssin30° - F = Rpy=-11,18 KN
Ainsi que de (2) on détermine

Rgy =P - Ryc0s30° = Rgy =46 KN

1.6. Déterminer les réactions de l'encastrement A du portique (Figure 1.34a). Le poids
propre du portique est négligeable et les données nécessaires sont illustrées sur la figure

B < 45°

C
2P 0.5a
0.5a
A
T
é

Figure 1.34a
Solution :

Pour la détermination des réactions de l'encastrement A du portique (Figure 1.34a), on
supprime l'encastrement en A et on le remplace par les réactions correspondantes dans la
Figure 1.34b. Ensuite, on écrit la condition d'équilibre statique du portique isolé (Figure
1.34b), sous l'action d'un systeme de force en plan.

£
2P 0.5a
y
0.5a @M
A
My, EAY Rax X

Figure 1.34b

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 1 : Statique 42

La projection des éléments du torseur nul des forces extérieures dans le point A, s'écrit :

S F, =0, YF, =0, > M,(F)=0
i=1 i=1 i=1

Y F,=0 & —R,, +2P—+2Pcosd5° = 0 (1)
i=1
YF,=0 < R, —/2Psind5° = 0 )
i=1

> M, (Fi)=0 < —M, - 2Px0.5a + /2 Pcos 45° xa— /2 Psin 45° xa =0 (3)

i=1
De I'équation (1), on obtient :
RAx =P

Et de I'équation (2),
RAy =P

De I'équation (3)
MA =-Pa

1.7. Déterminer les réactions des appuis de l'arc illustré dans la figure 1.35a. Le poids
propre de l'arc est négligeable et les données nécessaires sont illustrées sur la Figure 1.35a.

Figure 1.35a

Solution:

Pour la détermination des réactions de I'appui double en A et de I’appui simple en B de
I’arc AC (Figure 1.35a), on supprime ces liaisons et on les remplace par les réactions
correspondantes dans la Figure 1.35b. Ensuite, on écrit la condition d'équilibre statique de
I’arc isolé (Figure 1.35b), sous I'action d'un systéme de force en plan.
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r/4

Figure 1.35b

La projection des éléments du torseur nul des forces extérieures au point A, de l'arc isolé
dans la figure 1.35b, s'écrit :

F,=0, F,, =0, M, (Fi)=0
i=1 i=1 i=1
Y F,=0 < —R,, +Fcos30° = 0 (1)
i=1
YF,=0 & R, —Fsin30°+R,, -F=0= 0 ()
i=1

> M, (Fi)=0 < —Fsin30°r(1-cos30°)~Fcos30°rsin30°+ R, r— F1.25r=0  (3)

pas
De I'équation (1)

Rax =-0.87F

De I'équation (3), on obtient :
Rg, =1.75F

Et de I'équation (2),

Ray =-0.25F

1.8. Pour le systeme representé dans la Figure 1.36a, déterminer le module de la force F et
les réactions des appuis cylindriques en A et B ; sachant que le frottement dans les surfaces
cylindriques C et D est négligeable, et nous avons : Q =8 KN, r =5 cm, AC = CB =50 cm
et AK =40 cm.
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Figure 1.36a
Solution :

On supprime les liaisons du systeme représenté dans la Figure 1.36a et on les remplace par
les réactions qui leur correspondent dans les Figures 1.36b et 1.36¢. D'aprées I'axiome des
liaisons, le systéeme (Figures 1.36b) devient libre sous l'action du systéme de forces
quelconques.
7
B /’/ Ry

=

Figure 1.36b Figure 1.36¢

Puisque le frottement dans la poulie D est négligeable, la tension dans le cable CD reste
constante (Figure 1.36c), d'ou :

T=Q=8 KN

Pour la détermination du module de la force F et les réactions dans les appuis cylindriques
en A et B, nous écrivons la condition d'équilibre statique du corps solide isolé (Figure
1.36b), sous I'action d'un systeme de forces quelconques. Cette condition est traduite par le
torseur des forces extérieures nuls en A ou B. La projection des €léments de ce torseur sur

les axes s'écrit :
n - . n . . n - =
> F,=0, > F =0, > F,=0
i=1 i=1 i=1

> M, (F)=0, > M, (F)=0, > M,,(Fi)=0
i=1 i=1 i=1

ol
> M, (F)=0, > M, (F)=0, > M,,(Fi)=0
i=1 i=1 i=1
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SF,=0 < -R, +Q-R, =0 &)
=
zn:ff 0 o +R, -F+R,, =0 )
=
S M, (Fi)= 0 R, =0 )
=
iMAy(Ei)= 0 F.KA-Q.r=0 )
=
EH:MAZ(E)= 0= R, .AB-Q.AC=0 (5)
o
ol
EH:MBX(E)=6<:>—RAZ.AB+F.AB=0 (6)
S
iﬁm(fi)=6© R, .AB-Q.BC =10 (7)

Py

De I'équation (3), on détermine : F=1 KN

Et, de (4), on détermine : Rg, = 0 KN

Et, de (5), on détermine : Rgx =4 KN

Ainsi, de (6), on détermine : R,z=1 KN

De (7), on détermine : Ray =4 KN

La vérification des équations (2) et (3), nous confirme les résultats obtenus.

1.9. Un couvercle rectangulaire, articulé en A et B, conserve I'équilibre horizontal a I'aide
d'une barre rigide FG de poids négligeable (Figure 1.37a). Sachant que le poids du

couvercle est P = 180 N, sa longueur CD = 2.3m et sa largeur CE = 0.75m, la distance EF
=1.5m et AC = BE = 0.15m, déterminer les réactions des liaisons.

C D
A
B
E F
G
rrr

Figure 1.37a

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 1 : Statique 46

Solution :

On supprime les liaisons dans la Figure 1.37a et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent dans la Figure 1.37b.

I_iAz
z A
v A
E RBZ
EB RP—Y”’/

\

Figure 1.37b

Pour la détermination des réactions dans les appuis cylindriques en A et B, nous écrivons
la condition d'équilibre statique du couvercle rectangulaire isolé (Figure 1.37b). La
projection des éléments du torseur des forces extérieures nul dans le point A (Figurel.37b),
s'écrit :

>F, =0, Y F, =0, YF,=0
i=1 i=1

i=1

> M, (F)=0, D M, (F)=0, > M, (Fi)=0
i=1 i=1 i=1

> F,=0 1)
i=1

F,=0& +R,, +Ry =0 (2)
i=1
YF,=0 & +R,, +R,+R,-P =0 3)
i=1
ZMAX(E)=6@—P%+RFEF =0 (4)
i=1
L AB
> M, (F)=0< -R,, AB +PT ~R,AE =0 (5)
i=1
> M,,(F)=0 < R, AB =0 (6)

i=1
La résolution de ces equations donne :

Ry =0, Ry, =136N, R =0, Rp,=-94N, Rp=138N
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1.10. Une barre homogéne AB de poids P et de longueur L, appuyée en A sur une plate
forme rugueuse et I’extrémité B est fixée par le cable BC, inclinée d'un angle de 45° avec
I’horizontale (Figure 1.38a). Sachant que le coefficient de frottement de la barre avec
I’horizontale est fs. Déterminer I’angle ¢ que fait le cable BC avec I’horizontale permettant
la barre a glisser vers le point D.

ettt e e e e e e e e e e e e e e e e
A
Figure 1.38a

Solution:

On supprime les liaisons dans la figure 1.38a et on les remplace par les réactions
correspondantes dans la Figure 1.38b.

Sens possible I
du mouvement ’

Figure 1.38b

La barre AB se trouve a mi-chemin entre le repos et le mouvement, donc la résultante de la
force de frottement sera maximale, et elle s'écrit :

Famax =fs Na

Ou Ny est la réaction de I'horizontale sur la barre AB. La force Famax Sera dirigée dans le
sens opposé du mouvement.

Pour la détermination de I'angle ¢ a partir duquel la barre va glisser, on écrit la condition
d'équilibre statique de la barre isolé (Figure 1.38b), sous l'action d'un systéeme de force en
plan. La projection des éléments du torseur des forces extérieures nul dans le point A ou B,
s'écrit :

SF, =0, YF, =0, Y M,(F)=0 ot 3 M,(F)=0
i=1 i=1 i=1 i=1
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el
I
=2

Z ix A _FA,max + TCCOS(p = 0

1

-
= 1

el
I
2

iy < N, +T.sing-P=0= 0
i=1

i=1
ou

Y M, (Fi)=0 < - N, 1cosd5° —f,N, Isind5° + P %lcos45° =0

i=1
On remplace Famax dans I’équation (1), on obtient :
fN, =T.coso

Ensuite, de I'équation (3), on obtient la tension dans le cable BC :
P

¢~ 2(sin@ — cos Q)

Et de I'équation (4), on aura la réaction normale Ny:
P

Nyi=——
AT 2 +1,)

On remplace T¢ et Na dans I'équation (1), on trouve :

1
tgp=2+—
g¢ ;

S

L— = = 1
ZMA(Fi)=0 < -P Elc0s45° + T.sin¢ lcos 45° — T cos ¢ 1sin 45°

1)
(2)

=0 (3)

(4)

()

Donc, I’angle ¢ que fait le cable BC avec I’horizontale a partir duquel la barre va glisser

vers le point D, est :

¢ =arctg |2 + —
fS
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EXERCICES SUPLEMENTAIRES

1.11. Une bille homogene de poids P = 100 N, conserve son équilibre en plan par deux
chaines AB et AC comme le montre la figure 1.39. La ligne d'action de la chaine AB est
inclinée avec I'horizontale d’un angle de 50°.

- Déterminer les tensions dans les deux chaines AB et AC.

S.AA.: Tg=1.53P =153N, Tc = P =100N

Figure 1.39

1.12. Un corps solide A de poids p repose sur un plan incliné qui fait un angle o avec
I’horizontal. Le corps solide étant lié avec un cable AB qui fait un angle 8 avec la verticale
(figure 1.40). Déterminer la tension dans le cable AB et la réaction du plan incliné sur le
solide A.

Psina Pcosa

SA.: T]fm’ AT Sin(a+B)

o
=
A

Figure 1.40

1.13. Une barre homogene AB de poids P, articulée en A avec le mur vertical et faisant
un angle o a I’aide d’un céble BC avec ce méme plan (Figure 1.41). Sachant que AB =
AC, déterminer la tension dans le cable et la réaction dans I’articulation A.

S.A.: Tc=Psin (a/2), Ry =P cos (a/2)
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1.14. Un réservoir metallique de poids W = 48KN, de rayon r = 0.9m, repose sur les arétes
de deux murs comme le montre la figure 1.42. La distance entre les deux murs | = 1.4m. En
négligeant le frottement entre les surfaces de contacts, déterminer les pressions du
réservoir sur les arétes des murs en A et B.

S.A.:Ry,=Rp=38.13 KN

Figure 1.42

1.15. Le cable BC et la barre AC sont attachés au poteau DC au point C comme le montre
la Figure 1.43. Le poteau DC s’appuyant librement en D est maintenu en équilibre au point
C par deux autres cables métalliques perpendiculaires entre eux et paralléles aux axes du
plan horizontal (H) et ayant des tensions égales, de grandeur T = 25 KN. Sachant que les
angles o = 30° et ¢ = 60°, determiner la tension dans le cable BC, la réaction dans la barre
AC et la réaction verticale du poteau CD.

SA.:

Figure 1.43

1.16. Le systeme représenté dans la Figure 1.44, est formé de deux barres homogenes BD
et CD, de poids négligeable, articulées en point D, faisant un angle droit entre elles dans le
plan (yz) et qui sont liées au point D par un cable AD au point A. Le systeme est tiré en D
par un tirant de tension F = 495 N dirigée dans le sens opposé et paralléle a I’axe ox.
Déterminer les réactions dans les deux barres DB et DC ainsi que la tension dans le cable
DA (les dimensions sont montrées dans la figure 1.44.).

S.A.:TAo=700N, Rg =396 N, Rc =296.9 N
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0.5m

X A Figure 1.44

1.17. Le fardeau de poids Q = 98 KN est suspendu a I’anneau D par deux cables AD et BD
et soutenu par la barre CD comme le montre la Figure 1.45.

- Déterminer les tensions dans les cables AD et BD et la réaction de la barre CD, sachant
que les coordonnées des points de liaisons sont données comme suit : A(5,2,3), B(0,2,7),
C(2,2,3), D(2,6,3) (unité en dm)

S.A. : Ta=74.17 KN, Tg = 133.5 KN, Rc = 148.33 KN

7 B(,2 7)
7C (2,2, 3) D (2,6,3)
0 y
,
A (5,2, 3)
X
Figure 1.45

1.18. Une charge de poids P = 30 KN suspendu au point D comme le montre la Figure
1.46. Déterminer les réactions dans les liaisons.

S.A: \ 7
D (0, 8, 20)
A (-6,0,0) Y
C (0, -3,0) lasssssl
Q=45KN
B (6,0, 0)
X
Figure 1.46
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1.19. Déterminer les réactions dans les liaisons représentées dans la figure 1.47 (a, b, c, d,
e, f, g, h). Le poids propre de chaque corps solide est négligeable, le reste des données
nécessaires est représenté sur chaque figure.

q P=ql/2 6KN
LUy g AT
. : 7 IRNRNY!
A . B “
3l é ? I g
| 1m | im_| 3m ]
I
Figure 1.47a figure 1.47b
Rax=0, Ryy =-28,5 KN, Rgy =51,5 KN = M, = 29.2 KN-m, Rax =3 KN, Ryy = 11.2
KN
C
D
9KNm
- 13KN
5T B 40
A / = 5
4 [ Am
1m7§y>7 om BB am | |
|
Figure 1.47¢ Figure 1.47d
D F
60°
F=11 KN 0
vy ./m
Z B ° B
Q =7 KN ""; C 60 A% R 30°
A ‘ P
7 2m 1.5m 4m 4m
le frottement dans la poulie D est
Figure 1.47¢ Figure 1.47f
Tg=Q=7KN, M,=2531 KN-m, Rg =20.71 KN, Rax =5.35 KN, Rypy =
Rax =11.23 KN, Ray =5.51 KN 25.72 KN
F
lBP l
. B
0.5l .
i - ___.___i __________ B R
05! | 5B
N A
I R/3
Figure 1.47g Figure 1.47h

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 1 : Statique 53

1.20. Une poutre AB de poids W =1 KN, fait un angle de 60° avec la verticale, articulée
en A dans le mur et soutenue en B par un cable passant par une poulie C et portant une

charge P:le troncon du cable BC fait un angle de 45° avec la verticale. Une charge Q =
0.8 KN est suspendue au point D de la poutre. Le reste des données est montré dans la
Figure 1.48, déterminer la charge P et la réaction en A (le frottement dans la poulie C est
négligeable).

S.A. i Rax=0.65 KN, Ryy = 1.15 KN (R=1.13 KN), Tg =0.92 KN, P =T¢ = 0.93 KN

] 6
Figure 1.48

1.21. Un poteau de signalisation est fixé de la fagon montré dans la Figure 1.49 . Calculer
les réactions de I’articulation en A et la tension dans le fil BC.

S.A. : Rax=31.25 N, Ryy =550.33 N, Tc =129.14 N

2.5m
«—
75N

350N
A
C 1.5m N

«—

Figure 1.49
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1.22. Le couvercle rectangulaire ABCD d’une cave est soutenu a I’état ouvert par une
béquille EC en C. le poids du couvercle est P = 17 KN; DC = DE; I’angle EDC = 60°
(Figure 1.50). Déterminer les réactions aux articulations cylindriques A, D et I’effort R
dans la béquille (le poids de la béquille est negligeable).

S.A.:Rax =0, Ry, = 8.5 KN, Rc =4.9 KN, Rpy=2.45KN, Rp, =4.25 KN
z

™o

Figure 1.50

1.23. Un mét de charge de 4m de longueur est soumis a une force verticale de 20KN tel
gu’indiqué sur la figure 1.51. Calculer I’effort de tension dans chaque cable et la résultante
de réaction d’appui en O (articulation sphérique).

S.A.: Tg=0.76P = 15.2 KN, Tc = 1.41P = 28.2KN, R,y = 0, R,,, = 2P = 40KN,
R,, = 0.5P = 10KN

Z| 2 B
ol
\ A
1 m O ------------------------ il w | y
2m 2m
x P =20 KN
Figure 1.51

1.24. Le mat de 10m de hauteur est soumis a une force horizontale Q = 9KN, tel
gu’illustré dans la Figure 1.52. Il est appuyé sur une rotule A et soutenu par deux cables
BD et BE. Supposons que le poids du mat est négligeable, calculer I’effort dans chaque
cable ainsi que la réaction d’appui en A.

S.A. : Ry, =15 KN, Ryy = 3.85KN, Tp = 14.33 KN, Tg = 7.80KN
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Figure 1.52

1.25. Une plaque carrée ABCD horizontale, de cété a = 60cm, de poids P = 5KN, est
articulée en A par une articulation sphérique, en B par une articulation cylindrique et

appuyee en E sur un appui simple. Au point H, elle est soumise a une force F, inclinée
d’un angle a avec le coté BC dans le plan horizontal (Figure 1.53). Sachant que I’angle
a=60°, CE = ED = 0.5a = 30cm, BH = a/3 = 20cm et F =11 KN ; déterminer les réactions
dans les liaisons A, B et E.

S.A. z

e

Figure 1.53

1.26. L’échelle AB de poids P est appuyée contre un mur rugueux sur un sol rugueux. Le
coefficient de frottement de I’échelle sur le mur est égal a f,, (Figure 1.54). Déterminer le
coefficient de frottement f; de I’échelle sur le sol si I’angle d’inclinaison maximale de

I’échelle sur I’horizontale qui assure I’équilibre est égal a a.

SA.:f, = cna

2sina + f,;, cosa
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Figure 1.54

1.27. Deux tiges identiques de section uniforme de masse 8Kg chacune sont assemblées
par des pivots en A et B sans frottement. On constate que I’ensemble s’effondre lorsqu’on

lui applique une force P supérieur a 140N (Figure 1.55). Calculer le coefficient de
frottement au point C.
SA £,=0.23

En C repose librement

0.3m I 0.3m

Figure 1.55

1.28. On applique une force F = 175 KN sur un bloc G = 300 KN, placé sur un plan
incliné comme le montre la Figure 1.56. Le coefficient de frottement statique sur le plan
incliné est f; =0.35 .

- Vérifier I’équilibre du bloc et calculer le module de la force de frottement, si f; = 0.15,
Que remarquez vous ?

SA.:

a- si f;=0.35, Fipax = 53.4 KN et Fy, = 28.4 KN, Fpax > Fy, le bloc G reste en équilibre
b- si fs = 0.15, Fiuax = 22.9 KN et Fy, = 28.4 KN, Fiax < Fye le bloc G ne restera pas en
équilibre
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F=175KN

Figure 1.56

1.29. Un bloc reposant sur une surface cylindrique, est soumis a deux forces. Si B = 45°
(Figure 1.57), calculez :
a- la force P nécessaire pour faire monter le bloc le long de la surface
b- la plus petite force P qui empéche le bloc de descendre.
S.A. @ Ppax =1661.5 KN,
b- Pmin =386.5 KN

800N \

Figure 1.57

1.30. La barre rigide AB de poids P et de longueur |, est appuyée contre deux plans
inclinés, AC rugueux et BC poli, les données nécessaires sont représentées sur la Figure
1.58.

- Définir le rdle, le point d’application, la direction, le sens et le module de la force de
frottement lorsque la barre se trouve a mi-chemin entre le repos et le mouvement.

-Dans ce cas, déterminer le coefficient de frottement f; de la barre sur le plan incliné AC.

Figure 1.58
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1.31. Une échelle BC de poids P, de longueur | est appuyée sur un mur; son extrémité
inférieure B est maintenue par un cable AB (Figure 1.59).

a- En négligeant le frottement des surfaces de contacts, calculer les réactions des surfaces
de contacts ainsi que la tension du cable AB.

b- Si on supprime le céble pour que la tige repose librement sur le sol rugueux, déterminer
le coefficient de frottement nécessaire pour que la tige reste en équilibre.

SA.:

2
a- N¢=0.5Pcosa , NBzP[l—cos a}’ Tp =0.5Pcosasina
b1, =c0sas1;1a
2—cos“ a
C
A o B
Figure 1.59

1.32. Un traineau en bois transportant un bloc de pierre qui doit monter le long d’un plan
incliné de 20° par rapport a I’horizontale. La masse de I’ensemble est de 800kg et le
coefficient de frottement entre les patins du traineau et le plan incliné est us = 0.4 (Figure

1.60). Calculer la force 6 requise :
a- pour faire démarrer le traineau ;
b- pour le faire monter a vitesse constante ;
c- pour le faire descendre a vitesse constante.

Figure 1.60
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Chapitre 2 : GEOMETRIE DES MASSES

2.1. INTRODUCTION

Ce chapitre concerne les notions sur la masse, le centre de masse, le moment d’inertie et
le produit d’inertie. L’intérét mécanique de ces grandeurs apparaitra en cinétique et en
dynamique.

2.2. MASSE D'UN SYSTEME MATERIEL

La masse mesure la quantité de matiere contenue dans un corps donné. Elle est
invariable au cours du temps (en mécanique galiléenne) et possédant la propriété
d’additivite, a savoir : la masse d’un systeme matériel est la somme des masses de ses
parties élémentaires. La masse est une grandeur scalaire positive.

Un systeme matériel est un ensemble discret ou continu de points matériels.

2.2.1. Systeme continu
On appelle masse d’un systeme matériel continu, la grandeur scalaire :

m = j dm(P) (2.1)
p<(S)

dm(P) : est la mesure de la masse élémentaire du systeme matériel au voisinage du point
matériel P.

- Si le corps (S) a un volume V :

m= Ip(P)dV (2.2)

Ou dv est un élément de volume et p(P) est la masse volumique du corps au point P.
Pour un systeme homogeéne, la masse volumique est constante et m=p V.

- Si le corps (S) a une surface S, le cas d’une plaque par exemple :

m = [ o(P)ds (2.3)

Ou ds est un élément de surface et o(P) est la densité surfacique au point P.

- Si le corps (S) a une courbe L (le cas d’une ligne matérielle) :

m = j A(P)dl (2.4)

Ou dl est un élément de longueur et A(P) est la densite linéique au point P.
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2.2.2. Systeme discret

La masse d’un systétme formé de n points matériels de masse m; est la somme des
masses :

n
m= Zmi (2.5)
i=1

2.3. CENTRE D’INERTIE D’'UN SYSTEME MATERIEL

2.3.1. Définition

On appelle centre d’inertie ou centre des masses G du solide le barycentre des
différentes centres P des éléments de masses élémentaires dm :

j GPdm(P)=0 (2.6)
Pe(S)

Si O étant un point arbitraire de I’espace.

j GPdm(P) = j (ﬁ)’ + o_P’)dm(P) =0

P<(S) Pe(S)

D’ou :

- 1 . 1 —

0G=— J'OPdm = jopdm
Idm PE(S) m,5s,

Pe(S)
Si nous rapportons I’espace & un repére orthonormé R (O, x, y, z) d’origine O (Figure
2.1), nous pouvons écrire :
OG =XGx+Ygy+Zgz et OP=xx+yy+zz

Figure 2.1

Les coordonnées du centre d’inertie d’un systeme matériel G sont donc exprimées par :

XG=l jxdm , YG=l jydm , ZG=l Izdm (2.7)

m,5 Pe(S) mpZs
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2.3.2. Exemple d’application

a)- (S) est un volume

Déterminer la position du centre d’inertie d’une demi sphére homogene pleine de rayon
R (Figure 2.2a).

R 2 A
dz_ r
} 0
z R
>
— O -
X y
Figure 2.2a Figure 2.2b

Nous avons la formule générale :

0G=— [OPdm

m,5s

Par raison de symétrie : Xg=Ys=0

Sachant que
dm=pdvet M=pV

La cOte du centre d’inertie est donc :

1 1
g =— Izdm =>2g =— Iﬂzdv

m A%

Pe(m) Pe(V)

Pour un elément de volume dv d'épaisseur dz (Figure 2.2b):
Nous avons R?2=r2+272=r2=R2?-2?
Cet élément de volume dv choisi, s'écrit :
dv=nr*dz= dv=n(R*-2z%dz
D’ou :

1 R

— 2_ 52

g = v In (R*-2z%*zdz

0
Et, par conséquent :
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R
| R2z2 z4 nR4
ZG=— _—— ==
V| 2 4 0 V 4
2
Or:V=—nR3
3
Donc :
3
Z~ =—R
G™g

2.3.3. Cas d’'un systeme complexe

Trés souvent un systeme est composé d’un ensemble de systemes élémentaires pour
lesquels les calculs sont aisés, chacun de ces systémes a un centre d’inertie G; et une masse
m;. D’apres le théoréme de I’intégration, le centre d’inertie du systéme complexe s’obtient
par :

- 1 n —
0G = Y. [oPdm

n

3 m; i=1pes,
i=1

Or:

B ——

0G, - - [oPdm
Mi pes,

Donc :

! 3 m;0G; (2.8)

Zmi i
i

0G =

Le point G est donc le barycentre des points G; affectés des coefficients m;.

On procede en deux étapes pour déeterminer le centre d’inertie :
- On détermine le centre d’inertie G; de chacun des sous-ensembles de masse m;.
- On détermine le centre d’inertie G comme barycentre des points G; affectes des
coefficients m;.

Remarque :

Il ne faut pas confondre le centre d’inertie avec le centre de gravité. Le centre de gravité
C est, par definition, le point d’application du poids du solide.
Le centre de gravité C coincide avec le centre d’inertie G si et seulement si le champ de
pesanteur est uniforme.
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2.3.4. Théoreme de GULDIN
Il existe deux théoremes de Guldin pour la détermination du centre de gravité.

1°" théoréme : le centre d'inertie d'une courbe plane

Etant donné un arc de courbe plane " , de longueur L, de densité linéique A , tournant
autour d’un axe fixe de son plan, sans le rencontrer (Figure 2.3). La rotation de I’arc
engendre une surface de révolution dont I’aire latérale est égale au produit de la longueur
de I’arc par la longueur de la circonférence décrite par le centre d’inertie G de T".

SF = KF.Z.TC.RG (29)

Ou Rg est le rayon du cercle décrit par le centre G.

y N
______________
R ;
o) >
X
Figure 2.3.

Suivant I’axe x, pour dm = Adl, d’aprés la relation (2.7) on écrit :

j Axdl
I

XG—
m

Si A est constant et L est la longueur de T", on peut écrire pour (Rg = Xg) :

LXG=IXdl & 2m x Lixg =2nxjxdl = jandl<:> 2nLxg; =S,
r r r

Ou S, représente I’aire de la surface engendrée par la rotation de la courbe I" autour de
I’axe Oy. On a donc:

S

y

=21cL

Xg

Lorsque la courbe tourne autour de I'axe x, elle engendre la surface S, d'ou :

S

X

=21|:L

Yo
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2¢ théoréme : le centre d'inertie d'une surface plane

Etant donne une portion de surface S, tournant autour d’un axe fixe de son plan, sans le
rencontrer (Figure 2.4). Cette surface engendre un volume intérieur V égal au produit de
I’aire Ag de la surface par la longueur de la circonférence décrite par le centre d’inertie G
de cette aire supposée homogene.

V= AS .Z.TC.RG (210)

Si Vy et V, sont les volumes engendrés par la rotation de la surface S autour des axes
Ox et Qy. Les coordonnées du centre d'inertie s'expriment :

— Vy . y Vx
2tAg ¢

XG

Figure 2.4.
2.3.5. Exemples d’applications
a)- Déterminer le centre d’inertie d’un demi-cercle (Figure 2.5a).

—

y A
R
>
o X
Figure 2.5a

Solution :

Par raison de symétrie G se trouve sur I’axe Oy (X¢ = 0).
D’aprés le 1" théoreme de GULDIN :
S, ==n.R.2.1.Rg

La rotation du demi-cercle, autour de I'axe Ox engendre une sphere de surface (Figure
2.5h):
S, = 4.1.R?
D’ou :
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Figure 2.5b

b)- Déterminer le centre d’inertie d'un demi disque matériel (Figure 2.6a):
v A

L

Figure 2.6a

1Y

O

Solution :

Le centre G se trouve sur Oy (xg = 0 : Centre de symétrie)
D’apreés le 2'°™ théoréme de Guldin

V= n.R?2

.ZTE.RG

La rotation du demi disque autour de I'axe Ox (Figure 2.6b), engendre une sphere de
volume :

D’ou

Figure 2.6b
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2.4. TENSEUR D’'INERTIE

2.4.1. Définition

On appelle moment d’inertie d’un systeme discret homogéne par rapport a un axe A , la
quantité :

Ou r; est la distance du point P; représentant I’élément matériel de masse m; a I’axe A.
Pour un systeme continu, on a:

IA=Ir2 dm='[pr2 dv (2.11)
\% \%

On peut aussi écrire T =mR?, 0l m est la masse totale du systeme et R le rayon de
giration.

2.4.2. Matrice d’inertie

Pour un solide (S) donné, un point O appartenant a (S) et un repere orthonormé R (O,

X, Y,z ), on appelle tenseur d’inertie de (S), en O, relativement au repére considéré, noté
I, , la matrice symétrique :

Ixx _Ixy _Ixz
I,=|-1, I, -I, (2.12)
_IZX _IZy IZZ
Ou:
I = j(y2+ z*)dm : Moment d’inertie par rapport a I’axe des x.
)
Iyy = I(x2+ z?)dm : Moment d’inertie par rapport a I’axe desy.
S)

I, = j(x2+y2)dm : Moment d’inertie par rapport a I’axe des z.
(S)

Iy = Ixydm : Produit d’inertie par rapport aux axes Ox et Oy .

S

Iy, = szdm : Produit d’inertie par rapport aux axes Ox et Oz .
(S)

Iy, = Iyzdm : Produit d’inertie par rapport aux axes Oy et Oz .
()
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2.4.3. Cas particuliers
a)- Le systéme présente certains plans de symétrie

- Si Oxy est un plan de symétrie : a tout point M de cdte z, on peut associer le point
M, de c6té —z (Figure 2.7.):

-

y
- M
” * 1(2)
° y M)
Figure 2.7.
Iy, = szdm=0 et Iy, = jyzdm=0 Car zg=0
P<(S) Pe(S)

- Si Oyz est plan de symétrie : a tout point M, de céte X, on peut associer le point M, de
coté -x (Figure 2.8) :

Iy = jyxdm=0 et I,= jzxdm=0 Car xg=0
P<(S) Pe(S)

L=

Figure 2.8.

- De méme, Si Oxz est plan de symétrie : a tout point M; de c6te y, on peut associer le
point M, de coté -y (Figure 2.9):

Iyzdm=0 et Iy = Ixydm=0 Caryc=0
Pe(S) Pe(S)
y ¥
” ' Mu(y)
© z M)
Figure 2.9

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 2 : Géométrie des masses 68

b)- Le systeme est un corps de révolution autour de I'axe Oz :

Tout plan contenant I’axe Oz est un plan de symétrie ; en particulier les plans Oxz et
Oyz, donc :

2.4.4. Axes principaux d’inertie

La matrice d’inertie I, est diagonalisable, il existe une base orthonormée iy, j;, kq
dans laquelle elle est diagonale :

I, 0 0
L=[0 I, 0 (2.13)
0 0 Iy

Les termes de la diagonale sont les moments d’inertie principaux ou moments d’inertie
autour des axes principaux Ox, Oy, Oz. Corrélativement, les produits d’inertie sont nuls.

Pour un solide quelconque, la recherche de ses axes principaux conduit a une équation
du troisieme degré (équation aux valeurs propres de la matrice d’inertie).

2.4.5. Théoréme de Huygens

Connaissant le moment d’inertie par rapport a un axe (A) passant par le centre d’inertie
0, le théoreme de Huygens permet de calculer le moment d’inertie par rapport a tout axe
Al parallele a Ou. -

Figure 2.10.

Considérons le repere R (O, §,§,2) représenté sur la Figure 2.10 .
Soit :
OP=(x,y,z), OH=(d;,d,, z)
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On aalors:

—_—

HP=(X—d1, y—dz, 0)
D’ou

L= [(x-a0) +(-d2)? ) am

I, =j(x2 +y2)dm+j(df+d§)dm—2 [ (xd; +yd; )dm
\4 v v

2
I,-=lp;+md’-2d; [xdm-2d, [ydm
\% \%

Ou d est la distance entre Ou et Au .

Or par définition, jxdm=_[ydm=0 car O est le centre d’inertie. On a donc :
A% v

2
1,-=Igg +md (2.14)

Enoncé du théoreme de Huygens

Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe Au est égal au moment d’inertie

de ce corps par rapport a un axe parallele a Ou passant par le centre de masse du solide
augmenté du produit de la masse de ce solide par le carré de la distance du centre de masse
a Ox.

2.4.6. Moment d’inertie par rapport a une droite quelconque (4)
Le moment d’inertie par rapport & une droite est défini par :

IA= jr’dm
Pe(S)

Ou r représente la distance de I’élément matériel P a la droite (A) ;

Si le tenseur d’inertie en O étant connu I, le moment d’inertie par rapport a la droite
A (Figure 2.11), passant par O et de direction n est :

I, =iI,.q (2.15)

OU n' est le transposé du vecteur directeur unitaire de la droite (A) ;
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Donc le moment d’inertie du systéeme (S) par rapport a la droite (A, n) est le produit
doublement contracté du tenseur d’inertie Io par le vecteur unitaire n.

x|

Figure 2.11

2.4.7. Produit d’inertie par rapport a deux droites perpendiculaires
Le produit d’inertie noté I, est défini par :

Int = an Xt dm
P&(S)

Avec x,, et x; sont les coordonnées de P sur les axes (A ) et (A")

s

X, =0Pn xt=(i’f

Le tenseur d’inertie étant connu en O Io, le produit d’inertie par rapport aux droites
perpendiculaires A(O,n) et A'(O,t) (Figure 2.12) est :

I, =—(t)'.I,.n (2.16)

Ou:

n : Vecteur directeur unitaire de la droite (A) passant par O ;

()" : Le transposé du vecteur directeur unitaire t de la droite (A") perpendiculaire avec
(A) en O.

Le produit d’inertie d’un systéme par rapport a deux droites perpendiculaires (O, 1) et (O,
t) est égal & I'opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie par les vecteurs
nett. ~

‘<1v

. (S)

Figure 2.12.
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EXERCICES RESOLUS

2.1. Déterminer les coordonnées du centre de gravité d'un quart de cercle matériel (S), de
rayon R (Figure 2.13a); y

S)

Figure 2.13a X
Solution :
a- le premier théoréme de Guldin.
La surface engendrée par la rotation du quart de cercle matériel autour de I'axe Ox est une
demi spheére de surface (Figure 2.13b) :
Sx=Lr2nyc
La longueur du quart de cercle ou du périmétre est :
Lr =7nR/2
D'ou :
Sx=Sy=n2RxG=n2RyG (1)
D'autre part, la surface geomeétrique de la demi-sphere est :
Sx = 27R? (2)

Egalisant les relations (1) et (2), on obtient les coordonnées du centre de gravité du quart
de cercle :

XGg = 2R/
La méme chose, lorsque (S) tourne autour de I'axe (Oy), on obtient :
y
2R/ >
YG = T g ”’__
R
S)
! O
I” X
Pl , SSy

Figure 2.13b
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b- 1a méthode analytique : y

dl
49

; i N8

Figure 2.13¢

D'aprées la formule du centre de gravité d'une ligne matérielle de masse linéique A (Figure
2.13c):

J' xdm J' Axdl j xdl
m AL L

XG=

Ordl=RdO, avec 0<0<m/?2

Etx=R cos 0
/2
IR ORdO 2R Icosede
cos 2R 2R
0 . /2
XGg = = =——|sin O =—
G R " o ST
2

La méme chose avec yg :

yc =2R/m

D'ou, les coordonnées du centre de gravité du quart du cercle matériel :
XG =y =2R/m

2.2. Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repére orthonormeé (O, xyz),
d'un cylindre homogene (S), de centre O, et de rayon R (Figure 2.14a).

zA R
<—
ol
N—|
0.5h
© y
X / s) | [05h

Figure 2.14a
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Solution :

La matrice d'inertie d'un cylindre (S) plein, de centre O et de rayon R. I’axe Oz est
parallele a la génératrice L.

z

|

>

\_/ [ dz

N
0 y

x|
N—
Figure 2.14b Figure 2.14¢

La matrice d'inertie dans le centre O du cylindre (Figure 2.14a), s'écrit :

Ixx _Ixy - Ixz
ILy=-1, I, -I,
_sz - Izy Izz

Ly=I,=1,=0

Le reste des éléments de la matrice s'exprime :

I« = j(y2+zz)dm, Iy = I(x2+zz)dm, 1,,= j(x2+y2)dm
S) (S) S

- détermination de I, :

Puisque x =y, la base du cylindre forme I'équation du cercle x* + y* = r* (Figure 2.14c),
D'ou:

I,,= I(xz +y2)dm = jrzdm
(S) S)

La masse m du cylindre de masse volumique p est :
m=p nR*h

Et I'élément de la masse (Figure 2.14c) :
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dm=p rdr do dz

avec :

0<r<R, 020L2m, -

N | =
IA
N
IA

N | =

d'ici,

,= [r’dm= pﬂnj drd0dz= anhR—=MRz
& , 2 2

- détermination de Iy et Iyy :
Puisque X =y, on aura Iy = Iy

Pour la simplification de calcule, on détermine la somme :

Ly+ly = [ +y?)dm+2 [z2dm
) )

Ty 2
XX =Iyy = T + I dm
S)

Onpose: I'= jzzdm pIZ dv
S) (v)

L'élément de volume dV pour un disque d'épaisseur dz et de rayon R est :

dV=nR?dz
D'ou:
h
h? th
12 12

I'= p[2dV=p j nR’zdz=pnR* —
v)

2

Et par conséquent :

2 2
=1 =mR +mh
v 2 12
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Donc la matrice d'inertie du cylindre dans le centre O, s'écrit :

2 2 }
L 0 0
4 12
2 2
em| 0[RS
4 12
2
2

2.3. En déduire la matrice d’inertie d'une barre AB, rectiligne, de longueur h, de milieu O

(Figure 2.15). -
z

B

L)

ALY

Figure 2.15
Solution :

- Matrice d'inertie d'une tige de longueur h, de centre O

La tige est un cylindre de rayon négligeable devant la longueur h (r <<< h) et h paralléle a
I'axe de rotation Oz, donc :

1o
=200 1 0
12

0 0 0

2.4. En déduire la matrice d’inertie d'un disque de centre O et de rayon R (Figure 2.16).

-

ZTR
_
- @) y
X
Figure 2.16

Solution :

— La matrice d'inertie d'un disque de rayon R et de centre O.
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Le disque est un cylindre de centre O, d'épaisseur e négligeable devant le rayon R
(e <<< R), donc la matrice d'inertie s'écrit :

19 0
4
I,=mR*| 0 Ly
4
0o o 1
. 2_

2.5. Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repére orthonormé (O, xyz),
d'un un parallélépipede (S) de cOtés a, b et ¢ (Figure 2.17). Les axes Ox, Oy et Oz passent
par le centre O et sont paralleles aux cétés du parallélépipéde.

% y (S)

- / a

2,/

Figure 2.17

La matrice d'inertie au centre O du parallélépipede, s'écrit :

I, -1, -1,

XX Xy

L=|-1, I, -I,

yy

- IZX _IZX I

z

Puisque I'axe Oz est un axe de symétrie, les produits d'inerties sont nuls (Iyy = Iy, = Iy, =
0). Le reste des éléments de la matrice s'écrit alors :

La= [(2+zh)dm, Iy = [(P+zh)dm, 1, = [ +y?)dm
S S (S
La masse m du parallélépipéde est :
m = pV = p abc
Et I'élément de la masse :

dm = pdxdydz, et -a/2<x<a/2, -b/2<y<b/2, -¢/2<z=c¢/2,
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On remarque que les termes sz dm, jy’dm et J‘szm tendent vers le calcul d'un seul
) (S) )
type d'intégrale 1" = _[xz dm
)

a boob
I'= ledmz pszdXdde =p ixzdx_z[dy'zfdz :pa3bc_mal
®) )

De la méme maniére :

2
_[yz dm— mb
) 12
Et
jzzdm= me”
& 12
D'ou :

I, = I(y2+22)dm = Iyzdm+ Izzdm = b2+c?)
s ® ®) 12

I, = I(xz +z')dm = Ixzdm+ Izzdm =%(a2 +c?)
©) ) )

I, = j(x2+y2)dm = Ixzdm+ Iyzdm =1 (a2 +b?)
®) ®) ®) 12

Donc la matrice d'inertie du parallélépipéde au centre O, s'écrit :

(b*+¢?) 0 0
=20 9 24 0
0= (@a”+c¢’)
0 0 @’ +b?

2.6. On considére une plaque rectangulaire sans épaisseur et de cotés a et b (Figure 2.18).
1- Déterminer la matrice d’inertie au centre O de la plaque

2- Déterminer la matrice d’inertie au coin C de la plaque

3- Déterminer le moment d’inertie par rapport a une diagonale (A) de la plaque.
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y1 (4)
b
n 0 X
C
a
Figure 2.18

Solution :

1- La matrice d’inertie au centre O de la plaque
Puisque la plaque est un parallélépipéde d'épaisseur négligeable (e ~0), la matrice d'inertie
peut étre déduite de I'exercice précédent 2.5, ou :

b> 0 0
I,=210 a* 0
12 .
0 0 a*+b

2- La matrice d’inertie au coin C de la plaque
La matrice dans le coin C de la plaque s'écrit :

ICx - Iny - Isz
IC =\~ Iny ICy - ICyz
- Isz - Isz ICZ

Connaissant les éléments de la diagonale de la matrice en O, donc on peut utiliser le
théoreme de Huygens pour la déetermination des éléments Icy, Icy €t Ic,.

2 2
2 mb b mb
ICX =IXX+mdy = T +m(5) = T

2 2
_ 2 _ma a)_ ma
Icy =lyy +mdy = v +m(2j =73

2
_m(@? +b?) . va?+b? | m(a? +b?)

2
Ic,=1,, +md =
Cz 7z oC 12 2 3

Les produits d'inerties Icyy, Icxs €t Icy,

Icxy = Ixydm, Iz = szdm, Icy, = jyzdm
(m) (m) (m)
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Puisque I'épaisseur de la plaque est négligeable, sa variation suivant I'axe z est nul, donc :
Iexe =Icy, =0

La masse m de la plaque de densité surfacique o est :

m=gc ab

Et I'élément de la masse dm, s'écrit :

dm = o dxdy

ol 0<x<aet0<y<b

a b b
Iny = jxydm= cjxdxjxdy= mab
(m) 0 0 4

Donc, la matrice d'inertie au coin C de la plaque s'écrit :

[ 2
b _ab
3 4
2
I.=m _ab a 0
4 3
2 2
0 0 a“+b
- 3 —

3- Le moment d’inertie par rapport a la diagonale (A) de la plaque.
Le moment d'inertie par rapport a un axe quelconque passant par le centre du solide, est
donné par la relation :

-t -
In=n I n
Ou:
n est le vecteur unitaire du vecteur de la diagonale (A);

ﬁt ; —
n est le transposé du vecteur n;
Io le moment d'inertie par rapport au centre O.

Soit ;
2 2
cosa, a’+b
- ) b
n=| sino |= —
0 a“+b
0
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Alors,
n= 2 b 0
\/az+b2 \/az+b2
Et
b2 0 0 a2+b2
a b b
IA: 2 2 2 2 0 E 0 az 0 2 2
\/a +b \/a +b 12 0 0 a‘ib’ a“+b

D'ou le moment d'inertie par rapport a la diagonale (A) est :

m azb2
A= 5 3.
(a“+b”)

EXERCICES SUPLEMENTAIRES

2.7. Le corps solide homogene dans la figure 2.19, est composé d’une sphére de centre C
et de rayon R, d’une barre de longueur L et d’un demi-cylindre de rayon r. Déterminer le
moment d’inertie du corps solide par rapport a I’axe Oz.

1 XA
R 5 d
| ' r
. z [ P > /
: @)
y
L
Figure 2.19

SA.:

2 7
I, = gmle +m,R*=—-m,R’

7z

, m,I? LY m,I2
Izz = 2 +m2 ~ = 2
12 2 3

1{ m.r? 4r 4r
Eo=| o™ m, 35 +my L+ oy
7z (2( 2 ] m3(3TC) ] m3( 375)

0 1 2 3
I, =1, + 15, + 15,
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2.8. Déterminer les produits d’inertie Ly, Iy, I,y par rapport au centre O, pour la figure
2.20, sachant que le corps solide homogéne est composé de huit éléments identiques
(barres) de longueur 1 et de masse m.

® Y

Figure 2.20

S.A.:
I =0,10 =0, I) =2ml*

2.9. Déterminer le centre de gravité du solide homogéne (S) dans chacune des cas
suivants:
a - (S) est un quart de plague matérielle elliptique ;
b - (S) est une plague formée d’une plaque triangulaire surmontée d’une demi plaque
elliptique.

2.10. Un disque homogeéne, de rayon R, de centre O, de masse surfacique o, est rapporté a
deux axes orthogonaux Ox, QOy. Il subit un alésage qui le prive d’une partie circulaire de
centre C et de rayon r (r < R/2) (figure 2.21). Calculer :

1-La masse du disque évidé ;

2- Les coordonnées de son centre de masse G ;

3- Le moment d’inertie par rapport a I’axe Cz perpendiculaire au plan du disque

y

C_
\r

0] R X

Figure 2.21

2.11. Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport au repere orthonormé (O, xyz),
pour les solides (S) suivants, supposé tous homogénes et de masse m.
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a - (S) est une sphére de centre O et de rayon R.

b - (S) est un cylindre creux de centre O et de rayon R. I’axe Oz est paralléle a la
génératrice L.

C - (S) est un cercle de centre O et de rayon R. I’axe Oz est I’axe du cercle.

d - (S) est un cbne de révolution, plein, de sommet O, de demi-angle au sommet o, de
hauteur h, de rayon de base R. Oz est I’axe du cone

2.12. On considere le volume constitué du huitieme (1/8) d’une sphére de masse
volumique p. Calculer :
1- Les éléments de la matrice d’inertie en O, dans la base

masse m de ce volume et du rayon R ;
2- les coordonnées du centre de masse G.

—

.1,k en fonction de la

2.13. Un cube homogéne, de masse m, dont la longueur de son c6té est a, tourne autour de
I’axe (A) colinéaire a la diagonale AB, avec un taux de rotation .
- Déterminer le moment d’inertie par rapport a la I’axe (A) colinéaire a la diagonale AB.

z
B
P
e

: 4

' >
//O Yy

a
Figure 2.22
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Chapitre 3 : CINEMATIQUE

3.1. INTRODUCTION

La cinématique est une partie de la mécanique rationnelle. Elle traite le mouvement
mécanique uniquement de point de vue géométrique, sans tenir compte des causes qui ont
provoqué ce mouvement. La cinématique étudie le changement de position géométrique
des corps dans le temps. Or, cela ne peut étre fait que par rapport a un référentiel ou I’on
pourrait déterminer la position du corps mobile.

3.2. CINEMATIQUE DU POINT (Rappel)

3.2.1. Trajectoire, vitesse et accélération d'un point

3.2.1.1. Trajectoire :

Soit un point M repéré dans un référentiel R (O, X, S;, 2) fixe. Sa position est

déterminée par le vecteur position a l'instant t (Figure 3.1.)
X (t)

r=r®=1y() (3.1)
z(t)

Ou x(t), y(t) et z(t) sont les coordonnées du point M a l'instant t (Figure 3.1.)
M(t) est la position du point M a l'instant t

M’ (t+At) est la position du point M a l'instant (t+At) ;

MM' est le vecteur déplacement du point M.

(') S'appelle trajectoire du mobile par rapport au réferentiel.
- Si (') est une droite, le mouvement du point est rectiligne;
- Si (") est une courbe, le mouvement du point est curviligne.

Figure 3.1. Trajectoire d'un point

3.2.1.2. Vecteur vitesse
Le vecteur vitesse moyenne du mobile entre les deux instants est défini par :
S MM _r(t+At)-r@_Ar
At At At
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Le vecteur vitesse instantané est :

- . . Ar dr
v=1lmv,= lim —=—

_ (3.2)
At—0 At—>0 At dt

Ce vecteur est constamment tangent a la trajectoire et dirigé dans le sens du
mouvement.

3.2.1.3. Vecteur accélération
Le vecteur accélération moyenne du mobile entre t et t+At est défini par :

= _v(t+a)-v (@ _Av
" At At

L'accélération instantanée est :

- . — . Av dv d*
a= lim a, = lim = =

= 3.3
At—>0 At—0 At dt dte? (3:3)

3.2.2. Mouvement circulaire

Une particule M est animée d'un mouvement circulaire si, a tout instant t, elle est située
en un point P appartenant a un cercle (c) de rayon r et de centre O (Figure 3.2).

Choisissons un repére orthonormé d'origine O et de vecteurs unitaires i et j , se trouvant
dans le plan de la trajectoire circulaire.

Figure 3.2. Mouvement circulaire

Soit u_le vecteur unitaire de OP (Figure 3.2), le vecteur position s'écrit :

OP =r =ru (3.4)

Soit l'angle de rotation 0=(i ,u ) ; supposons 0(t) deux fois dérivable. Le vecteur
vitesse de la particule M au point P, est obtenu par la dérivation de (3.4).

dr  du rdque

vV = = =

dt dt do dt

—

du T . Lo
0 est le vecteur unitaire p, directement perpendiculaire a u dans le plan, donc :

— do—
=r— 35
v=ro P (3.5)
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Il est convenu de représenter le vecteur vitesse v en prenant le point P pour origine, de
méme que pour le vecteur accélération. Sachant que :

dp _dp do
dt do dt
dp L A o
d—gest le vecteur unitaire u; opposé a u, et directement perpendiculaire a p dans le plan:
do _
dp _ do-
dt dt
On calcule, le vecteur accélération de la particule M au point P :
ﬁ—i—r d_02;+d26—» =-r d—0217+rd26~ (3.6)
LT dt e’ dt e’ '
do . o : A
a est la vitesse angulaire ou le taux de rotation) ; noté 6 ou ®
dze e A L
e est I'accélération angulaire ; noté 6
d>e ST L
I e est I'accélération tangentielle ; noté vy,

2
do TP .
—r| — | estl'accélération normale ; noté vy,

Remarque :
Si (s) est I'abscisse curviligne de P sur le cercle, ona:
_r49_ds
dt dt
soit :
— do— ds—
VvV = R— = —
dt P dt P
dze ds
= R = —
=0 T ar
2
do v?
-——R —| ==X
Tn [dt) R
.
Y R dt? P

Ou R est le rayon de courbure de la trajectoire en P; le centre de courbure est sur la
normale orientée suivant u en P.
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3.3. CINEMATIQUE DU SOLIDE

3.3.1. Notion d'un solide parfait

Un solide (S) parfait, est un ensemble d'éléments mateériels, dont les distances mutuelles
ne varient pas au cours du temps. Par conséquent, les vitesses entre ces points ne sont pas
indépendantes. D’ici, la cinématique du solide traite la distribution des vitesses des points
dans un corps, indépendamment des causes qui ont engendré le mouvement du solide.

3.3.2. Repérage d'un solide

On étudié le mouvement d'un point O du solide (S) par rapport a un observateur lié au
référentiel Ry, comme le montre la Figure 3.3. Si ce mouvement n'est pas simple, il peut
étre avantageux de faire apparaitre le mouvement de O par rapport a un repére
intermédiaire R issu de O, et lié a (S).

On repére le mouvement de (O) en deux temps:

- Mouvement de (O) par rapport a Ry (3 degrés de libertés)

- Mouvement autour de M considérée fixe, c’est a dire le mouvement de R par rapport a
Rk (M est I’origine de Ry et ces axes sont couramment paralleles a ceux de Ry)

- On peut passer de Rk a Rg par 3 rotations ordonnées au plus (3 degrés de liberté dans le
mouvement de R par rapport & Ry)

Ry .
Zk
R\ 2 3
Ry -
OAZO y
M
0 =
Yk
Xk
> - (S)
Oo Ve <

Figure 3.3. Repérage d’un solide

Le solide a donc au total 6 degrés de liberté. Son mouvement est entierement repéré par
les 3 coordonnées de M par rapport a Ro, et 3 angles. Pour cela, on considere le
mouvement du solide (S) autour de O, comme fixe et I’origine du repére Ro. Ici, on
considere que le point O coincide avec Og. Un tel mouvement peut étre réalisé par une
articulation sphérique. On peut transformer R en Ry par trois rotations successives, qui
définissent les angles d’Euler de type 1.
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3.3.3. Matrice de passage de R a Ry

Les angles d’Euler sont utilisés quand I'intersection des plans (O, ;o, ;0) et (O, X, ;)
existe. Cette intersection s'appelle ligne des noeuds. On passe du repere Rq au repere R a

I'aide de deux repéres intermédiaires R; et R, qui seront définis par la suite.
3.3.3.1. Angle de précession

Un axe de R; est confondu avec Ry (2 =1z0). Soit u (O, fi) I'axe porté par la droite
d'intersection des plans (Oy, xo, y,) et (O, X, §). L'angle de précession est définie par

Y= (;m, ﬁ) (Figure 3.4). On a alors un nouveau repére R; (O, u, v, 2).

Figure 3.4. Angle de précession
Le vecteur taux de rotation de Ry par rapport & Rg est :
— dv - -
Q(R,/R,)="Y 20= "z
dt
Les nouveaux axes de Ry sont définis par :

u=cos¥xo+sin¥y,

v=—sin¥xo+cos¥y,

3.3.3.2. Angle de nutation
On fait subir au repere Ry une rotation autour de I’axe (O, n_i). L angle de nutation 6 est

défini par 0 = (20,2) (Figure 3.5). On a alors un nouveau repére R; (O, u, v; 2).

Z
(Ry)
AL Zo

rd

A\

Figure3.5. Angle de nutation
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Ce nouveau repére R, est appelé repére de Résal. Le vecteur taux de rotation de R, par
rapport a Ry est :

. do- .-
QR,/R)=—u=0
(R,/R)) dtu u

Les axes de R, sont definis par :

—

w=—cos0sin'¥ xo+ cosOsin ¥y, +sin0z,

-

z=sinOsin'¥ xy—sinOcos Wy, + cos0z

3.3.3.3. Angle de rotation propre
On fait subir au repére R, une rotation autour de I’axe (O, z) (Flgure 3. 6) L’angle de
rotation propre ¢ est défini par ¢ = (u x) On arrive au repére R (O, x y z)

Figure 3.6. Angle de rotation propre
Le vecteur taux de rotation de R par rapport a R; est :
- d(p — -
QR/R)=—12z =¢z
(R/R,) =2 =¢
Les axes de R sont définis par :
§=c0s¢ﬁ+sin(p§

y=—sinou+cosQow

La matrice de passage de R a Ry est indiquée dans le tableau 3.1.

Tableau 3.1. Matrice de passage de R a R

;0 yo ;0
X | cosp cosy —cosO sing siny | cosg siny + cosO sing cosy sinO sing
S; -sin@ cosy —cos@ cosg siny |-Sing siny + cosB cosp sin0 coso
z sin O sin y - sin O cos y cos 0
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Le vecteur taux de rotation instantané de R par rapport a Ry S’écrit :
QR/R,)=Vzo+0u+¢z

Ce vecteur s’ecrit differemment suivant qu’il est exprimé sur Ro ou sur R :

¢sinOsiny+0Ocosy
§(R/R0)= — @sinBcosy+0siny
@cosO + ( B )
X0-Y9sZo
Ou
sinOsin @+ 0cos

§(R/R0)= \sinOcos @+ 0Osin @
¢ + \ycosO (A . )
X,¥,Z
La Figure 3.7 résume le passage du repére R au repére Ry par les trois angles d'Euler de
type L.

Figure 3.7. Angles d'Euler type I
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3.3.4. Torseur cinématique — distribution des vitesses
3.3.4.1. Champ des vitesses d'un solide en mouvement
A chaque point du solide (S), on peut associer son vecteur vitesse defini par :
a® oA

VA/RO =T (3.7)

La définition d’un solide parfait entraine que la dérivée par rapport au temps de la
distance entre deux de ses points quelconques A et B est nulle :

_.2 -
ﬂA—BLﬂ) @2E.M—B=2§3’.(VB—VA)=0
dt dt

Ropz,

<Y

Xo

Figure 3.8. Champ des vitesses d'un solide en mouvement

Cherchons la relation entre V 4/r, €t Vg/r,

D'apres la formule de dérivation d'un vecteur (page 8) :

_d®oA aRoA  —

V +Qs/R Aﬁ

A/R, it S/R,

R, A RAp
— 0 B B — _
VB/R =d 0 =d 0 +QRrR/R AOB
0 dt 0

D'ou :
o gR(0B-0A) = (e
VB/R, —VA/R, = +QS/R0/\(OB—OA)

dt
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R
= = d®(aB) = —
VB/R, —VA/R, =Jdt—)+§zs/R0 A AB

o—
Or AB =constante = d dI:B =0

Par conséquent :
VB/R, =VA/R, +Qs/R, AAB (3.8)

C’est la formule de distribution des vitesses dans un corps solide indéformable en
mouvement. Elle montre que le champ des vitesses d’un solide est un champ
antisymétrique.

3.3.4.2. Torseur cinématique
Le torseur cinématique exprimé au point A du solide (S) dans son mouvement par
rapport au repére Ry , est défini par :

(Vs/RO)A =[5s/ R'J (3.9)

VR,

Le vecteur libre fimo est le vecteur taux de rotation instantané du solide (S) par

rapport au repere Ry et VA/RO est le vecteur vitesse du point A appartenant au solide (S)
par rapport au repére R,.

3.3.4.3. Champ des accélérations d'un solide en mouvement
A chaque point du solide (S), on peut associer son vecteur accélération défini par :

R —
~ d™' VB/R,

— 3.10
ap/R, % (3.10)

Sachant que :

V (A, B)e(S) VB/R, =VA/R, +Qs/R, AAB

dR“VB/Ro ak (VA/R0 +5S/R0 /\E)

apB/R, =

dt B dt
" _dR“VA/R0 +dR"QS/R0 AAB+Os) AdR"E
B/R, dt dt R 24
Or
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R R
dR'AB dRAB — .
_ +Os/rR AAB

dt dt S/R,

R, R ~
- d 0V d 0Q _— - —_— _—
aB/R, = d:/RO + dtS/RO AAB+Qg/R, /\(QS/R0 /\AB) (3.11)

C'est la Formule de Rivals ou loi de distribution des accélérations dans un corps solide
indéformable.

3.3.5. Axe instantané de rotation

On appelle axe instantané de rotation I’axe central du torseur cinématique. Cet axe est
donc le lieu des points dont les vitesses sont paralleles au vecteur taux de rotation
instantané.

A tout instant, le mouvement du solide (Figure 3.9) peut étre considéré comme la

composition d’une rotation autour de I’axe instantané de rotation A(t) de vitesse Q et

d’une translation instantanée le long de I’axe instantané de rotation de vitesse Va , A étant

un point de I’axe.
AR

\}DQ

|
VM =VA -§F MAA Q
translation  rotation

Figure 3.9. Mouvement géneral d’un solide

Nous avons vu que I’axe central d’un torseur est le lieu des points ou les moments

sont minimaux. Donc, si un solide possede au moins deux points de vitesses nulles, I’axe
instantané de rotation passe obligatoirement par ces deux points.

3.3.6. Cas particulier de mouvements

3.3.6.1. Mouvement de translation
Pour un mouvement de translation, a un instant donné, les vecteurs vitesses de tous les
points du solide sont égaux et le vecteur taux de rotation est nul (Figure 3.10.).

—_

Q =0, Vo =Vp V(A,B)eSolide (3.12)
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Si les trajectoires des points du solide sont rectilignes (figure 3.10), nous parlerons de
translation rectiligne. Si, de plus, leurs vitesses respectives sont constantes au cours du
temps, nous aurons une translation rectiligne uniforme.

AD AW AL
BO Bl B

Figure 3.10. Mouvement de translation rectiligne

3.3.6.2. Mouvement de rotation autour d'un axe

Le solide en rotation posséde une liaison rotoide ou pivot avec le solide de référence:
chaque point du solide décrit alors une trajectoire circulaire autour de I'axe du rotoide
constituant I'axe instantané de rotation (Figure 3.11).

—

Q

Figure 3.11. Mouvement de rotation autour d’un axe
Si O appartient a I'axe fixe du vecteur directeur 20, onaalors:
vm = MOAQ

Cela est possible si Q = Qzg est colinéaire a zo,

Or par définition, nous avons :

H~ H ds rdb
vMm|=—=——=r0
dt dt

et:
-  do- -
Q=—27¢9=0z
dt 0 0
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Si un solide est soumis a la rotation autour d'un axe de vecteur directeur zo a une
vitesse O dans le sens direct, le vecteur taux de rotation instantané de ce solide s'écrit :

Q =0z (3.13)

3.3.6.3. Mouvement hélicoidal

Ce mouvement est la superposition d'une rotation autour d'un axe et une translation
suivant ce méme axe. C'est le cas, par exemple, du mouvement d'une vis dans un écrou.
D'apreés la figure 3.9, le vecteur vitesse du point M s'écrit :

{;M:{;A +MAAQ (3.14)

Avec :

VA le vecteur vitesse de translation du point A, qui représente le mouvement de
translation ;

et Q le vecteur taux de rotation instantané, qui représente le mouvement de rotation.

3.4. COMPOSITION DE MOUVEMENTS

3.4.1. Dérivation composée (Rappel)

Soit le repére orthonormé R (O, §,§,2) lie au solide (Figure 3.12.), et un repere fixe
RO( 005 Xo0,Y¢sZ0 )'

R)
(Ro) A 70
>
>
0 Yo

Xo

Figure 3.12. Composition de mouvements

—

. . . e d
On détermine I’expression de la dérivee de (d—:) par rapport au temps t.

Soit A le point tel que (T&zi on peut alors écrire :
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_— — —

VA =Vo +AOAQs R,
Or,

dx dOA — — — — —_— = — — = -
d—’:=T=VA—VO=AO/\Qs/RO=—OA/\QS/R0=QS/R0/\OA=QS/R0/\x

On a donc, plus généralement, la formule de base mobile :

dx — -

—=0 AX

dt S/R,

dy — -

—=0Q A 3.15
dt S/R, NY ( )
dz_ — .

—=Q AZ

Soit un vecteur WzW(t) représentatif d’une grandeur physique variable dans les
repéres Ry et R (Figure 3.12) et dans le temps.

Soient Xo, Yo et z les composantes de W dans Ry au temps t, on écrit :
W(t) = X, ()Xo + ¥, ()Y, + Zy(t)z0

Soient x, y et z les composantes de W dans R au temps t:
W(t) = x()x + y(b)y + z(t)z

On appelle dérivée de W (t) par rapport a t dans les reperes Ry et R respectivement :

adwey - - -

L = 5%+ 3407, + 74 020
Et,

"W - -

T = Xx(t)x + y(t)y + z(t)z

La dérivée de W (t) exprimé dans le repére R par rapport a t et par rapport a Ry s’écrit:

W) - - - dbx dby  dMz
————— = =XX+Yyy+ZzZ+X +y +z
dt dt dt dt
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d® W(t) _d"W(b) iy d® x N vy dMz

dt dt dt dt dt

dRo Ry
W(t) d” W + X(QS/Ro A X) + y(QS/Ro A YJ + Z(QS/RO A Z)
dt dt

a® W(t) d"W(t)

+Q . (x;+ 4+Z_Z,)
dt dt o Y

D’ou la régle de dérivation composée ou regle de dérivation dans un repére mobile :

d® W(t) dRW(t)
dt dt

+ f)s/R0 A W(t) (3.16)

Dans le cas particulier ou W(t) = Q g, g, nOUS remarquons que :

de — dR —
WQ S/R, =IQ S/R,

3.4.2. Composition de vitesses

Soit Ry le repére absolu et R le repére relatif.

Le vecteur vitesse absolue d’un point M quelconque (non forcément lié au solide, figure
3.11), sera note :

da“ oM
VM/R0 - "0
dt
Le vecteur vitesse relative d’un point M du solide (S) sera noté dans le repére R :

= d* oM
M/R =
dt

Le vecteur position absolu du point M par rapport au repére Ry est noté :

0,M=0,0+0M

D’ou

a“oM d* 0,0 N d®™ OM
dt dt dt

VMg, =

En tenant compte de la relation (3.16) qui donne la dérivée d'un vecteur mobile par
rapport au repére fixe, on écrit :
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oM [
"0 +(QS/RO/\OM)

Vm/r, =Voes/r, +
Cette relation devient :

VM/R[, :{;M/R +{;OGS/R0 + (55/110 /\Oﬁ) (3.17)
VM/Ro = Vr(M)+Ve(M)
Le vecteur vitesse absolue VM/RG est le vecteur vitesse du point M pour un

observateur lié au repére absolu (fixe) Ry. Cette vitesse peut étre décomposée en deux
parties :

- La vitesse relative :
Ve (M)= Vm/R
C'est la vitesse du point M pour un observateur lié au repere relatif (mobile) R.

- La vitesse d’entrainement :

Ve (M)=V0es/R, +(Q S/R, /\OM)

C'est la vitesse du point M appartenant a R, et qui coincide a l'instant t avec le point M.

3.4.3. Composition d’accélérations

- Accélération absolue
On notera le vecteur accélération absolue :

; _dZR0 OOM_dR" VM/Ro
M/Ro dt? dt

On a alors pour simplifier I’écriture (ﬁsmn = ﬁ) :

- dR"VM/Rﬂ =dR0(VOeS/R0+VM/R +(ﬁ/\w»

amM/R, =

dt dt
- d® Vo. A Q0 — = d%OoM
am/Rr, = d(t) 2R :tM/R+ AOM +Q/\—O

En tenant compte de la relation (3.16) de la dérivée d'un vecteur mobile par rapport au
repere fixe, le vecteur accélération absolue du point M, s'écrit :
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N N RyYs I R, . R Ana o
Am/r, = A0cs/R, +[d;/—tM“‘+QAVM,RJ+ ddtQ A OM+Q/\[d d(t)M+Q/\OMJ

Nous pouvons donc le réécrire sous la forme :

Ry ~

aM/R, = A0eS/R, +5M/R+2(§/\VM/R)+ A (Wﬂﬁ/x(ﬁ/\@) (318)

Ou bien:
am/r, = ar(M)+ 2.(M) + + a.(M)

Cette accélération absolue peut étre décomposeée en trois parties :

- Paccélération relative :

ar(M)=am/Rr

C'est le vecteur accélération du point M pour un observateur lié au repere relatif R.

- accélération d’entrainement (accélération de M par rapport a Ro si M est supposé fixe
dansR) :

Ry

;e(M)=£OERlRU+ AO—M+5A(§AO—M)

Elle s’obtient aussi par I’application de la formule de Rivals (3.11) entre O et M,
rigidement lié & O dans le mouvement d’entrainement.

- L’accélération complémentaire ou de Coriolis :

ac (M) = 2(5 AVM/R )

L’accélération de Coriolis est nulle si et seulement si :
- le vecteur taux de rotation du repére relatif par rapport au repere absolu est nul : Q=0

- la vitesse relative du point considéré est nulle : v, M) = VM/R =0

-la vitesse relative est colinéaire au vecteur taux de rotation: @ // Vm/r

3.5. LES LIAISONS

3.5.1. Définitions

Les liaisons entre les solides diminuent le nombre de degrés de liberté. Pour décrire le
mouvement de n solides libres dans I’espace a trois dimensions, il faut én parametres (3
translations + 3 rotations par solide). Chaque liaison est affectée d’un ou plusieurs degrés
de liaison.

Si I’on a k degrés de liaison, le nombre de degrés de liberté est égal alors a :

Nombre de degrés de liberté = 6n — k
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3.5.2. Solides en contact ponctuel

3.5.2.1. Vitesse de glissement
Le vecteur vitesse de glissement d’un solide (S;) par rapport a un solide (S;) comme

montre la Figure 3.13, est :

Vgs,/8,)=V1es, —Vies,

On remarque que Vg(Sz/Sl) est la vitesse de I, par rapport a un repéere lié a (S;) et que

Vg(s,/s,) est contenue dans un plan tangent aux solides en I.

Si
Figure 3.13. Solides en contact ponctuel
3.5.2.2. Plan tangent

Le point (I,Vg) est toujours contenu dans le plan tangent entre (S;) et (Sy). Sinon, il y
aurait éloignement des solides ou pénétration de I’un dans I’autre.

3.5.2.3. Roulement sans glissement

Il'y a roulement sans glissement si Vg =0. Dans ce cas, I appartient a I’axe instantané

de rotation qui est alors défini par (I,ﬁ)
Dans le cas de roulement sans glissement, on a :

—_—

Vg(Sz/S,):6<:> {;lles1 = {;Izes2 (3.19)

La condition de roulement sans glissement est intéressante pour trouver la relation
existante entre le vecteur taux de rotation instantané du solide et la vitesse d’un de ses
points.

3.5.2.4. Roulement et Pivotement

On appellera 5(82 /8S,) le vecteur taux de rotation instantané de (S;) par rapport a (S1),
on écrit :

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 3 : Cinématique 100

Q(S2/81)=Q(53)-Q(S) (3.20)

On peut décomposer le vecteur 5(82 /S1) en deux vecteurs (Figure 3.13) :

- ﬁt, situé dans le plan tangent en | aux deux solides, est le vecteur taux de rotation
instantanée de roulement de (S,) par rapport a (Sy) ;

- 5,,, situé dans le plan normale en | au plan tangent, est le vecteur taux de rotation
instantanée de pivotement de (S;) par rapport a (Sy).

3.6. MOUVEMENT PLAN SUR PLAN
3.6.1. Définition

Un mouvement plan sur plan représente le mouvement d’une figure plane (section d’un
solide par exemple) qui reste paralléle a un plan fixe Py et a une distance constante (Figure
3.14).

Tous les vecteurs vitesses de la figure plane considérée sont paralléles au plan Po. On
ramene I’étude du mouvement de la figure plane considérée au mouvement de sa
projection sur Po. IA®)

| —

VB

—_—

VA

|
! (Po)
|
|

Figure 3.14. Mouvement plan sur plan

Le mouvement de tout point du solide est déterminé dés que I’on connait le mouvement
de sa projection dans le plan de référence.

3.6.2. Centre instantané de rotation (CIR)

Soient deux points A et B d’un solide (S) en mouvement plan sur plan (Figure 3.14), et
les vecteurs vitesses V4 et Vi appartiennent au plan Po. D’aprés la loi de distribution des

vitesses (VA = Vs+ H%As_i) , le produit vectoriel ABAQ appartient aussi au plan Py. Le

vecteur taux de rotation Q est donc normal au plan Py, ce qui signifie que I’axe instantané

de rotation A(t) est perpendiculaire a Po. Or, par definition, tous les points de I’axe
instantané de rotation ont une vitesse parallele a cet axe. De plus, dans le cas d’un
mouvement plan sur plan, les vitesses sont paralléles au plan Po. Par conséquent, le point
d’intersection entre le plan Py et I’axe instantané de rotation a une vitesse nulle. Ce point
est appelé centre instantané de rotation (CIR).
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EXERCICES RESOLUS

3.1. Soit une tige (T) homogene de longueur R, d’extrémités O et A. Cette tige est en
rotation autour d’un axe fixe (O, Z ), par un angle de rotation 0 (Figure 3.15), dans le
repere flxe R; (O, X],yl, Z]) Le repére Ry (A, u, v Z]) est lié a la tige, tel que
OA=R

- Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du point A, en utilisant la méthode de
dérivation directe et la méthode de distribution des vitesses.

—

Yi A

Z1 >
O -
X1
Figure 3.15.
Solution:
Détermination des vecteurs vitesse et accélération du point A :
Nous avons :

L'angle de rotation de la tige autour de I'axe 21 . 0;
Et le vecteur position du point A : OA=Ru

1- la méthode de dérivation directe :
Le vecteur vitesse du point A par rapport & R; est défini par :

d*10A_d"Ru__d"tu

dt ~ dt = dt

VA/IR, =
Sachant que :

u=cos 0x1 +sin Oy,

v =—sin0x1+cosOy,

La dérivée du vecteur unitaire mobile u est:
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. —

dR‘ﬁ_dc0s6~

dsin9 -
X1+
dt dt

V. =- Osin 6 x, +9c0s6§1= 9(— sin 0 x; +c0s0§1)= ov

Donc, le vecteur vitesse du point A a I'extrémité de la tige s'écrit :
VA/RI =ROv

Et le vecteur accélération du point A est:

. dN Vo dR‘(Ré;) d‘“(é;)
' — =R

AA/R, =

dt dt dt
R, . R, T
aA/R1=R Vd 6+0d M
dt dt
Soit :

;A/Rl = R(OQ —ézl:)

2- Méthode de distribution des vitesses dans un corps solide :

Le taux de rotation de la tige autour de I'axe 21 est :
5T/R, =—;1=é;1
dt

D'apreés la formule de distribution des vitesses dans un corps solide, on écrit dans le
point A :

Var, = Voir, +AOAQ71/R,

Ou, VO/RI = 6, ( O point fixe, centre de rotation de la tige).
D'ici :

VA/Rl = EAaT/R, = —Rl]Aé; = Re;”

On déduit le torseur cinématique au point A :

5T/R 9;1
Vi=|=Z = -
{32 H)

-le vecteur accélération du point A s'écrit :
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- dRI{;A/R1 dR' {;0/1{1 d(E/\aT/Rl )
aa/R, = = +

dt dt dt

et, la dérivée d'un vecteur mobile, par rapport au repere fixe, s'écrit :

a®toa - _
= Q1/R, A AO

Donc, on retrouve la formule de Rivals concernant la loi de distribution des accélérations
dans un corps solide :

- - . dOQT/R, (= —\ =
aA/R; = A0/R, +AOAT1+(QT/R1AAO)AQT/R1

On remplagant les vecteurs ao/r, , AO, et Qr/r, par ces expressions, on obtient :

- - - d'_, . - -
aygr, = 0 —RU/\%+(9Z1A—RUJA921

D’ou, on retrouve le vecteur accélération du point A comme suit :

;1A/111 = RG; —RGZE

3.2.  On considére le roulement d’un disque de centre C et de rayon r sur un axe (O, X1 ).
Le repere R (C, §§ 2) est lié au disque (Figure 3.16).

- Ecrire le torseur cinématique au centre C du disque ;
- Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du point M sur la périphérie du disque ;

- Ecrire la condition de roulement sans glissement au point de contact I avec I’axe (O, x1).

vif v R

ol

Figure 3.16.
Solution :

1- Le torseur cinématique au centre C du disque :
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Le disque est en mouvement hélicoidal (rotation + translation)

0 est I'angle de rotation du disque autour de I'axe Cz;, donc, le taux de rotation est (Figure
3.16) :

— - .-
QC/R, =—12z1=01z
dt

Le déplacement du disque de O jusqu'au point de contact I, est égal a x, donc, la vitesse de
translation du point C est :

Ve= do,C _ d(()—li"‘ﬁ): d(x;(1+R§1) = Xx,
dt dt dt

Par conséquent, le torseur cinematique du centre C du disque est :

_ f_’IC/R1 _ 9;1
[V]C‘[ vc] []

2- Les vecteurs vitesse et accélération du point M sur la périphérie du disque :

Appliquons la régle de distribution des vitesses dans un corps solide dans le point M :
VM/R1 =Vc+ MCA QC/Rl
VM/Rl = Xgl—r ;A6;1= X;1+r6§

On exprime VM/R1 dans le repere fixe :
Sachant que :

x=c0s9x1+sin0y1

y=-sin0x1+cosOy,

Donc,
VM/R, = Xx1+ ré(— sin0x1 + coseylj

Le vecteur accélération du point M :

dR‘{;M/Rl dR‘({;C/Rl +WA§C/R]) dR‘VC/Rl +dR‘(WA5C/RI)

a = = —
M/R, dt dt dt dt
R T R = R i
- d'Vc/R, —— dT'Qc/R, = dTMC
aM/R ==— "+ +MCA——+QC/R A—
! dt dt ! dt
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Or, la dérivée d'un vecteur mobile est :

afime = .
—— = Qc/r, A MC

D'ou, la formule de Rivals concernant la loi de distribution des accélérations dans un corps
solide :

- - . dQc/r — —\ =
aM/R, = AaC/R, +MC/\T1+(Qc/Rl/\MC)/\QT/R1

On remplagant ac/g, , MC et Qc/r, par ces expressions dans aw,r, , On obtient :

—

aM/R, = XX1 —rxaA

71 .~ - .~
+|0z1A-rXx |AOz
it +(07n-rx)n0m
Donc, Le vecteur accélération du point M, s'écrit :
—_ _ “—b e —> . 2—’
aM/R, = Xx1 +r0y-r0”x
3- La condition de roulement sans glissement au point de contact I avec I’axe (O, xi):

Le vecteur vitesse du point de contact I :
Lorsque le point M coincide avec le point de contact I, on aura :

G=7n et§=§1

C'est-a-dire que :
= = 3
Vig, = VM/R1(6=_TE)
2
D'ou :
V]/R1 = X;1+r9;1=()'( +r6)§1

La condition de roulement sans glissement au point de contact I, est la vitesse de
glissement Vg nulle, c'est-a-dire :

V,=0V=0 <:>(X+ré);n=6 <:>(X+ré)=0
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3.3.  Un train d’engrenages est constitué par trois roues dentées I, II, et III, de rayon
respectifs Ry, Ry, et Rs, et dont les centres O, A et B restent alignés sur le bras OB tournant

autour de Oz dans le plan (Ox, Qy) avec un taux de rotation O (Figure 3.17). La roue
dentée | étant fixe dans le plan (o0x, oy), on demande de calculer les taux de rotations dans
les trois roues. En déduire le vecteur vitesse au point C de la roue III.

ai c \

va

Figure 3.17.

Solution :

Détermination des taux de rotation des roues I, IT et I1II.
La roue I étant fixe, donc le taux de rotation de la roue I est nul, ou :

— -

Q1=0

- Le taux de rotation de la roue II, ﬁz :
Considérons le contact entre la roue T et II, et puisque ces roues sont dentées, on aura dans
le point de contact I, I'égalité des vitesses (Figure 3.17) :

Vid,)= Vu(,)

Or:

VI(II) =0 , car la roue I étant fixe.
et,

Vin{dy) =Va/o + JAAQ2

Puisque la tige est en rotation autour de I'axe Oz, avec le taux de rotation ﬁt , la vitesse du
point A est :
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Et

I?&/\ﬁn =R, uA QZE =-R, sz
D'ou,

V)= (R, +R,)Q, -R,Q, |V
Puisque :

Vind)=0 o ((R;+R,)Q,-R,Q,)=0
Donc, le taux de rotation de la roue II est :

(R;+R,)
2= R—ZQt

Le taux de rotation de la roue III, 53 :
Puisque les roues II et ITI sont dentées, on aura dans le point de contact I, I'égalité des
vitesses :

VII(IZ)= \7111(12)
Or,
VH(IZ) =Va/o0 + m/\ﬁz
Avec:
VA/0=AOAQ¢=—(R; +R,)urQ,z = (R; +R,)Q, v
Et
12—AA52= —RZEAQZE =+R, Qz;f
D'ou
Vindy)= (R +Ry)Q +RyQ, )v=2((Ry +R5) Q)
D'autre part :

Vin,) =VB/o + [,BAQ3
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Le point B est aligné sur le bras OB tournant avec 5t, d'ou le vecteur vitesse du point B

qui s'écrit :

Et

I?i A 53= +R3EAQ32 =-R; 93;
D'ou :

Vin(d,)= ((R1 +2R, +R3)Q, —R3Q3)§
De la relation VH {I,)= VIH (I,,) ci-dessus, on écrit :
2((R1 +R,)Q, )C = ((R1 +2R, +R3)Q, —R3Q3)§
Par conséquent, le taux de rotation de la roue III s'obtient :

=R—39t

Q,
- Le vecteur vitesse du point C ,Vc/o , S'‘écrit :
VC/() = {;B/O + &AQ3 ;

Nous avons :
VB/o= (R, +2R,+R;)Q, v

Et:
. - - (R3-R, . -
CBAQ;z =—Rjun R—3 Qz=(R;-R)Qv

D’ou :
Veo= (R, +2R,+R)Q, v+ (R, -R)Q, v
On en déduit ;

Vc/0= 2(R2+R3)Qt;
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3.4. On considere la roue (D), de centre C et de rayon R (Figure 3.18), située dans un
plan vertical mobile et est solidaire a la tige CH. L'ensemble (Roue + tige) tourne autour de

CH avec un angle de rotation ¢. La tige CH elle méme est liée a I’axe fixe (O, ;1) par un

pivot glissant d’axe (H, z:) et tourne autour de lui par un angle y . Sachant que la distance
CH = p est considérée comme variable, et la roue (D) effectue un roulement sans
glissement sur le plan de contact R; (O, ;(1,3;1). Ecrire la condition de roulement sans
glissement de la roue avec le plan de contact au point I.

Figure 3.18

Solution :

- la roue (D) solidaire de la tige CH, tourne autour CH avec un angle de rotation o,
- La tige CH = p est considérée comme variable, parallele a I'axe mobile (O, z),

- La tige liée a I’axe fixe (O, 21) par pivot glissant d’axe (H, Z ), tourne autour de lui par
un angle y.

La condition de roulement sans glissement:

Le torseur cinématique au centre C de la roue :
Puisque la roue est solidaire de la tige. Il y’a deux rotations en méme temps, la premiere

autour de I'axe CH d'un angle ¢ et la deuxieme autour du pivot glissant (H, 21) par un
angle y , le taux de rotation de la roue s'écrit :

— do- dy- L
Qp/R, =d_TZ+d_\llZ1 =Qz+VyZ1

Le vecteur vitesse du centre C de la roue, s'exprime :

dOC _dOH _ dHC _ dpz
dt  dt  dt  dt

VC/R, =

D'ou :
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—

= - dz
A\ =pzZ+p—
C/R = P2+ P

Or, la dérivée d'une base mobile, est :

-

dz — - ==
——=QOH)AZ =YZ]1 AZ = U
dt

D'ou :

Vc/rR, =pz+pyu

Donc, le torseur cinématique dans le centre C de la roue s'écrit :

[ ] [ﬁD/RI] [¢2+W21J
Vie=| =7 =] 7277
Ve, pPZ+pyu
D'aprés la formule de distribution des vitesses dans un corps solide, la vitesse du point de
contact I, s'écrit :

VI/RI =VC/R1 +I—(f/\5D/R1

VI/R, = pz+ p Y u+Rzi A(Y21+¢2)
D'ou :

V]/R1 = p; + (p\|l +R(i))a

La condition de roulement sans glissement permet alors d'écrire que cette vitesse est nulle.
Nous obtenons alors deux équations scalaires qui sont :

V]/R1=6 S p=0etpy+Rp=0

3.5.  Une meule, assimilée a un disque de rayon r et de centre O, située dans un plan
maintenu vertical, roule sur un chemin circulaire fixe qui est le cercle horizontal de rayon
R et de centre O3, comme le montre la Figure 3.19.

L’axe Oz de la meule rencontre en C I’axe O;z; du chemin circulaire. A I’instant initial, le
point P de la meule coincide avec le point P; du chemin circulaire.

On utilise un repere R1(01,§1,§1,21) fixe, tel que (01,;(1) passe par A; et (01,21) passe

par C, et un repére mobile R(O,§,§,2), lié a la meule, tel que (0,;;) passe par A et (0,2)
par passe C.
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Sachant que la meule tourne dans le chemin circulaire fixe autour de I’axe (01,21) par un
angle vy = (OIAI, OIPI) et elle tourne autour de son axe (O,z) par un angle
Q= (ﬁ, E&) (Figure 3.19).

1- Déterminer le vecteur taux de rotation Q de la meule dans le mouvement de R par
rapport a Ry?

2- Ecrire les éléments de reduction en O du torseur cinématique dans le mouvement de R
par rapport a Ry ?

3- En déduire la vitesse du point P et écrire la condition de roulement sans glissement.

-

Z1 A

<

Figure 3.19

Solution :

R (01,§1,§1,21) un repére fixe,

R (O,;c,;,i), lie a la meule, est un repére mobile,
Le taux de rotation de la roue du mouvement de R par rapport a R; est :

5R/R, = Om/R+ ﬁM/Rl
Le taux de rotation de la meule M par rapport & R est :

. d(p_. -
Q =—17 =0z
M/R dt (0}

Le taux de rotation d'entrainement, ou le taux de rotation du repére R et la meule M par
rapport a Ry, est :

— d"ll = L~
QR/R, =—2Z =171
! dt v
Le vecteur taux de rotation absolu est :

QM/R, =QM/R + QR/R, =QZ+ yz1
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Le torseur cinématique au centre O de la meule est :

ot

VO/R1=VOI +0—0{ /\ﬁR/Rl

Vol —0 car O; point fixe

O—O{ AﬁR/R] - _Rz A\p21= —R\i&z

VO/R1 = - R\p;(z

Donc, le torseur cinématique dans le point O est :
Ppz+ 21

[Vlo=
— R\i/;iz

On déduit la vitesse du point P et la condition de roulement sans glissement.

Vp/R1=V0 +PO AQR/R,
PO /\QR/R1 = —ryz/\((i)z+\ile)= +r(i)x2

Vp/R1=—Ryx2+rpx2 = (— Ry + r¢)x2

Donc, la condition de roulement sans glissement de la meule sur le chemin circulaire est :

VP/R1=6 <& —Ry+rp=0

3.6. Le repere R(O, §,§,2) est orthonormé, direct et mobile, par rapport au repere fixe

Ro(Oo, ;0,5;0,;;) dans les conditions suivantes (Figure 3.20) :

a) 0,0=pt S;O ou B est un coefficient constant et t désigne le temps.

b) (x_(;, ;() = y ou y est une fonction donnée du temps leur dérivée par rapport at  est

constante.

c) z_;:E.

Un point matériel M est mobile par rapport au repére R(O, §,§,2), ses coordonnées x, Y, z

satisfont les conditions suivantes :
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Exprimer les vecteurs vitesse absolue et accélération absolue du point M dans le repere

mobile.

Figure 3.20

Solution :

Les données du probléme sont :
Le repére R (O, x,y,z) mobile (Repére relatif)
Le repere Ro(Oo, §0,§0,z~0) fixe (Repére absolu)

Le vecteur de position d'entrainement de O a Op: 0,0 = Bt § 0

L'angle de rotation de R/Ry (;0,;) = vy (Y constante)

Le vecteur taux de rotation de R/Ry, ﬁR /R, "

— dv- -

S_i =Q=—z70=Vyz
R/R, 3¢ 20 =20

Le point matériel M défini par les coordonnées : x =t, y = e*, z= 0 (cm)
Le vecteur de position relatif du point M s’écrit :

_—

OM=xx +y§ +2Z = tx +e2t§ +0z

Le vecteur de position absolu du point M est :

- ~ -
O M=0,0+ OM =Bty + tx +e”y
Le vecteur vitesse absolu du point M dans le repere R s’écrit :

a®oo,M d®0 0,0 daRoom
= +
dt dt dt

VAM) =Vm/R, =

La dérivée du vecteur mobile OM par rapport a un repére fixe est :
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R, Ana R . . o
d d(t)M:d OM+Q/\OM=VM/R+Q/\OM

R
d® 0,0 -
- 0 _v
it O/R,

Donc, la formule du vecteur vitesse absolue du point M, s'exprime :

oM

VA(M)=VM/RO= it =VM/R+VO/RO+ OAOM

R
Avec VM/R =

la vitesse relative du point M

Et, Ve(M)= V()/R0 + QAOM e vecteur vitesse d'entrainement du point M

R.0,0

= d . . X
Vo/R, = est la vitesse du point O par rapport a Ro.

Le vecteur vitesse relatif du point M s’écrit :

R—

= d"oOMm - -

VM/R = at = x+2e2ty (cm/sec)
- a®0,0 -
Vo/ry=—3 =By

Or: ;0 =sin\p;+cosw§

D'ou Vo/r, quisecritdans le repere mobile :
Vo/Ryp =B(sinwx+c0swy)

Et, QAOM = \|l;0 /\(t; +e2t§) = —\jleZt X + \|';t)7 (cm/sec)
D'ou :

—

Ve(M)=(Bsinw—\'pe2t);+(Bcosq;+\i/t)y (cm/sec)

Par conséquent, le vecteur vitesse absolue du point M par rapport a Ry est :
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—

VA(M) = VM/R0 = (1+[3sin\|1 —\j/eZt) X + (Ze2t + Beosy + \ilt)y (cm/sec)
Le vecteur accélération absolue du point M par rapport au repére fixe Ro, S’écrit :

dZR“OOM B dR"VM/RG _dR“(VM/R+V0/RO+ QOAOM )

aa(M)=am/R, =

de? dt dt
R < R < R = R~
- - dVm/R d™Vo/Rr dhQ — = drOM
a M)=a = t o+ t o+ AOM + QA——F—
AM)=am/R, dt dt dt dt

On applique la dérivation d'un vecteur mobile par rapport a un repére fixe a la dérivée du
vecteur mobile OM par rapport au repere fixe Ro:

Rionv o
%= VM/R +QAOM

R RY7
dVv dvVv — = - — =
div[/R = dll/[/R + QAVM/R=aM/R +QAVM/R

La relation du vecteur accélération absolue s'écrit :

0

Ra

aa(M)=an /R, =am /R +2(0 A ViR J+a0/R, + AOM+G (G A OM)

Le vecteur accélération relative du point M, est :

dRVM/R _

at 4e2t§ (cm/secz)

ar(M)= am/R =
Le vecteur accélération complémentaire (Coriolis) :
ac(M)= 2 (5 AVM/R) =2 (\pio A(x+ 2e2 §))

ac(M)= —4ye2tx+ 2y y
Le vecteur accélération d'entrailnement :
R, =

dt

ac(M)= 20/ R, + AOM + G a6 AOM|

Avec
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R —_—
- d 0V()/R1

a0/R, = at =0 (cm/secz) (B constan te)

Rlﬁ .

d AOM =0 ( y constante )

dt
5/\(5 /\(F’[j = —\jlzt; —\i12e2‘§
Donc, le vecteur accélération d'entrainement s'écrit :
3c(M) = G (8 AOM ) = —i2ex -2y
Enfin, le vecteur accélération absolue du point M est :
aa(M)= am/R = ar(M) +ac(M)+ae(M)
aAa(M)= am/R =(— 4yet —\i/zt);;+(4e2t +2y — \iﬂeZ‘)&’ (cm/sec?)

3.7.  Un rectangle ABCD (repere R (O,§,§,2) mobile) tourne autour d'un axe fixe
(O1,21) (Repére Ry (O, x1,y, ,z1) fixe) avec un taux de rotation ﬁ=§21 (rad/sec).

- Les cotés du rectangle AD = CB = a (cm) et AB = CD =2a (cm) (Figure 3.21).

- 010=a 71

7-7.

Un point matériel M est mobile sur le coté AB, ses coordonnées x, y, z satisfont les

conditions :
x=0,y=a,z=asin (nt/3) (cm)

t désignant le temps.
Exprimer les vecteurs vitesse et accélération absolues de M dans le repere mobile.

Z1A
-
Das
C B
TM
D
0 A y
>
01 Figure 3.2,

Solution :
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Les données du probléme sont :
Le taux de rotation de R/R; est :

5:%21 (rad/sec).

Repére R mobile (relatif) lié au rectangle ABCD,
Repere R; fixe (absolu)

Le point matériel M défini par ses coordonnées :
Xx=0,y=a,z=asin (nt/3) (cm)

Le vecteur position relatif du point M :

OM=x3+yy +23 =03 +35 +asin(g};

Le vecteur position absolu du point M

O,M=0,0 + OM = a;1+a§ +asin[g]t;

Le vecteur vitesse absolue du point M dans le repére R :

a®tom d%0,0 atom
= +

VAM)=Vm/R, = 5 1t 1t

Or, la dérivée d'un vecteur mobile par rapport a un repére fixe est :

R, Ang Rt . . o
d OM=d OM+Q/\OM=VM/R +QAOM

dt dt
Avec :
R——
= M . . .
VM/R = d (;: , la vitesse relative du point M
Et,
R ——
= d 0,0 . . R
VO/R, = Tl , la vitesse du point O par rapport a R;.

D'ou, le vecteur vitesse absolue du point M qui s'écrit :

R ——
_ _ dRoM - - S —
VAM)=VMm/R, =T1=VM/R +Vo/R,+ QAOM
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Le vecteur vitesse relative du point M, s'exprime :

—_— R— —-
VM/R = d d(t)M = %acosgtz (cm/sec)

Le vecteur vitesse d'entrainement s'écrit :

Ve(M)=Vo/r, + QAOM

R, R
Avec: Vor, = w =0
dt

Et QAOM = g21A(a§ +asingt;) = —%a; (cm/sec)

En conséquence, le vecteur vitesse absolue du point M par rapport a R; est :

dR101M T - N T -
—— =——ax + —acosgtz (cm/sec)

Va(M)= Vm/R, = it 3 3

Le vecteur accélération absolue du point M par rapport au repére fixe Ry, s'écrit :

d2Rl oM dRIVM/R] _dR‘(VM/R +V0/R1 + QAOM )
de? dt dt

aa(M)=am/R, =

R T R, v R = e
- - dVVm/rR d7'VOo/R, dTQAOM
aa(M)=am/R, = + +

dt dt dt
R O R T R = R ~r
- - d " Vm/r d7'Vo/r, d™ — — d'OM
aa(M)=a = + L+ AOM + QA——
AM)=am/R, dt dt dt dt

Appliquons la dérivation d'un vecteur mobile par rapport au repére fixe :

R, Ana RAang
1OM M = — = - —
d d(t) = d (:: +QOAOM = VM/R+ QAOM

R RYr
dVv d™Vv — = - - =
diVI/R = dlz/I/R +QOQAVM/R =aM/R+ QAVM/R

D'ou, I'expression du vecteur accélération absolue qui s'écrit :

aR o

1

;iA(M):;lM/R1 =5M/R+ 2(5 /\VM/R)"' ;l()/R1 + AOM + 5/\(5 /\O—Ni)
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aa(M)= am/R = ar(M) +ac(M) +ae(M)
On détermine chaque composante de I'accélération absolue.

- Le vecteur accélération relative du point M :

RT 2

" - d"Vm/R ’ . T 2
ar(M)= a =—7———=—|—=| asin-tz (cm/sec
r(M)= am/R it (SJ in~tz ( )

Le vecteur accélération complémentaire (Coriolis) :

ac(M)= 2 (S_i /\VM/R)=6 Car Q /I VM/R

Le vecteur accélération d'entrainement :

R, 5

3e(M)=a0/k, + - AOM + GA(GAOM)

Ona: a0/R, = 0

R, ~

-

Et AOM = 0 (5 : cons tan te)

2
;e(M)= 5/\(5 /\Oﬁ) =£21A —Ea; -z ag;
2 2 2
Enfin, le vecteur accélération absolue du point M est :

2 2
aa(M)= am/rR=ar(M) +ac(M) +a.(M)= —(g] ay —(g) asingtz (cm/secz)
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

3.8. Une sphére homogene mobile de rayon r, de centre G, est abandonnée sans vitesse
initiale au pdle supérieur P d’une sphere homogene plus grande, fixe, de rayon R, avec
roulement sans glissement (Figure 3.22). La position de la sphere mobile est déterminée
par I’angle 0 tel que :

0 = (Ox, OG)

La rotation de la sphére mobile autour de son axe de rotation Gz est déterminée par I’angle o.
1- déterminer le vecteur position OG, le vecteur de vitesse V(G) et le vecteur

accelération E(G) du centre de graviter G de la sphére mobile par rapporta O ;

2- écrire la condition de roulement sans glissement du point de contact | entre les deux
sphéres.

3- déterminer le vecteur accélération du point de contact 1.

—

Yhp
G\(P
I 1
N | u
v 0 N
O R X
Figure 3.22.

3.9.  On considére le systeme matériel illustré dans la Figure 3.23. Ce systéme est
constitue de :

- 2 barres OA et AG de méme longueur a et de masses négligeables (solide 1 et 2),

- un disque homogeéne de masse m, de centre G et de rayon a (solide 3).

La barre OA est liée au repere fixe Ry par un pivot d’axe vertical (O, Z ). La barre AG est
en mouvement dans un plan perpendiculaire en A a OA grace a un pivot d’axe (A, ﬁ). Le
disque est lié a la barre AG par une liaison pivot (G, 2), ou (G, 2) étant I’axe du disque.
Le repére relatif R (G, x,y, z) est lié au disque.

- Ecrire I’expression vectorielle du taux de rotation du disque par rapport a R;.
- Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du centre de masse G du disque.
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Figure 3.23

- -  —

3.10. Soit le repere Ry (04, X,,Y,,Z, ) orthonormé est considéré comme fixe. Le repere R

(0O, §,§,2) orthonormé est mobile par rapport a R; de maniere que I’on ait constamment :
2221 (% xg)=ot=y

t désignant le temps et ® une constante positive.

Un point matériel M est mobile par rapport a R et R;. On désigne par Z(M) et Z(M)
respectivement I’accélération et la vitesse de M dans son mouvement par rapport a R; et
par aT(M) I’accélération de M dans son mouvement par rapport a R;. On suppose que
dans le mouvement de M par rapport a Ry, on a constamment :

—_—

z1=0, a,(M)=—K? OM+20z, AV A (M)

1- Exprimer le vecteur aT (M) au moyen du vecteur position OM .

2- Exprimer les coordonnées de M par rapport au repere Ry en fonction de t.

3.11. Soient le repére orthonormé direct Ry (O, §1,§1,z_1') fixe et un repeére R (O, §,§,2)
orthonormé, direct et mobile par rapport au repere précédent dans les conditions suivantes :
a) 010=r§1 ou r est une fonction donnée du temps ;

b) (§1,§)=w ou y est une fonction donnée du temps ;

c) Z=z.
Un point matériel M mobile par rapport au repére R, ses coordonnées x, Yy, z satisfont la
relation :

X=ty=2tz=5t

t désignant le temps.
1- que peut- on dire de la trajectoire relative de M ?
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2- Exprimer le vecteur vitesse absolue de M dans le repere mobile.
3- Calculer le vecteur accelération absolue de M dans le cas ou y est constant.

3.12. Soit un repére R (O, ;;,;,2) orthonormé, direct et mobile, par rapport au repére fixe

R1(O1, X1,y;,21 ) dans les conditions suivantes :

a) 010=oc(t)§1 , 0U au(t) est une fonction donnée du temps;

b) (ﬂ, §)= y(t) ou wy(t) est une fonction donnée du temps;
C) Z =z.
Un point matériel M est mobile par rapport au repére R, ses coordonnées X, y, z
satisfont la relation :
x=acos2ot, y=asin2ot, z=0

Exprimer les vecteurs vitesse et accélération absolus du point M dans le repére mobile.
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Chapitre 4 : CINETIQUE

4.1. INTRODUCTION

La cinétique traite les relations associant les grandeurs cinematiques et la répartition des
masses. Ce chapitre, introduit de nouvelles grandeurs cinétiques telles que : la quantité de
mouvement, le moment cinétique, la quantité d'accélération, le moment dynamique et
I'énergie cinétique.

4.2. QUANTITE DE MOUVEMENT ET MOMENT CINETIQUE

Dans la suite de ce paragraphe on va défini la quantité de mouvement et le moment
cinétique d’un :

- Point matériel

- Ensemble de Points Matériels

- Systéeme matériel continu

4.2.1. Point matériel

Soit Vv le vecteur vitesse d'un point M ayant une masse m. On appelle quantité de
mouvement du point M la grandeur vectorielle : mVm

On appelle moment cinétique du point M, le moment par rapport a un point quelconque
A de la quantité de mouvement : AM AmV
4.2.2. Ensemble de Points Matériels

On appelle quantité de mouvement d’un systéeme de n points matériels M; de masse m;
n
la grandeur vectorielle : »" m; Vi,
i=1

On appelle moment cinétique en un point A de I'ensemble des n points matériels M; la
somme des moments par rapport a ce point quantités de mouvement élémentaires m; V.

n
soit: > AMi Am; Vi,
i=1
4.2.3. Systéme matériel continu
La quantité de mouvement d'un systéme matériel continu de volume V est :

p=[Vm dm(M) (4.1)
\Y

Le moment cinétique du systéme en un point A est :

8A=J'MA\7M dm (M) (4.2)
Vv

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 4 : Cinétique 124

4.3. TORSEUR CINETIQUE

4.3.1. Définition
Par définition, le moment cinétique au point A est :

oA :IAM AV M dm (M)
Vv

Il est alors évident que sion a:

o0 =[(AM + MB AV dm (M) = ABAp
Vv

Le moment cinétique obéit donc a la loi du transport des moments, ce qui montre que
qu’il est possible de construire un torseur cinétique ayant pour résultante la quantité de

mouvement.
Le moment cinétique par rapport au point A s’écrit :

cAa=0oB+ABAp

Le torseur cinétique au point A s'écrit alors :

b’ j\7M dm(M)
cl.=| |=].__ _ (43)
o jAM AVm dm(M)
\Y%

4.3.2. Calcul de la résultante
Soit O le point origine, la résultante du torseur cinétique ou la quantité du mouvement
du systeme peut s'écrire :

p= Idm @=i OMdm = i(ma3>)= mVe
voodt dty dt

Ou G est le centre d'inertie. Le torseur cinétique au centre A, s'écrit alors :

lc). = [WJ (4.4)

cA

4.3.3. Théoreme de Kecenig relatif au moment cinétique

Le référentiel du Keenig R est le référentiel dont les axes sont issus du centre d'inertie
G (Figure 4.1) et constamment paralléles a ceux du repére Ro (Qr,/r, =0).
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Rk Zk
R, -
0 AZO XM
G yk
Xk
(S)

>
Oo Y,
Xo :

Figure 4.1.

Par définition, le moment cinétique en G par rapport a Ro est :

GGIR, =ImAvM/RO dm= Im/\(vemo +leRk)dm
v v

E):c;/R0 =[IGM dm]/\vc;u:a0 +IGM /\VM/Rk dm
\Y \Y

Or IGM dm=0, car G est le centre d'inertie du systéme matériel. Et, par définition,
Y%

OG/R, :IGM AVMIR, dm
\Y

On a donc I'égaliteé :
GG/R, =OG/Ry
Le théoréme de Kcenig est alors :

GGIR, =GG/R, + EABRO (4.5)

4.3.4. Moment cinétique d'un solide indéformable en G (centre d'inertie)
Le moment cinétique d'un solide indéformable au centre d'inertie G, est :
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EG =IW/\\7M dm= Im/\(vc; +M—G:/\5)dm
\Y% \Y%

56 {jw dm}AvG + [GM Al AGN Jdm
\Y V

Or '[GM dm=0, car G est le centre d'inertie du systéme matériel. D'autre part :
Y

IG(§)=IWA(§Am)dm (4.6)
\Y

D'ou le moment cinétique d'un solide indéformable qui s'écrit donc :

oG = IGﬁ (47)

4.3.5. Moment cinétique d'un solide indéformable en un point de vitesse nulle

Si le solide est indéformable, nous pouvons utiliser la régle de distribution des vitesses :

oA =AM AVmdm= [AM AV A+ MA AG)dm
\% \%

SA=IA /\(m/\ﬁ)dm =|A5
v

Alors, si A est un point d'un solide indéformable tel que V aes =0, le moment cinétique
en A de ce solide est :

GA=|AQ (48)

Si la rotation a lieu autour d'un fixe (A, z) et que (A, z) est un axe principal d'inertie,
ona:

oA =1,0 (4.9)
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4.4. ENERGIE CINETIQUE

4.4.1. Définition

Pour un systeme matériel continu (S), on appelle énergie cinétique la quantité scalaire
exprimée en joules (J) :

Ec = j%dm(M)V,Z\A (4.10)
\Y

4.4.2. Théoréeme de Keenig relatif a I'énergie cinétique

L'énergie cinétique par rapport a un référentiel Ry (R est le référentiel de Keenig), par
définition est :

Ego = I%dm(M)VﬁA/RO = j%dm(M)(vG/Ro +VM/RK )2
\V \Y

Or, le vecteur vitesse absolue dans le cas de la translation s'écrit :

VMg, =VGIR, +VMIR,
D'ou

R 1 =2 — = 1 =2
Ec’ = jzdm(M)VG/Ro + _[dm(M)(VG/R0 VM/RK)+ jadm(M)VM/RK
Vv Vv Vv

R 1 ) L 1 2
ER = IEdm(M)VG/RO + Idm(M)(VG/RO vM/RK)+ IEdm(M)VM/RK
\Y Vv \Y

R, _ 1 2 v V A
Eg’ =om VGIR, +VGIR, Idm(M)VM/RK + Ec"

\Y

1 =2 - d —
EC’ =M Va/R, +Varr, aJ'olm(lvl)c;l\/l + EQx
\Y

Or IGM dm=0, car G est le centre d'inertie du solide. Par conséquent, le théoréme de
Y%
Keenig est alors :

1 =2 R
ECO = Em VG/R0 + ECK (411)
L'énergie cinétique d'un systéme (S) par rapport a un référentiel Ry est égale a I'énergie

cinétique de ce systeme dans son mouvement autour du centre d'inertie G, augmentée de
I'énergie cinétique du centre d'inertie G de la masse totale masse m.
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4.4.3. L'énergie cinétiqgue d'un solide indéformable
Soit N un point d'un solide indéformable, nous pouvons écrire :
1 - - — =
E. =§jdm(M)VM(VN+MN A Q)
\%
1o - li, o (= =
Ec == Vi [dmVu +[dmVu(Q ANM
2 \Y% 2V
1o o l=f—— - 1o o 1——
Ec =~VnmVe +>Q [ MNAdMVu = ZVimVe +-Q on (4.12)
2 277 2 2
D'ou, I'énergie cinétique est :
E. = %VN mVe +%§8N = % [\S_/? J{m—»VGJ = l[V]N [C]N (4.13)

2

N ON

Cas particuliers :

* Si N = G centre d'inertie (Solide indéformable)
Ec =%m\7é +%§IG o

Ou:

%mvé . est I'énergie cinétique de translation;

Et

11— —= . . :
—Q 1, Q :estl'énergie cinétique de rotation.
2

* Si le solide a uniquement un mouvement de translation :

1 =2
EC = EmVG

* Si le solide est en rotation sans translation autour d'un axe fixe (O, z) ;
Le moment cinétique au point N appartient a I'axe (O, z), s'écrit :

— -

on=1,Q car Vy =0

Soit :
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Xz

0 Q
oy=[1, I, I,[l0]=]1,Q
Q Q

yz

ZX zy zz zz

4.5. TORSEURS DYNAMIQUE

4.5.1. Définition

Soit am Il'accélération d'un point M telle que :

- d\7|\/|
am = —+
M= "t

On appelle am dm la quantité d'accélération élémentaire du point M, et la quantité
AM aapm dm(M), le moment dynamique au point A.

Le torseur dynamique en A s'écrit :

jaM dm(M)

_(D)_|v
[D]A_[SA] [ AN Aam dm(m) (4.14)

\%

Le moment dynamique obéit a la régle du transport des moments :

—_—

SA =8B + AB A D (4.15)

4.5.2. Calcul de la résultante

La résultante (la quantité d'accélération) D du torseur dynamique s'écrit :

~ - dVm  d — dp dlmVeg
D= ]dmap = |dm =—|dmVpm =— =
\j/ M \I/ at dt\-[ M=t dt

Le point G est le centre d'inertie. S'il y a conservation de la masse, la résultante D est
donc égale au produit de la masse par I'accélération du centre d'inertie :

-

D =mag (4.16)
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4.5.3. Théoréme de Keenig relatif au moment dynamique

Par définition, le moment dynamique en G par rapport a un référentiel Ry est (Rx est le
réferentiel de Kaenig):

gG/RO =IWA5M/RO dm= jm/\(aG/Ro +5M/Rk)dm
\Y% \Y%

g(;/R0 =[IGM dm]/\glc;/R0 +IGM /\5.|\/|/Rk dm
Vv \Y

Or IGM dm=0, car G est le centre d'inertie du systéme matériel, et, par définition,
Y%

3G/R, =IGM AAM/R, dmM
\Y

On a donc I'égalité: 3g/r, =5G/R,
Le théoreme de Kcenig est alors:

8G/R, =8G/R, + AGADR, (4.17)

4.5.4. Calcul du moment dynamique

Pour rappel, la dérivée de I'expression suivante I AM AdMVy est:
\Y

—

AM /\dva + Im A dm dVim
v dt

9 TAM A dmm = [9
dtl AmM£

D'ici, on peut écrire que :

— dVm  d - dAM -
IAM Adm=tt —EJ‘AM A dmVu —j o AdmVm
v Y% Y

D'ou, le moment dynamique qui s'écrit :
- — dVm  d [ dAM =
SA_VAMAme_EJ/AMAdm—I AdmV m
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oA = T - I(VM - VA)/\diM
\Y%
5a = ©A 1V A AmVG

Le moment dynamique devient alors :

- doa — _
oA = % +VaAmVg

- si A est confondu avec le centre d'inertie G, on aura :

= dgG
8 = =6
= Tt

—_—

- si A est un point géométrique fixe (V a =dd_tA =0)

= dgA
A = OA
AT Tt

(4.18)
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EXERCICES RESOLUS

4.1. Pour le disque de I’exercice 3.2 (page 103), déterminer les torseurs cinétique et
dynamique au centre C.

—_

y1 4 - (R)

X

Figure 4.2

Solution :

1- Le torseur cinématique au centre C (solution de I’exercice 3.2), est :

—

Q 921
[V]c = |7

Vc XX1
ou:

Qc/r, =071 est le taux de rotation du disque autour de son axe
Vc= XX estle vecteur vitesse de translation du centre C.

2- Le torseur cinétique au centre C, du disque s'écrit :

5 [V dm(m)
[Cle = =V
e [AMAVM dm(Mm)
Vv
Avec :

5: La quantité de mouvement au centre C du disque;

p=mVc=mxxX
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—

o¢ . Le moment cinétique au centre C du disque. Puisque le disque est en rotation autour
de I'axe Cz, il s'écrit :

—

— 1 -
GC:ICZQ =Emr2621

D'ou, le torseur cinétique au centre C qui s'exprime :

mxXx1

[clc = .
—mr2021
2

3- Le torseur dynamique au centre C, du disque s'écrit :

D
[Dlc =

—

Je
Avec :
D:La quantité d'accélération du centre C du disque;
d\7(3 ch

5 =m =m = mi&l
dt dt

SC : Le moment dynamique au centre C du disque. Puisque le disque est en rotation
autour de l'axe Cz, il s'écrit :

gC =dO'_C ZICZ dﬁzlmr2égl
dt dat 2

D'ou, le torseur dynamique au centre C qui s'exprime :

mXXx1

[Dle = .
—mr2921
2
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4.2. Une bille pleine, de rayon R et de masse m, est placée dans une gouttiere inclinée

d’un angle a par rapport a I’horizontal (Figure 4.3). La position du centre C est définie par
le vecteur :

OC=xu+av

La rotation de la bille autour de Oz, est définie par I’angle 6. On demande d'écrire :

1- les torseurs cinématique, cinétique et dynamique du centre C de la bille;

2- la condition de roulement sans glissement dans les points de contact de la bille avec la
gouttiere

—

<
[
(\
-
QD

Figure 4.3.
Solution :

La bille est en mouvement hélicoidal sur la gouttiére.
Mouvement de rotation autour de I'axe Czg avec un angle 0 ;
Mouvement de translation sur la gouttiére par une trajectoire X ;

1.1 - Le torseur cinématique au centre C du disque s'écrit :

—_

Q
Ve =

Ve
Avec:

O : Le vecteur taux de rotation du centre C de la bille autour de I'axe Czo;

-9, 267,
dt

Vc . Le vecteur vitesse de translation du centre C de la bille par rapport au point O. Il
s'obtient par la dérivée du vecteur position oC par rapport au repére fixe, ou :

vc _ doc _ d(xa+a\7) G
dt dt

D'ou le torseur cinématique au centre C de la bille qui s'écrit :
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620
[Vlc = B

Xu

1.2- Le torseur cinétique au centre C de la bille est :

p
€] = ~

GC

Avec:
p : La quantité de mouvement au centre C de la bille, exprimée par :

p=mVc=mxu

o¢ . Le moment cinétique de la bille au centre C, il s'écrit :

—

— 2 .
oc=lc,Q =mR%0z0
5

Donc :
mxu

€] = )

“mR26z
c 0

1.3- Le torseur dynamique de la bille au centre C s'écrit :
D
[Dlc =

—

dc

Avec:
D: La quantité d'accélération de la bille au centre C. Elle s'obtient par la dérivée de la
quantité de mouvement p ;
~ dp__dV -
D=P_m&C _msa
dt dt

Sc : Le moment dynamique au centre C de la bille. Il s'écrit :

- p Q 2 -
5c=doc =ICZd£=—mRzezo
dt dt 5
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D'ou :
mXxu

[D = ,

£ mR26z
c 0

2- la condition de roulement sans glissement de la bille sur la gouttiére :

La bille est en contact ponctuel avec la gouttiere aux points | et J. la condition de
roulement sans glissement, exige que :

Or, la vitesse du point, s'obtient par I'application de la formule de distribution des vitesses
dans un corps solide indéformable :

Vi=Vc+ICAQ

D'apres la figure 4.3, le vecteur position IC, s'écrit :
E=a§—b20

D'ou :

V. = XU + (aG—bEO)AGEO = ()'(+a9)a

Donc, la condition de roulement sans glissement dans les points de contact de la bille avec
la gouttiere est :

Xx+ad=0

4.3. Un pendule pesant de poids P, de longueur 2l, est fixé dans le point O par une liaison
pivot parfaite (Figure 4.4). A I’instant initial le pendule est laché sans vitesse initiale de la
position verticale par un angle de rotation 6. On demande d’écrire les torseurs cinématique,
cinétique et dynamique au centre G du pendule.

Figure 4.4,

Physique 4 : Mécanique Rationnelle



Chapitre 4 : Cinétique

137

Solution :

Le pendule est en mouvement de rotation autour de I'axe Oz, avec un angle 6 ;
1- Le torseur cinématique au centre G est :

—

Q
Vs =

Vo
AVec:

Q : Le taux de rotation du centre G du pendule autour de I'axe Ozy;

0-993, 67,
dt

\7(3 : La vitesse de rotation du centre G du pendule autour de I'axe Oz, elle s'écrit :

VG =GOAQ

Vg =-IxAbz0=10y

D'ou le torseur cinématique au centre G du pendule est :

A

Vs =
10y

2- Le torseur cinétique au centre G du pendule :
p

[l =

—

oG

Ou la quantité de mouvement au centre G du pendule est :

— —

p=mVg =glé§

Et son moment cinétique qui s'écrit :

oG =lg,Q=1g; 020
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D'ou :
P .-
—loy
[Cls = | ¢
IGZGEO

3- Le torseur dynamique en G est :

D
[Dls =

—

oG

La quantité d'accélération du pendule est :

p_dp_dVe P

@ d\7G P
dt dt

: d(16y) =g(|é§-|e§<)

Et, le moment dynamique au centre G :

gc =d6c dQ

D'ou, le torseur dynamique qui s'écrit :

20 L 222
dt  ©? dt

D %I(—G;Hé;/)

[Dlg = =

—

4.4. Une plaque rectangulaire homogene, de masse m, de largueur a et de longueurs b,
tourne autour de I’'une de ses diagonales avec un taux de rotation Q (Figure 4.5).
Déterminer le moment cinétique au centre de la plaque.

—_

y
B b/2 A
u
-a/2 0] a/2
z X
C D
-b/2
Figure 4.5.
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Solution :

La matrice d'inertie au centre O de la plaque s'écrit (exercice 2.6, page 77) :

m 2

IO :E
0 0 (a2+b2)

Le taux de rotation par rapport a I'axe de rotation est : Q= Qu : u est le vecteur unitaire
de I'axe de rotation représenté par la diagonale CA de la plaque, il s'écrit :

U = cosox+sinay = 1 (ax + by)
a‘+b
D'ou :
Q= L (a;( + b;/)
a2 +p?

Puisque la plaque est en mouvement de rotation autour de la diagonale CA, le moment
cinétique au centre O de la plaque est :

— — -

co= 15, = 65X +06,, Y +04,2Z

Les composantes cox, Goy €t 6o, du moment cinétique en O sont données par la relation
matricielle :

—

co=|0q, |=| 0 1, 0 [|Q
Co 0 0 I,

74

Il vient alors :
.0
2 2
S, b2 0 0 a’+b
- m 2 bQ
Go=|0y, =77/ 0 a 0

coy 210 0o (a2+b2) Vangz

En consequence,
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oo =L(ab2;<+a2b§)
12./a® +b?

Il est évident que les composantes de o, s’expriment :

mQab® mQa’b

L L L
™ 12 [a?+b? ¥ 12 fa?+p?’ °

4.5. Une sphere de masse m, de centre G, de rayon R, est mobile autour d’un point fixe O
de sa surface. Elle roule sans glisser sur un plan horizontal P, P est situé a la distance R du
point O, et | le point de contact de la sphere avec le plan (P) (Figure 4.6).

1- Déterminer I’axe instantané de rotation de la spheére.

2- Le taux de rotation autour de cet axe étant Q2, déterminer la quantité de mouvement p.
3- Déterminer le moment cinétique en O. Calculer son module et I’angle qu’il fait avec
0G.

4- Calculer I’énergie cinétique de la spheére.

X

(P)

Figure 4.6.
Solution :

1- I'axe instantané de rotation le la sphere :
- Le point O de la sphére est fixe, donc sa vitesse est nulle, d'ou :

— -

Vo=0

- La sphére est en mouvement de rotation avec roulement sans glissement, donc le point de
contact I de la sphere avec le plan (P) a une vitesse nulle, ou :

V) =0

Donc le vecteur OI formé des points O et | de vitesses nulles est I'axe instantané de
rotation de la sphere.

Or,
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Ol=cos0, x+coseyy+cosezz

Les cosinus directeurs s‘obtiennent :

coso —OG— R —i
“loil RV2 42

cosey=0

cosO ——OG—— R __1
: \a\ RV2 42

D'ou :

0= 2540y~ 12

2- la quantite de mouvement du centre G de la sphére :
p=mVg

Puisque la sphere est en mouvement de rotation :

VG =GOAQ

Ainsi, le vecteur taux de rotation de la sphére est colinéaire avec I'axe Ol . Donc, Il est
évident que :

=0
i

- F0- )0 2 i)

2 2 2
t GO=—Rx
Donc .
— - 2~ - 2~ 2 -
Ve=—RX A Q[TX + 0y —gzjz—gRQy
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En consequence,

B:—ngQY/

3- Le moment cinétique en O

La sphére est en mouvement de rotation autour de OI, d'ou le moment cinétique au point O
est:

— - - -

co=1,Q=0,X+04Y +6,Z

lo est la matrice d'inertie au point O. Or, la matrice d'inertie de la sphere au centre G s'écrit
(exercice 2.11a):

En utilisant le theoreme de Huygens, on obtient Io :

o[2 00
1,="" 0 7 0
5

00 7

Les composantes cox, Goy €t 6o, du moment cinétique en O sont données par la relation
matricielle suivante :

G oy 1
So=| o0, |= MR Q[0 7 0f o
5 2

| Oo, 00 7]-1
On obtient :
Eo=mR291*/_(2 ~73)

Ou encore la valeur absolue du moment cinétique qui s’écrit :
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ofemnn 28

4- L’énergie cinéetique de la sphére en rotation autour d'un point fixe est :

1- —

On remplace oo et Q par leurs expressions respectives dans la relation ci dessus, on
obtient :

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

4.6. Deux tiges homogenes OA et AB de méme longueur a, de méme masse m sont

mobiles dans un plan Ox, Oy. OA tourne autour de O, on pose 6=(Ox,0A ).

L’extrémité A de AB est articulée en A a I’extrémité de OA. L’extrémité B est assujettie a
glisser sur Ox (Figure 4.7). Calculer le moment cinétique en O et I’énergie cinétique du
systeme.

y
A

Q 0 B
Figure 4.7. X

4.7. Reprendre I'exercice 4.3, en remplacant le pendule par une tige de longueur 2I et de masse m.

4.8. Reprendre I'exercice 4.5, en remplacant la sphére par un disque de rayon R et de masse m.
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Chapitre 5 : DYNAMIQUE

5.1. INTRODUCTION

La dynamique est I’étude du mouvement des corps mateériels en liaison avec les forces
qui s’exercent sur ces corps. L'objectif de ce chapitre est I'étude des théorémes généraux
régissant la dynamique.

5.2. RAPPEL SUR LE TORSEUR DES FORCES EXTERIEURES

Une force est une action capable de produire ou de modifier un mouvement ou de créer
une déformation.
Ces forces sont de types :
- gravitationnelle
- électromagnétique
- de contact....etc

Les efforts appliqués sur un systeme matériel peuvent étre représentés
mathématiquement par un torseur, appelé torseur d'action, qui s'écrit en un point O :

—

F
Flo =| _
Mo

ou
F Représente la résultante des forces extérieures appliquées;
Mo le moment de la force F au point O.

Les efforts extérieurs a un systeme matériel (S) sont les efforts exercés sur (S) par
d'autres systemes extérieurs. Si (S) est soumis a des forces localisées Fj et des couples
Mi, le torseur des efforts extérieurs exercés sur un solide (S) en un point O, s'écrit :

— —

Fe Fi
[Fe ]o = — - E» - G
Mo(Fe)) (D OMi AF;

5.3. RAPPEL DE LA DYNAMIQUE DES PARTICULES
La dynamique des particules est régie par des principes basés sur les lois de Newton.

- Premiére loi de Newton

Dans un repere absolu (Ro), une particule 7 de masse m totalement isolée posséde une
guantité de mouvement constante. On écrit :

— —

Po = mVo
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- Deuxiéme loi de Newton

Une particule (7) est soumise & des actions de la part d'une autre particule. A l'instant t,
ces actions sont représentées par le vecteur force F s'exercant sur . On écrit :

e S )

Ou ao est le vecteur accélération de la particule (7).
- Troisieme loi de Newton

Si, a l'instant t, il y a interactions entre deux particules m; et m,, les forces de m; sur

m (El/z) et de de m, sur m (Ez/l) sont égales et opposées sur la ligne d'action i, (Figure
5.1).

Fi/2 = -F2n1

C'est le principe de réciprocité ou le principe d’action — réaction.

Figure 5.1. Principe d’action — réaction

5.4. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Ce principe correspond a la généralisation des lois de Newton pour un systeme matériel
possédant une dimension.

L'égalité des torseurs des efforts extérieurs et dynamique s'écrit :

F, D
[Fe ]o = [D]O = ° =|.
Mo(Fe) 80

Il en résulte deux égalités vectorielles qui seront traitées par la suite.
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5.4.1. Théoréme de la résultante cinétique
L'égalité des résultantes des deux torseurs se traduit par:

Fo =D Fe = %f - mag (5.2)

Nous retrouvons la deuxiéme loi de Newton appliquée a une particule ou la premiere
équation du principe fondamental de la dynamique.

5.4.2. Théoréme du moment cinétique
L'égalité des moments des torseurs des efforts extérieurs et dynamique se traduit par :
Mo (Fe) =60

Si I'on écrit les torseurs en un point fixe A par rapport a un repére galiléen, on a la
seconde équation du principe fondamental de la dynamique, qui s'écrit :

_ do
MA(F,) == (5.3)

5.4.3. Solide mobile autour d'un axe fixe A

On considere I'axe A comme axe principal d'inertie, passant par un point O. Le théoreme
du moment cinétique en O permet d'écrire :

doo — a0 —
20 _ Mo(F o 1t Ma(F
dt o(Fe) A dt A(Fe)

5.5. THEOREME DE L'ENERGIE CINETIQUE

5.5.1. Puissance et travail d'une force

La puissance d'une force F appliquée & un point matériel M de vitesse V a l'instant t
est:

P = F(t) V(M) (54)
L'unité de la puissance est le Watt (1 watt = 1 joule/sec)

Le travail élémentaire accompli pendant I’intervalle de temps dt est :
dW = Pdt = F(t)V(M)dt = F(t)dOM

Le travail accompli entre deux instants ty et t; est donc :
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W= [dw = tfPolt (5.5)
to

L'unité du travail est le joule.
Cas des solides indéformables

Le solide étant indéformable, si A et M sont deux points du solide, la puissance des
efforts extérieurs est:

P= IVM dF = I(VA + m/\ﬁ)dl_f
D

PV [0F + [(MAAG)F = Vi [oF + G [ (MAAF)

Finalement, la puissance des efforts extérieurs pour un solide indéformable est le
produit du torseur cinématique par le torseur des efforts extérieurs :

P=VaF. + QMa(F) = [VL[E] (5.6)

5.5.2. Théoréme de I'énergie cinétique

Cas d'un systeme discontinu

L’énergie cinétique d'un systeme discontinu s’écrit :

1 -2
i=1
On a alors:

La puissance des efforts intérieurs et extérieurs est égale a la dérivee par rapport au
temps de I'énergie cinétique :
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dEc

dt =P= (Pint + I:)ext) (5.8)

Cas du solide indéformable (continu)

Dans le cas d'un solide continu, nous avons :
)
Ec = Ejv.\,. dm
D

Si A est un point du solide :

dE - - = — =\
d_tC= .[VM am dm = I(VA + MA/\Q)aM dm
_dEtC =VA'[5M dm + Q ijam dm= VAD+Q3a = [V]A[D]A

La dérivée de l'énergie cinétique est égale au produit des torseurs cinétique et
dynamique. Elle est donc égale a la puissance des quantités d’accélération absolue, soit :

dEc _

at Pext (5.9)
Conservation de I'énergie mécanique

Le théoreme de I'énergie cinétique peut s'écrire :

dE. = Pdt = dwW (5.10)
Si toutes les forces dérivent d'un potentiel, on a alors :

dw =-du

Le théoreme de I'énergie cinétique devient donc :

Ec + U = Constante (5.11)

La quantité Ec + U est appelée I'énergie mécanique totale du systeme considéré.
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EXERCICES RESOLUS

5.1. Un systéme est constitué de deux masses M et M’ reliées entre elles par un céable
inextensible qui passe sur une poulie de rayon R. la masse M" est suspendue dans le vide et
la masse M glisse sans frottement sur un plan incliné d'un angle o (Figure 5.2a). On
néglige le frottement du cable sur la poulie. On demande d’écrire :

1- la relation entre le taux de rotation de la poulie Qet I'accélération ac des deux corps
solides
2- le principe fondamental de la dynamique et déterminer I’accélération du systéme en
deux cas :

a) La masse de la poulie est négligeable ;

b) La masse de la poulie est égale am ;

C

Figure 5.2a
Solution :

On supprime les liaisons dans la Figure 5.2a et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent dans les Figures 5.2b, 5.2c et 5.2d.

T' —
A Yo
Tl
M G'
X0
Yy Mg
Figure 5.2b Figure 5.2¢c Figure 5.3d

1- la relation entre le taux de rotation de la poulie Qet I'accélération ac des deux
corps solides
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Le vecteur vitesse du point de contact C entre le cdble et la poulie s'écrit (Figure 5.2c) :
Vc =Vo+COAQz0=—RVAQzg=—RQ U
Donc, le vecteur accélération de ce point est la dérivée de Ve

o _dVe _ pdo

=—R—u
dt dt
Or, comme le céble est inextensible, et, il n'y a pas de glissement entre le cable et la poulie,

les deux masses seront en mouvement de translation. Par conséquent, l'accélération des
masses M et M" est égale a l'accélération du point C de la poulie, ou :

- - daqQ -
= =—R—
aG =ac dt u

2 - Le principe fondamental de la dynamique et I’accélération du systéme;
a- La masse de la poulie est négligeable ;
- Le principe fondamental appliqué a la masse M" (Figure 5.2b)

Le torseur dynamique au centre G" du corps solide de masse M" s'écrit :

5 M'aG-§
Ple=|. |= 0
YeX 0 G

Et, le torseur des forces extérieures au centre G', s'obtient :

il {1

Mo(F)).. 0
L'égalité de la résultante des deux torseurs ([DJG. =[F9JG.), permet d'écrire :
T -M'g=M'a, © T =Ma,+M'g
- Le principe fondamental appliqué a la masse M (Figure 5.2d)

Le torseur dynamique au centre G du corps solide de masse M s'écrit :

B MaG J
Pl =|. |=
Y 0
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Et le torseur des forces extérieures au centre G, s'obtient :

Ee (Mgsina - T)J+(R—Mg cosa)g
[Fe]G = — =
Mg (F) 0

L'égalité de la résultante des deux torseurs ([D]G =[Fe ]G ), permet d'écrire :
Mgsina — T=Mag; < T =—Mag+Mgsina

L’accélération du systeme ac :

Puisque le frottement est négligeable dans la poulie, la tension dans le cable reste
constante, on écrit :

T=T,

On remplace les tensions T et T’ par leurs expressions respectives dans la relation ci
dessus, on obtient I’accélération du systeme :

a4 = Mgsina—M'g
C™  M+M

b- La masse de la poulie est égale a m ;
- Le principe fondamental appliqué a la poulie de masse m (Figure 5.2¢)

On écrit le torseur dynamique au centre O de la poulie :

5 0
Plo =| . |={doo _, do; mR?da;

=20 =
30 dt 7 dt 2 at’°

Et le torseur des forces extérieures au centre O de la poulie, s'écrit :

Ee ﬁp—mé +'T'+'_I':
[Fe]o = — = .
Mo(F)) | (-RT +RT')zo

L'égalité des moments des deux torseurs de la poulie, donne :

2
MRZAQ_ _RT+RT
2 dt

Or:
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- - dQ_.
ac=ac=—R—~u
G =ac dt
Ou encore :
m
——ac=T-T
2 G

Cette equation nous permet d'obtenir I’accélération du systéme ag :

_Mgsina—-M'g

aG
M+M'+r;

Le méme résultat obtenu pour ag si m = 0.

5.2. Un cylindre plein homogene de poids P, et de rayon r, est posé sur un plan incliné
avec un angle o (Figure 5.3a). Il se déplace avec un couple moteur (-I'z) et un taux de
rotation (-Qz) (Q constante). Le coefficient de frottement du cylindre et le plan incliné

étant fs.

1- Ecrire les torseurs cinématique, cinétique, dynamique et les forces extérieures dans le

centre C du cylindre

2- Ecrire la condition pour que le cylindre monte le plan incliné sans glissement.

3- Déterminer I’énergie cinétique du cylindre.

Solution :

Figure 5.3a

On supprime les liaisons dans la Figure 5.3a et on les remplace par les réactions qui leur
correspondent dans la Figure 5.3b.
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Figure 5.3b

Le cylindre est en mouvement hélicoidal :

- une rotation avec un taux de rotation Q dans le sens des aiguillés d'une montre;
- une translation d'une trajectoire X, du point O jusqu'au point I.

1.1- Le torseur cinématique au centre C, du cylindre :
Le taux de rotation du centre C du cylindre s’écrit :

—

Q=-0Qz
Q positif lors de la montée

La vitesse de translation du centre C du cylindre par rapport au repére Ry est :

VRILCSHE T A
C=7gt ~qr(rTY) =X

D'ou le torseur cinématique au centre C du disque qui s'exprime :

-Qz
Ve =| .
XX1

1.2- Le torseur cinétique au centre C, du cylindre
La quantité de mouvement au centre C du cylindre est :
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D'ou, Le torseur cinétique au centre C qui s'exprime :

1.3- Le torseur dynamique au centre C, du cylindre

La quantité d'accélération du centre C du cylindre est :

o

Bz =EX;(1=6 car X=0
g

Q_|D-
~+

Le moment dynamique au centre C du cylindre :

doc _ _i,—ZQEl —0car Q=0

Sc =
¢ dt 29

Du fait de la condition de roulement sans glissement, le moment dynamique en C est donc
nul.
1.4 - Principe fondamental de la dynamique

De la figure 5.3b, on écrit le torseur des efforts extérieurs appliqués au centre C du
cylindre:

—

] F (= (m+M)gsina + Fg X+ (= (M + M)gcosa + Ny
elc = | — = -
Mc(Fe) (-T'+rF )z

L'application du principe fondamental de la dynamique ([D]G=[Fe]G), nous permet
d'écrire trois équations scalaires :

—(Mm+M)gsina+Fg =0
—(Mm+M)gcosa+N=0
2- la condition pour que le cylindre monte le plan incliné sans glissement

Dans le cas du roulement sans glissement, la loi de coulomb s'écrit :

Fi < fSN
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Ceci implique, avec les deux premiéres equations données par le principe fondamental, une
premiére condition sur le coefficient de frottement et I'inclinaison :

tga < f

Si cette condition n'est pas Vérifiée, le cylindre ne pourra en aucun cas monter sans glisser.

La derniere équation du principe fondamental nous permet d'écrire une condition sur le
couple exercé :

I'<rFs © T <fgr(m+M)gcosa

On constate que la montée est possible sans glissement si :

- le coefficient de frottement est assez grand (adhérence suffisante)
- le véhicule est suffisamment lourd

- le couple I" n'est pas tres important.

3- L’énergie cinétique du cylindre
L’énergie cinétique du cylindre au centre C s’exprime :

—

Ec =%5EC +%VCP = %[V]c lck
On obtient :

Ec =1£15r292 j+35x2=15x2 ELYRY:
2\ 29 29 24 44

5.3. Pour le pendule de l'exercice 4.3. page 136 (Figure 5.4a). On demande d’écrire
I'équation du mouvement en utilisant le :

- principe fondamental de la dynamique ;

- théoreme de I'énergie cinétique.

Figure 5.4a

Solution :

On remplace les liaisons dans la Figure 5.4a par les réactions qui leur correspondent dans
la Figure 5.4b.
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Figure 5.4b

R=R, x+ Ry y
0G =Lx
1. Les résultats trouvés dans l'exercice 4.3 sont :

1.1- Le torseur cinématique au centre G, du pendule est :

A

[Vl = )
16y

1.2- Le torseur cinétique au centre G du pendule :

p | [Ty
[Cls = = g
oG) |lg,0z0

1.3- Le torseur dynamique au centre G du pendule est :

o -2 - o -

A - L'équation du mouvement par l'utilisation du principe fondamental de la
dynamique;

De la figure 5.4b, on écrit le torseur des forces extérieures au centre G du pendule :
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—_

(RX + Pcosa);< + (Ry —Psinaj y

[Fe]G= ~
—Rylz

L'application du principe fondamental de la dynamique ([D]G=[Fe]G) donne trois
équations scalaires :

-

—SFGZ = R, +Pcos@ ()
P . .
1 -16=Ry - Psin® (2)
g
10 =-1IR, (3)

\

On remplace Ry de [I'équation (3) dans I’équation (2), on obtient I'équation du
mouvement en 6(t) :

(IG+EIZJQ +Plsin® =0 ()

La solution de cette équation permet de calculer Ry et Ry.
B- L'équation du mouvement par I'utilisation du théoréme de I'énergie cinétique :

Le pendule étant un solide indéformable, I'énergie cinétique est :

1 1o = 1== 1, P,
EC=E[V]G[C]G=EVGp+EQcG=E[IG+EI2)62

La dérivée de I'énergie cinétique est donc :
dE -
c_ [IG +E|2Jee
g

dt
D'autre part, la puissance des forces extérieures s'écrit :

Pext =[V]g[Felg =V Fe+Q.Mo(F)

La puissance de la réaction R en O est :

—_—

920 R
Pext (R)= [V]O [Fe ]o = =0
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La puissance du poids P est :

6z0 P

Pext (P) = [V]s [Fel5 = —— Pldsin®
16y )\ 0

Or, le théoréme de I'énergie cinétique, s'écrit :

dE
C
“at ~Pext

dEc P2 )as o P o). )
T_[IG-FEI JGG_—PIsmGe@ IG+EI 0 =—PlIsin0

0 +Plsin® =0 (5)

C’est I'équation du mouvement obtenue par l'utilisation du théoréme de I'énergie cinétique
qui est similaire a I’équation (4) obtenue par l'utilisation du principe fondamental de la
dynamique.

Puisgue le systeme est conservatif, nous pouvons utiliser la conservation d'énergie :

Le potentiel U du poids P peut étre calculé a partir de la relation :

dwW =-P dz =-dU

W =mg (z1-22) =P (21 -22)

= - Plcos 0 + const
Ec +U=%(IG +m|2)(§2 —Plcos®=const.

Cette équation est une intégrale premiére de I’équation (5).
Dans la position initiale 6 =0 const =PI

Le taux de rotation est calculé comme suit :
_ 2P(1+c0s0)

Cette équation est une intégrale premiére de I'équation obtenue précédemment en (5).

92
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5.4. Un demi disque de rayon r, de masse m et de centre d’inertie G peut osciller sans
glissement au point de contact I, avec un angle 6, dans le plan fixe Rq (O, Xo, )70, Eo). Le

repere R (C, u, v, 20) est lié au solide tel que GC=Au (Figure 5.5a).
- On demande d’écrire I’équation du mouvement en utilisons le théoreme de I’énergie
cinétique.

\Y

AW

c

0o I

Figure 5.5a
Solution :

On remplace les liaisons dans la Figure 5.5a par les réactions qui leur correspondent dans
la Figure 5.5b.

Figure 5.5b

1- Le torseur cinématique dans le centre G du demi disque :
Sachant que le demi disque oscille avec un angle 6, donc le vecteur taux de rotation du
demi disque s'écrit :

—~ do- .-
Q—Ezo—ezo

Et, la vitesse du centre G, s'obtient par la formule de distribution des vitesses dans un corps
solide indéformable :
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Vg =V1+GinG

Or,

V| =6, car il y a oscillation sans glissement.
Et,

GI=GC+Cl=-u —Ry,

Donc,

Vi =(=AU=-Ry,)A 820 =40V - Réxo

Avec :
u=sin@xo—cosBy,

V=C0s0 X0 +sin€)§0

D'ou :

Vg = (Acos8—R)8xo + ABsinBy,

Donc, le torseur cinématique au centre G, est :

Q=029
[Vl = 3 B _
Vg = (Acos8—R)8xo + ABsinBy,,

2- le torseur cinétique au centre G du demi disque :

La quantité de mouvement s'écrit :
- _ P . i L=
p=mVg =a(x6cose—Re)xo + A0sin0y

Et, le moment cinétique :

0'(3=IG920

Ou I est le moment d'inertie du solide par rapport a I'axe (G, Eo)

D'ou, le torseur cinétique au centre G est :
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p= g(xécose— Ré)xo + A8sin@y,
[Cls =

oG = IGZGZO
Puisque, le solide étant indéformable, I'énergie cinétique est :

1 1o = 1-
EC: E[V]G [C]G :EVGp + EQGG

Ec =%Lg(xécose—Ré);(o ; xésine%J((xécose—Ré)io ; xésine§0j+%9£o(|&é£o)

Ec =2 P((xecose—Ré)z + (ubsin e)zj + 21,62

29 2

1( P, P P_» )
Ec==| —A" -2—ARc0s0+—R* +lg )6
2[9 g g ’

dE
C
Pext =gt

e [ Pa2 5P Reoso+PR2 4 s, 06+ " ARsin0 63
dt g g g g

D'autre part, la puissance des forces extérieures (figure 5.5b), s'écrit :
Pext = [V]G [Fe ]G = vG -Ee +Q -MO (F)
La puissance de la réaction R est :

920 R370
Pext (R)= [V]I [Fe]| = =0

Comme il n'y a pas de glissement au point I, la puissance du poids P est :

920 - P;O .
Pext (P) = [V [Fels = =—\POsin®

—

Vg 0

L'application du théoréme de I'énergie cinétique donne alors :
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dE o .
d—f:Pext =N (gxz —2ngcose+gR2 +IGZ}GO+EARS|nOG3=—xPesmG

Donc, I'équation du mouvement s'écrit :
P2 —2PARcos0+ - R2 +1g, [+ ARsiNGO2 +APsiNG = 0
g g g g
Ou
( mA? —2mARcos8+mR? + IGZ)6+ MARSING6? + mgAsin® =0

C’est I’équation du mouvement du demi disque de rayon r.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

5.5. Reprendre I'exercice 5.1, si la masse M glisse sur le plan incliné avec un coefficient de
frottement fs;.

5.6. Reprendre I'exercice 5.1, si le coefficient de frottement du céble sur la poulie égale a
fSZ-

5.7. Pour le corps solide de I’exercice 4.1, ecrire le principe fondamental de la dynamique.

5.8. Pour le corps solide de I’exercice 4.2,

- écrire le torseur des forces extéerieures

- écrire le principe fondamental de la dynamique pour les deux cas suivants :
Roulement sans glissement
Roulement avec glissement.
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