Ris ar Shote ues equaTio ; ' K MUMiplaTewi s =i
: (0.5,,3 repére veo (0), 3,) vertical ascendant
%5, Vps 2 UN orthonormé direct supposé galiléen a | ‘

su:hb:;i(g;:o(go; l;r)t cerceatt (8) de centre d'inertie G, de Sayo:éa :f de ':f;:e(;ﬂ’:vﬂ”::: 7:::: :’:1’:?:’ ;:::" ::

3, Y2 , _. |

an(7) = (@,%,, ¥ ).Onrepéresaposfﬁonparlescoor onnées |

‘I:‘abit(uels) (:’9 ;’)-00" désigne par R(G,il,V,Z;) el R G, %, 7) les denx repores mrvrmédmi;w.\ o

par R(G,x j',' 2’) le repére orthonormé direct lié & (5). Le point de contact entre (8) et (%) est noté | aves

1G = aw. L'axe(G, %) est normal au plan du cerceau et la réaction de(x) sur (8) est représentde par un
gli;seur dont le support passe par le point I et de résultante R, = 72, (lialson sana frotte

ment)

Figure : deseription géwérele de systime

h.l_'] Construire lf:‘ﬂﬁg"”’ﬂ de (.”l("”,' Fn ‘,("h“"'" r"xl’r"”'"'”” (e (2(5/ R, ) par 8Os congvemtes dans Ia
base (i, w,7 ).

QH Montrer que la condition géométrique de contaet entre le corcean (8) of le plan v) est
z=asinpd (L)
Préciser la nature de cette liaison
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'+ p? =a’sin’ 08’ +a’ (¢ +y cos )’ (1)
9] Ecrire l'intégrale premiére de l'énergie cinétique et montrer, compte tenu de (1), que cette intégrale
se met sous la forme: ;
: 2 :3_ 2 1.3 29 2E -Zg .
2(¢ +yrcos 3) +2é +5ylsin 0= -"=sin6 (2)

ot E est une cons:unte représentant l'énergie mécanique du systéme.

@ En utilisant *:» C.V.V. coﬁzpatible avec la liaison primitive (Lp) et la liaison complémentaire (L),
écrire les équatiors de Lagrange avec multiplicateurs. On notera A, et A, ces deux multiplicateurs.
Q114 Montrer g | élimination de x, y, A, et A, conduit aux équations différentielles suivantes:

sin@ - 29¢ =0 3)
2%@ riioosl)-psind=0 @)

@Zq A partir des Zuations (3) et (4) étudier les mouvements pour lesquels le cerceau (S) garde une
inelinaison const-nle@ = 6,. Conclure.

I R . - —

ol On rappelle que la matrice centrale d’inertie du cerceau est représentée. par :

et ——————— - - e . e - ——— O — e S
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' "’Mﬁ(b/&)4¢. + 6

+ g2 i
ﬁszlwﬂﬁgi‘.‘*‘ = | ysing olr . :

h+ yr cos b . o i
; (#.8.5) v i
o o AT g g o’
OlE, =0=(0G +GI).Z, =0

avee OG = X3, + Vo, + 22, e Gl =-aw
D ou ' ' ,

’ '( E:g__._ l!!ﬂ 0 :::I (Equation géométrique de contact) .
Nesture de la liaison - ¢ ‘est une équation de liaison holonome. ¢ ¢ f £ o

¢ nombre d‘," pammélrc's de p«m‘lf«m de (S) est six ! (x. v, z.w.(’.cpi mais compte tenu de | ‘Cquation de
ietison = = asin@, le nombre de degrés de liberté est réduit a cing qui soni

(-"\-.v-' ’n”oq’) ¢! /l’ ( . ' "-' l'\’ ("".\,p"'/.,.-

0'.¢")

‘)9 ‘)

R4

i R s L PR P o
) lq.\/R,)-egmH b ra@ cos )+ 4 (()"4»1//’311\‘ ) 4 g (wl://cosﬂ)"

-

—— ——
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V(GeSIR,) = 35, + 35, +alcostE, e G

D'ou :

La condition de routement sans glissement s 'écrit : 178 (1,51 Ry) = 0
Dou :

$cosy-+ sy +a(g+ycos@) =0 (1)
"Ir —Xsiny + yeosy +afsin@=0 (2)

i?cosut + ysing = -a(@ +47 cos ) (1) Lo P o ¢ AGA

~xsiny + peusy = -al@sinf  (2) :

(Vv (2 = !,i-’ + 3’ =a’sin’ 00° + a’ (¢ +yr cos0)’

R -

[5"9-] Lintégrale prviiére de l'énergie cinétique s 'écrit : T+ V = T - U - Claewif: o5, Bl
S‘”i’..' ; 5 s N 4 5 g s - . " 5 ': )

-
ma

A mlx + ¢ 4 u"é"..}-;"(-))+ .2.

= i 5ol YL 7 L e
(g L yreosOy o4 ma’0’ | ; Wlsillaaf --ngasln_a-l— Al Ao
3 Ve "8 - i J ““‘.";

Ou encore [ 2P+ cos@) 4 =07 »’t/’/"sin’ {0 - ?g“},-&smg 1 e

Bl 0:] Les equatiors (Le) sont : : SCURU R

l YeOsy sy + a4y cos@) = () (IR RS ‘“
|~ Xsiny 4 veosy +afsing = () (g o e L

[Youles équations i Lagrange avec multiplicateurs :

L) ! - - N e Mt s
i >
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L, omX =4 co8p~Asiny 4
[, omy = A, sing + A, cosiy A

i sin’ Oy (9 +y
vl TS Oy +ma (¢+y/‘cose)cos9 = A,acosf -1
A 1 ma’ (¢ + yr cmO)]r A
) (1’ 5 . : !‘l F ‘
F d ma’ () % et R 0(} o mfl) v~ s ; 27 ! A 2032 3
> al | : ; Y sin@cos@ + ma‘yr sin@(g + yr cos @) + ma’ 6" sinf cos

= A,asin@ - mgacosd A
R11

L "élimination de A, entre les 2 équations L, et L, donne :

. .()d'- : Nood 1 ST el
Cos @ + Y/ COS ()] = —| —8in‘ Gy + (¢ + y cos @) cos @
di dr| 2 3
\ose B d : heieas O / g ot . X% (1 5 R R . . 3
Cos( 7 @ + Y7 o8 ()] = 3 sin® @y + sin @ cos 00yr + cosH; [gn + i cos()]- (@ +y cos@)sin 00
| RS i BRI
Soit : ; Sin’ Ay —sin@0g = () = sin O = 0 = O = kx (solution exclue car le cerceau est posé sur le plan)

A Oulysind = 0p| c’est la relation (3) demandée.
! l

-

La dérivation par rappoft au temps de |I'équation (1)’ donne :

C 8 RN " i Reghe 8
a : lm i/ COS ()] = =X COSl — VSIny + Xy siny — Yy’ Cosy/
t
la relation (2)" => xsiny — ycosy = asin 00, soit en remplagant dans I'équation ci-dessus :
dp. * & b g
7 |m 1/ COS ()l =X COSy — yvsiny + alBy sin
(i
. : » .ok A,
D autre part, Ly et Ly donnent ¥ cosy + ysiny = -+
m

)

't [, donne : Xcosy + Vsiny =a / [(/) by cos(ll
/

{
Iinalement on obtient :

y , (h 4w cost?) l)l,/'/ sinf? =0 (4)

(l!
Ril(R A ) .

l (? = (/ @ =10 ; {(3) yr =) = ilr ’f,-}”l
Conclusion
[.os movvements pounr lesquels le cerceau garde une inelinaison constante ¢! = 0, sont tels que :
!

| R ey Ko : R
W =Yyl CHP = Py cad les mouvements pour lesquels le cerceau a une vitesse de précession constante et

imne vitesse de rotation propre constante.

3
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FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE PHYSIQUE - AGARIR

y mécan! “ ve et vibrations
Examen de mécanique o '!:'Im”"

20“/20!?

by 5 arre (AB) de massem) et de deux charniéres de
Le systéme étuaié est composé d'une barre (AB) de masse(m, de Iongueu.r @et
mag:se;tnéglige:zb!es. Les ggux extrémités A et B de la barre peuvent glisser, sans ﬁ‘pttemenf, sur leé
axes(0, %) et (0, y) grace a ces deux charniéres. Le centre d'inertie G de la barre est lié au point fixe

de l'axe(O,y)r i un ressort élastique de raideur k et de longueur initiale 1, ((I,) > a). Au cm.zrs du
mouvement le 1 .ssort demeure horizontal et paralléle a l'axe (O, %) (voir figure). La. configuration du

systéme est co.npletement déterminée par I’angle"_/a -\ézue fait la barre (/iB) avec l'axe des abscisses. On
notera @) = L5
m

Figore : description générale dy sy¥idme
0] Caractérise; aécaniquement le systéme,
Q2

Exprimer lzs coordonnées (x, y) du centre d'inertie G de la barre AB en fonction de 6.
034 Donner | ex1rassion de | énergie cinétique du systéme.
Q4 FEtablir son inergie potentielle
054 En déduire i, Lagrangien,

Q6 Déterminer i bquation d’Euler - Lagrange du mouvement. On notera (L, ) cette équation.

074 Aprés avoir s4svifié son existence, écrire | intégrale premiére de l'énergie cinétique.
08{ Montrer q.« cette intégrale se raméne & une équation du type 6° = f(0).
A quoi servi~ait une telle équation ?

RN e o T T
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Q114 En utilisant la transformée de Legendre, déterminer le Hamiltonien H du “systéme. '
H représente-t-il l'énergie totale du systéme ? Justifier votre réponse.
0134 Déterminer les équations canoniques du mouvement.

Q14 En déduire I'équation du mouvement (L, ) déterminée & la question 6 de la partie A.
Conclure.

.

Dans cette partie on suppose que 6 << 1.

@ Linéariser(L,) et montrer qu’elle se raméne a une équation du type :

0+2°0=C (E)

oll £2 et C sont des constantes a préciser. |

0164 Quel est le sens physique de la grandeur §2 ?
0174 Résoudre 'équation (E) et donner lexpression de 8(t). On notera A et B les dewx constantes
d'intégration.
)

Apres ce long travail d'analyse, Faites une synthése, trés succincte, en guise de conchusion @ ce sujet
thématique.

I eﬁfnppeﬂeque&ﬂami[tom'm}{d’unsysﬁmemémm'qw n'est autre que la transformée

de Legendre du LCagrangien L en g :
H=2()= pd, -1
q9-p

(%) Question subsidiaire de 1 point qui sera rajouté, en plus, a la note obtenue.
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4,,, s asine y=abcosd Y

@k T(AB/R) --g-m(x" ¥ jr’)+-£-l,,,9' | b

avecl, = I"Idm = A[“f)dr =A f.:. > = —”-!- x 2% 03 = ma’ i , ¢
S 5 Bbiils i 2SO e L A

D oi: i

- .
T(AB/R)a-I;ma’é’ ”’: 6" = % ma’é? oL /b’ . . S

= Vpes + Vil avec V. =mgy = mgasin@ et V, =-;-k(l-l,)'m'l l=acos® -

- .

: ; / 2
] =mgasm()+—)k(ac080—_l,,)" X x ,")‘ :
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[ intégrale premicre de l'énergie cinétique existe car Ie wsléme estc
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* 2

-}-I—,Q-,--ig-ma’x 350 +nigasin0+ik(acosl9-l,)’ e
dma” 3 4ma | % s

, : 2 -
| Dot : AN

. 2

H = L +'mgasin@ + -{-k(acosa—l,,)’ .b ,h
8ma’ 2

T : ;
Oui H représente 1 'énergie totale du systéme car %’;—1— = 0. O,K f" , | 7

= & P,==—=- d+k 0 -1)si Pk ,A_\
4 or, 4mq_’_ (1 ¥ 00 mga cos B + k(acos@ ~1,)sin 0| (2) it Rt

(1)=F;

A Pre

, =P,x

<
<

i

g 3 ’ N .
“ma’é R

ma’0 = ~mga cos@ + kfacos@-1,)sin@ e

Dou . :

- - ~
s

(2) BT, =

| PN SO OV

;;-a’é+ gacosf - w;(acos@ —1,)asin@ =0
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2 représente la pi

w L
&
5

O = Acos X + Bsin (X + D

§ B

(*)

N
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