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Examen d’Analyse 3

Exercice 1 : (6.5 points)
1) Déterminer la nature des séries suivantes :
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Soit la série de terme général (1 — )™ avec a € R.
2) Déterminer les valeurs de a pour que cette série soit convergente.
3) Déduire sa somme.

1 b
4) Trouver les deux nombres réels a et b tels que : — + .
n2—1 n—-1 n+1
= 1
5) Calculer 1 de la séri .
) Calculer la somme de la série nEZQ T

Indication : Pour la nature de la série d) calculer lim,, n%

Exercice 2 : (4 points)

1
Soit n € N*, et soit f, la suite de fonctions définie sur [0, 4+o00[ par f,(z) = (1 +2")=.
1) Montrer que la suite de fonctions f,(x) convergence simplement vers

[ 1 sizel0,1]
f(x)_{:v siz > 1.

2) Etudier la convergence uniforme de f,,() sur [0, +ocl.

Exercice 3 : (4 points)

o
1) Calculer le rayon de convergence de la série Z(n —1)z™.
n=1
2) Calculer la somme de la série > | (n — 1)a™.
n—1 n?—n
3) Déduire les sommes des deux séries Z o Z T

n=1 n=1

Exercice 4 : (6 points)

Soit f la fonction 27-périodique égale a |sinx|.
1) Déterminer sa série de Fourier.

2) En Déduire les sommes suivantes :
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Solution d’examen d’analyse 3

Exercice 1

a) On a \/T Lot 3 1 diverge ( série de Riemann a = 1)
alors ) 7, \/274-1 dlverge ............................................................. (0.5)
b) On a gnil ~ g—: car lim, o g):—j;ll X ;—Z = lim,, 0o ﬂin =1et Zzozl (%)n converge car
c’est une série géométrique k = 2 < 1 alors > 00, ;fnj: CONMVETZE ... oveeeianannnns (0.5)
n2
¢) limp, o0 1/ (=2)" = limpooe (B2)" = limyee (1 - 1) =€t < 1
2
alors 300 | (1) COMVErge. . ..t (0.5)
d) On a 1imn%oo nn = lim, o enm — 1 alors lim,, oo nnw = 400
donc Y ° 1nnn AIVET@E. . ettt (0.5)
2)La série > 7 (1 — a)™ est convergente ssi |1 —a <lilvient 0 <a<2............... (1)
3) o (=)™ = L (0.5)
I (0.5)
b = (0.5)
1 12 12 (12 1/2 /2 1/2
3)Un = 2—1_?_m_(m_7)+<7_ﬁ>
_ /2 1/2 /2 1/2
n=2 U=(1T-%)+(% 7%
_ (12 12 /2 1/2
n=3 U= (4-4)+ (-4
_ /2 1/2 /2 1/2
n=4, Us=(%5-—7)+(7T 7%

Donc Sy = (l—ﬁ)+<i_2(z\}+1)) ................................................. (1.5)
Par suite > 7, ﬁ = limpy_yoo SN = % ............................................... (0.5)
Exercice 2 : 1) - Si 0 <z < 1, on écrit fp(z) = enln(l4a™) (0.5)
done limy, oo () = Lo (0.5)
- Si 2 =1 alors Hmn_ 00 fr(1) = HMnioe 27 = 1o o oee oo (0.5)
1
-Siz > lalors fo(z) = 2 (14 &)™ = 2fu(2), puisque 0 < 2 < 1 alors limy, 400 fn(2) =1
donc limy, 4o frn(z) = limy, 4 o0 xfn(%) . (0.5)

Donc f, LN f sur Ry avec
(1 sizeloq]
f(x)_{x six>1.
On remarque que la fonction f est continue sur Ry ... ool (0.5)
Pour tout © > 0 on a f,(z) > f(z)

2) Pour étudier la convergence uniforme, on regarde sur les intervalles [0, 1] et [1, +-00].

- Sur [0,1], on a | fu(z) — F(@)| = (L4+a™)m — 1| <2 — L. (0.5)

- Sur [1,4+o0] on étudier la variation de |f,(z) — f(x)| = |(1 + 33”)% — x| = gn(x) il vient
/ 1 nyi-1_ n—1 n—1 N —nyi=n 1

gn(x) = (1+2™)n " nz" " —1=2"""(1+2")» —1=(1+a7") " —1:7)—1
I+x—m

On déduit que ¢g/,(z) < 0 donc f,, — f est décroissante. Alors | f,(x) — f(x)] = fu(z) — f(x) <

(L) = (L) e (D)

Donc limy,—s o0 SUp,~q | fn(z) — f(z)| = limng)+oo(2% — 1) = 0 par suite f, 5, fsur Ry,

Exercice 3 : 1) lim,_,o =1 = 1, donc le rayon de convergence R =1................... (1)



2
s R R R rrs (1)
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3) On pose z = 1 il vient Y 00 | 21 = ﬁ =1 (1)
2
2 2\’
On 3 X350 =10 g s 07— = 25) = 1
_ 24
Onposex—fllwent Yoo 30 3Zn 17§n n—%<(1_?’%)3>:%. ................... (1)
Exercice 4 : La fonction f est paire ............ooiiiiiiiiiii i (0.5)
donc b =0pour tout m > 1. ... (1)
ag = = fo sinadr = 2 L (0.5)

—Sln>10naan—2f snrwvcosn:vdac-%fo7r sin(n + 1)x — sin(n — 1)z)dz =
2 [ cos(n+1)x +cos(n—1)} 214 (=1
0

| n+1 n—1 T n2-1

Les coefficients impairs sont nul. Alors ag, = —%ﬁ ................................ (0.5)
2 4 1

d’ott la série de Fourier est Sy(x) = s Z 2 1 s 2k, oo (0.5)

La série converge pour tout x.

Onprendm:Oilvient f0)=0=2-12 ;.?Wl—l

Dot Y 4n2 e TR USSP (0.5)
On a aussi f (g) =1= % — % ngi i,;llkl

Dot 3 (0.5)

Par 1’égélité de Parceval on trouve
2 (T 02 __ 2 (T 1—cos2zx _
R DY e 14k;2 =2 Jy sin®wde = 2 [ =5de = 1.

2
DOll Zn 1(4n2 1 :%_%. .......................................................... (1)




