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Exercice 1 (06 pts)
1. Soit ¢ € C§°(R). Montrer qu’il existe ¢» € C* (R) telle que:
Vo € R; p(x) = ¢(0) + ¢'(0)z + 2*P(x)
Et

sup |¢(z)| < sup |¢"(2)|
zeR z€R

2. Soient ¢ € C§°(R) et € > 0; On pose:

|z|>e

Montrer que la limite liH(l)I () existe.
E—>

3. On pose, pour toute ¢ € C5°(R),

<Pf (%) ;90> = lim 7 ()

Montrer que 'on définit ainsi une distribution sur R d’ordre au plus 2.

4. Montrer que, dans D'(R), Vp(%)' =-Pf (a%) .

Exercice 2 (06 pts)

uand
T +10€ 4

1. Soit a > 0; calculer la limite dans S’(R) de la distribution

e— 0T,

2. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction H(x)e **; ou A > 0 et H
est la fonction de Heavside

3. En déduire la transformée de Fourier de la distribution H.

4. Trouver la transformée de Fourier de Vp(2).



Exercice 3 (08 pts)
On notera dans ce qui suit d, la distribution de Dirac au point a. On définit par
récurrence la suite de distributions (7%)x>1 par:

T, = %(51 +0_1)
Tk = Tk,1 * Tl,Vk 2 2.

1) Calculer §, * 0, et déduire que T}, s’écrire comme combinaison linéaire finie de
distributions a supports ponctuels.

2) Calculer la transformée de Fourier /T; de la distribution & support compact 7T},.

3) Pour k > 1, On pose fx(§) = /T;(\%) Montrer que f; € S'(R) et que la suite

(fr)k>1 converge dans S’(R) vers une distribution que 'on déterminera.

4) On note g la distribution dont f; est la transformée de Fourier.Montrer que la
suite (gx)r>1 converge dans S’(R) vers une distribution que I'on déterminera.



Correction:

Exercice 1 (06 pts=1.5x4)

1.

Soit ¢ € C§° (R); On applique la formule de Taylor avec reste integral a ¢ a
Iordre 2:

Vo ER; p(z) = p(0) + 2 (0) + 211 — 1) (tx)at
On pose pour tout x € R; ¢ (x fo " (tx)dt Alors: 1) est C* sur R et:

Vo ER [p(z)| < fJ(l =) |¢" ()| dt < sup|¢(x)

Dot: sup [¢(x)| < sup |¢" (z)].

z€R z€R

Soient ¢ € C§°(R) et € > 0. Soit M > 0 tel que: suppp C [—M, M]; on a:

I(p) = @(O)IME\:CbaP T fM>\$|>€ + fM>|$|>E¢(x>dx a
Alors; par imparité de x —— x, fM>|w‘>€df =0 et
dv 2 2
fM2|m|>sF T M
Donc:
2¢(0)

[s(SO) = fM2|x|>£w(x)d£U N T

Comme ¢ € C* (R) ;li_r)%fMZM'x@/)(x)dx = fMZ‘x‘w(x)dx d’ow: li_r)rtl)la(go) existe

bien.

Soit K C R un compact; soit ¢ € C3°(R) telle que suppy C K; Alors IM > 0;
K C[-M,M], on a:

s (@)#)] -

< ¢ sup }cp(k)(a:)}
z€R;|k|<2

2¢(0
Jrzpa¥ (@) — %

Donc Pf (x%) est bien une distribution sur R d’ordre au plus 2.

Soit ¢ € C§°(R) et soit M > 0 tel que: suppp C [—M, M]; Alors:

(o (3) = (2} = st 2

Or, pour tout ¢ > 0 :

fx|>€Md:c = de

- sz|z|zs

0(=2)+ ) o),

- c +sz|x\>a 72




Or; En applique Taylor avec reste intégrale a ¢ a 'ordre 1 on trouve:

_e(=) e 2000 i -y

S 9

g, T g <|x r o)y, 2906(0)) _ <P ; (L) ’¢>

Donc: Vp(L) = —Pf (%).
Exercice 2 (06 pts=2+1+1.5+1.5)

D’ou:

1. Soit «a > 0; soit ¢ € S(R); on définit: (u., ¢ fR dm; Trouvons limu,
x + iae €20
- 22 + (ea)? O 224 (c)’
On a:
[oe] - - o - - 1
lim [+ L) = o 256)d$ . pla) —p(=2) <Vp (_) ’(p>
£20 22 + (eqr) x x
De méme
lim 0+oo gO(é?Oél’) + gp(—gax) dr = T (0)
EZ)O 1 + $2

Donc On obtient: lim .
20T T 1EQ

=Vp (%) — 4w dans 5.
2. Transformation de Fourier de la fonction H(x)e ;A > 0
11
+oo 7)@ zz{dw _ )
\/27Tf NN
3. Si on fait tendre A vers 0, le théoréme de convergence dominée assure que dans
S’ (R) ; la distribution H(z)e ** converge vers H.

La transformation de Fourier est continue dans S’, il suffit de déterminer la

limite de: f 5 J}m (au sens de 5’)
H = limHe > = limHe
A—0 A—=0

i 1 1
1M —.
A—=0+/27r /\—I—’LZE

)

4. On a Vp (%) = iv2rH — irs dot

Vp (1) = i2rH —iro




Exercice 3 (08 pts)

1. Tout d’abord, on remarque que comme sup p(7 *.S) C sup pT + sup pS, puisque

T7 est & support compact, on montre par récurrence que tout les 7}, sont aussi
a support compact.

(01pt) Soit a et b dans R, on a: Yy € C3°(R),

(00 % 0p,0) = (0as (0, p(T +.)))
= (da, p(x + b))
= pla+10)

(6atb @)

Donc 0, * §p = g rp-
(0.5pt) On peut alors calculer T}, soit k& > 2

T, = TixTy*..xT1;
* 1 *

(01pt) Or * est commutatif est associatif, on peut donc appliquer la formule
du binome de Newton pour obtenu:

Tk
T, = o> Cloy x5
0

J

[\)

E

1
‘]7

- ZC 62)

ok =

2| =
e

k .
Donc: Vk > 2, T}, = Lk Z Cilo9j—k

. (01pt) Comme Ty = T*, on a: T},(€) = <T1(§)> Or: T1(&) = (e + €*) =
cos(§) Donc: m = (cos&)* et T, est bien C® (ce que l'on savait déja car
T, € £'(R))

. (0.5pt) D’aprés 2, on a: Vk > 1, V€ € R, fi(§) = (cos(\%))k. Alors fj, €
L>*(R) Cc S’(R), donc f;, € S'(R) ;

(01.5pt) Pour montrer la convergence de f;, dans S’(R). On fixe ¢ € S(R) et
on cherche la limite éventielle de (fy, @), Soit ¢ € S(R) on a:

VE>1, (fi.o ffk
€]
On fixe £ € R. Pour k > 4¢)*, on a I < et cos(\%) > 0 or cos(\%) =
1—%—!—0(%) et log fr(€) = klog(cos(\% ) = klog(1— %—i—o(%)) = —%—l— (%)



Dow lim log fi(€) = —5 et lm fi(6) = e%.0n V€ € R|fl©)p()] <

()| € LY(R) et est indépendant de k, donc par le théoréme de convergence
dominée,

lim (f ) = Jim [ (€)p()de

k:—>ooR

= H{lim fe(€)@(§)dE

k—oo

= fe S p()de
R

52
= <6_2,§0>
2

(01pt) D’ou: (fx)r>1 converge dans S’'(R) vers e

. (01.5pt) Soit g, € S’(R) telle que: fr = F(gx). Alors par la continuite de F
dans S'(R), on déduit de la convergence dans S'(R) de (f)r>1 dans S’(R), la
convergence de (gi)g>1 dans S’(R) De plus, (gx)k>1 converge dans S’(R) vers

2
f‘l(e’%) et Vo € R;

Donc, dans §'(R), gr — €2



