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Exercice 1 (06 pts)

1. Soit ' 2 C10 (R): Montrer qu�il existe  2 C1 (R) telle que:

8x 2 R; '(x) = '(0) + '0(0)x+ x2 (x)

Et
sup
x2R

j (x)j � sup
x2R

j'00(x)j

2. Soient ' 2 C10 (R) et " > 0; On pose:

I"(') :=
R

jxj>"

'(x)

x2
dx� 2'(0)

"

Montrer que la limite lim
"!0

I"(') existe.

3. On pose, pour toute ' 2 C10 (R);�
Pf

�
1

x2

�
;'

�
:= lim

"!0
I"(')

Montrer que l�on dé�nit ainsi une distribution sur R d�ordre au plus 2:

4. Montrer que, dans D0(R); V p( 1
x
)0 = �Pf

�
1
x2

�
:

Exercice 2 (06 pts)

1. Soit � > 0; calculer la limite dans S 0(R) de la distribution
1

x+ i�"
quand

"! 0+:

2. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction H(x)e��x; où � > 0 et H
est la fonction de Heavside

3. En déduire la transformée de Fourier de la distribution H:

4. Trouver la transformée de Fourier de V p( 1
x
):
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Exercice 3 (08 pts)
On notera dans ce qui suit �a la distribution de Dirac au point a: On dé�nit par

récurrence la suite de distributions (Tk)k�1 par:�
T1 =

1
2
(�1 + ��1)

Tk = Tk�1 � T1;8k � 2:

1) Calculer �a � �b et déduire que Tk s�écrire comme combinaison linéaire �nie de
distributions à supports ponctuels.

2) Calculer la transformée de Fourier cTk de la distribution à support compact Tk:
3) Pour k � 1; On pose fk(�) = cTk( �pk ): Montrer que fk 2 S 0(R) et que la suite

(fk)k�1 converge dans S 0(R) vers une distribution que l�on déterminera.

4) On note gk la distribution dont fk est la transformée de Fourier.Montrer que la
suite (gk)k�1 converge dans S 0(R) vers une distribution que l�on déterminera.
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Correction:

Exercice 1 (06 pts=1.5�4)

1. Soit ' 2 C10 (R) ; On applique la formule de Taylor avec reste integral à ' à
l�ordre 2:

8x 2 R; '(x) = '(0) + x'0(0) + x2
R 1
0
(1� t)'00(tx)dt

On pose pour tout x 2 R;  (x) =
R 1
0
(1� t)'00(tx)dt Alors:  est C1 sur R et:

8x 2 R; j (x)j �
R 1
0
(1� t) j'00(tx)j dt � sup

x2R
j'00(x)j

D�où: sup
x2R

j (x)j � sup
x2R

j'00(x)j :

2. Soient ' 2 C10 (R) et " > 0: Soit M > 0 tel que: supp' � [�M;M ] ; on a:

I"(') = '(0)
R
M�jxj>"

dx

x2
+ '0(0)

R
M�jxj>"

dx

x
+
R
M�jxj>" (x)dx�

2'(0)

"

Alors; par imparité de x 7�! 1
x
;
R
M�jxj>"

dx
x
= 0 et

R
M�jxj>"

dx

x2
=
2

"
� 2

M

Donc:

I"(') =
R
M�jxj>" (x)dx�

2'(0)

M

Comme  2 C1 (R) ; lim
"!0

R
M�jxj>" (x)dx =

R
M�jxj (x)dx d�où: lim"!0

I"(') existe

bien.

3. Soit K � R un compact; soit ' 2 C10 (R) telle que supp' � K; Alors 9M > 0;
K � [�M;M ] ; on a:�����Pf � 1x2

�
; '

����� =

����RM�jxj (x)dx�
2'(0)

M

����
� c sup

x2R;jkj�2

��'(k)(x)��
Donc Pf

�
1
x2

�
est bien une distribution sur R d�ordre au plus 2.

4. Soit ' 2 C10 (R) et soit M > 0 tel que: supp' � [�M;M ] ; Alors:�
V p

�
1

x

�0
;'

�
= �

�
V p

�
1

x

�
;'0
�
= �lim

"!0

R
jxj�"

'0(x)

x
dx

Or, pour tout " > 0 :

R
jxj�"

'0(x)

x
dx =

R
M�jxj�"

'0(x)

x
dx

= �' (�") + ' (")

"
+
R
M�jxj>"

'(x)

x2
dx
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Or; En applique Taylor avec reste intégrale à ' à l�ordre 1 on trouve:

�' (�") + ' (")

"
= �2'(0)

"
� ( (")�  (�"))

D�où:

�lim
"!0

R
jxj�"

'0(x)

x
dx = �

 R
jxj>"

'(x)

x2
dx� 2'(0)

"

!
= �

�
Pf

�
1

x2

�
; '

�
Donc: V p( 1

x
)0 = �Pf

�
1
x2

�
:

Exercice 2 (06 pts=2+1+1.5+1.5)

1. Soit � > 0; soit ' 2 S(R); on dé�nit: hu"; 'i =
R
R
'(x)

x+ i�"
dx; Trouvons lim

"
>!0
u"

hu"; 'i =
R +1
0

x
'(x)� '(�x)
x2 + ("�)2

dx� i"�
R +1
0

'(x) + '(�x)
x2 + ("�)2

dx

On a:

lim
"
>!0

R +1
0

x
'(x)� '(�x)
x2 + ("�)2

dx =
R +1
0

'(x)� '(�x)
x

dx =

�
V p

�
1

x

�
; '

�
De même:

lim
"
>!0

R +1
0

'("�x) + '(�"�x)
1 + x2

dx = �' (0)

Donc On obtient: lim
"
>!0

1

x+ i"�
= V p

�
1
x

�
� i�� dans S 0:

2. Transformation de Fourier de la fonction H(x)e��x;� > 0

f̂(�) =
1p
2�

R +1
0

e��x�ix�dx =
1p
2�
:
1

�+ i�

3. Si on fait tendre � vers 0; le théorème de convergence dominée assure que dans
S 0 (R) ; la distribution H(x)e��x converge vers H:
La transformation de Fourier est continue dans S 0; il su¢ t de déterminer la
limite de: 1p

2�
: 1
�+ix

(au sens de S 0)

bH = \lim
�!0

He��x = lim
�!0

\He��x

= lim
�!0

1p
2�
:
1

�+ ix

=
1p
2�

�
�� � iV p

�
1

x

��
4. On a V p

�
1
x

�
= i
p
2� bH � i�� d�où

\
V p

�
1

x

�
= i

p
2� �H � i�b�

= i
p
2�(1�H)� i�p

2�

= i
p
2�(

1

2
�H)
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Exercice 3 (08 pts)

1. Tout d�abord, on remarque que comme sup p(T �S) � sup pT +sup pS; puisque
T1 est à support compact, on montre par récurrence que tout les Tk sont aussi
à support compact.

(01pt) Soit a et b dans R, on a: 8' 2 C10 (R);

h�a � �b; 'i = h�a; h�b; '(x+ :)ii
= h�a; '(x+ b)i
= '(a+ b)

= h�a+b; 'i

Donc �a � �b = �a+b:

(0.5pt) On peut alors calculer Tk soit k � 2

Tk = T1 � T1 � ::: � T1
= T �k1 =

1

2k
(�1 + ��1)

�k

(01pt) Or � est commutatif est associatif, on peut donc appliquer la formule
du binome de Newton pour obtenu:

Tk =
1

2k

kP
j=0

Cjk�
�j
1 � �

�(k�j)
�1

=
1

2k

kP
j=0

Cjk�j � �j�k

=
1

2k

kP
j=0

Cjk�2j�k

Donc: 8k � 2, Tk = 1
2k

kP
j=0

Cjk�2j�k

2. (01pt) Comme Tk = T �k1 ; on a: [Tk(�) =
� bT1(�)�k Or: [T1(�) = 1

2
(e�i� + ei�) =

cos(�) Donc: [Tk(�) = (cos �)k et cTk est bien C1 (ce que l�on savait déja car
Tk 2 E 0(R))

3. (0.5pt) D�aprés 2, on a: 8k � 1, 8� 2 R; fk(�) = (cos( �p
k
))k: Alors fk 2

L1(R) � S 0(R); donc fk 2 S 0(R) ;
(01.5pt) Pour montrer la convergence de fk dans S 0(R): On �xe ' 2 S(R) et
on cherche la limite éventielle de hfk; 'i ; Soit ' 2 S(R) on a:

8k � 1; hfk; 'i =
R
R
fk(�)'(�)d�

On �xe � 2 R: Pour k � 4 j�j2 ; on a j�jp
k
� 1

2
et cos( �p

k
) � 0 or cos( �p

k
) =

1� �2

k
+o( �

2

k
) et log fk(�) = k log(cos( �p

k
)) = k log(1� �2

k
+o( �

2

k
)) = � �2

2
+o( �

2

k
):
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D�ou: lim
k!+1

log fk(�) = � �2

2
et lim

k!+1
fk(�) = e�

�2

2 :Or: 8� 2 R; jfk(�)'(�)j �
j'(�)j 2 L1(R) et est indépendant de k, donc par le théorème de convergence
dominée,

lim
k!1

hfk; 'i = lim
k!1

R
R
fk(�)'(�)d�

=
R
R
lim
k!1

fk(�)'(�)d�

=
R
R
e�

�2

2 '(�)d�

=

�
e�

�2

2 ; '

�
(01pt) D�ou: (fk)k�1 converge dans S 0(R) vers e�

�2

2 :

4. (01.5pt) Soit gk 2 S 0(R) telle que: fk = F(gk): Alors par la continuite de F
dans S 0(R); on déduit de la convergence dans S 0(R) de (fk)k�1 dans S 0(R), la
convergence de (gk)k�1 dans S 0(R) De plus, (gk)k�1 converge dans S 0(R) vers
F�1(e�

�2

2 ) et 8x 2 R;
F�1(e�

�2

2 )(x) = e�
1
2
x2

Donc, dans S 0(R); gk !
k!+1

e�
1
2
x2.
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