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E X A M E N

Exercice 0.1. (11 pts) On considére la matrice suivante :
1 3 -3 1
A=2l2 -4 2 | eM(®)
1 -3 3
(1) Montrer que 1 est une valeur propre de A.

(2) Montrer que (1,2,1) est un vecteur propre de A.

(3) Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de A. En déduire
le polynome minimal de A.

(4) A est elle inversible ?
(5) Montrer par récurrence que :
1 5—(-1)™ 3(-1)"-3 1-—(-1)"
VneN; AM= | 2-2-D" 6(-1)" -2 2-2(-1)"
1—(-)™ 3(-1)=3 5—(=1)"

Exercice 0.2. (09 pts) On considére la matrice suivante :

-1 -1 3
A= -2 -2 6 € Mg(]R)
-1 -1 3

(1) Montrer que A est nilpotente. En déduire les valeurs propres, le polynome
minimal et le polynome caractéristique de A

(2) Déterminer la réduite de Jordan de A.

(3) Montrer que A est semblable a

B =

o OO
_ o O
o O O

Bonne Chance
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Exercice 0.1. On consideére la matrice suivante :

1 3 -3 1
A= 3 2 —4 2 | e M3(R)
1 -3 3
(1) Montrons que 1 est une valeur propre de A.
On a
1 3—-2 -3 1 1 1 -3 1
Py(1) = 3 2 —4 -2 2 =3 2 =6 2 |=0 (L;=0L3)
1 -3 3—2 1 -3 1

Alors 1 est une valeur propre de A.

(2) Montrons que (1, 2, 1) est un vecteur propre de A :

On a
1 3—2 -3 1 1 1
5 2 -4 -2 2 | =—
1 -3 3—2 1 1

Alors (1,2,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre -1.

(3) Déterminons les valeurs propres :

3-2\ -3 1 2z=20 o 2\ —2
Pa(l) = | 2 -2 2 =2l 2 d-2x 2 (Ly — Ls)
1 -3 3-2A 1 -3 3-2A
) 1 0 -1 ) 1 0 0
= g@-2y[2 —4-20 2 [=2@2-2)|2 4-2 4 (C1 + C3)
1 -3  3-2A 1 -3  4-2)

= %(2 —20) (4N —4) = —(1 = A)*(A+1).

Alors les valeurs propres de A sont Ay = 1(racine double) et Ay = —1(racine simple)

(4) Déterminons les sous espaces propres de A.
Pour A = -1
On a (-1) est une valeur propre simple associée au vecteur (1,2,1) alors le
sous espace propre E_q est de dimension 1. On conclut que

E_i={a(1,2,1)/a € R}
1



Pour A =1

x T
B = {(wy)eR/Al y | =y |}
z z
3r—3y+z2=2x r—3y+2z=0
= {(z,y,2) eR?/{ 20 —dy+22=2y } ={(z,y,2) ER}/{ 20 —6y+22=0 }
x—3y+3z =2z r—3y+z2z=0

= {(x,y,z)€R3/{ r=3y—z }={y(3,1,0) + 2(-1,0,1)/y,z € R}

On remarque que dimFE, = 2 alors A est diagonalisable. On conclut que le
polynome minimal de A est ma(A\) = (A +1)(A—1).

(5) A est inversible car detA = [[ X\ = (1)2(=1) = -1#0
i=1
(6) Montrons par récurrence que :
1 5—(-1)™ 3(-1)"-3 1-—(-1)"
VneN; A= | 2-2(-D" 6(-1)" -2 2-2(-1)"
- (-1 31" -3 5 (-1
Pour n=0, On a
5—1 3-3 1-1

A=—[ 2-2 6-2 2-2 | =13 (vraie)
1-1 3-3 5-1

Pour n=1, On a

L 5 (=1 3(-1) -3 1-(-1) L[ 6 —6 2
A== 2-2(-1) 6(-1)—2 2—-2(-1) | == 4 —8 4 | =A (vraie).
(1—(—1) 3(-1) -3 5—(—1)) 4(2 —6 6)

On suppose qu’elle est vraie pour n et on la montre pour (n+1). On a

ERE 5—(=1)" 3(-1)"—3 1— (=1
Al = AAr=—| 2 —4 2 2-2(=1)" 6(-1)"—2 2—2(-1)"
8 ( 1 -3 3 ) ( 1—(—1)" 3(-1)"—3 5—(~1)" )
10+4(-1)" —6(-1)"—6 2+2(—1)"
= ( 44+4(-1)"  —12(=1)"—4  4+4(-1)" )
242(-1)"  —6(=1)"—6 10+2(—1)"
5— (71)n+1 3(71)n+1 -3 1— (71)n+1
( 9 _ 2(_1)n+1 6(_1)n+1 —92 9_ 2(_1)n+1 )
1— (=)t 3(=1)*tt -3 5—(—1)"*!

Exercice 0.2. (09 pts) On considére la matrice suivante :
-1 -1 3
A= -2 -2 6 | e M3(R)
-1 -1 3



(1) Montrons que A est nilpotente :

-1 -1 3 -1 -1 3 0 0 O
AA=| -2 -2 6 -2 -2 6 |=100 0
-1 -1 3 -1 -1 3 0 0 0

A est nilpotente alors

(a) les valeurs propres de A sont A =0

(b) le polynéme minimal de A est m(\) = N\

(c) le polynéme caractéristique de A est Pa()\) = —\3

(2) Déterminons la réduite de Jordan de A :
cherchons la dimension du sous espace propre ;

T 0
EO = {(a:,y,z) € R3/A Y = 0 }
z 0
—z—y+32=0
= {(z,y,2) eR?*/{ —20-2y+62=0 }
—z—y+32=0

= {(z,y,2) e R®/x = —y + 32} = {y(—1,1,0) + 2(3,0,1) /y, 2 € R}
dimEy = 2 il y a deux blocs de Jordan j1(0) et j2(0) tels que (ordji(0) =
2 A ordji(0) 4 ordja(0) = 3) — ordj2(0) =1
Alors la réduite de Jordan de A est

01 0
J=|1 0 0 O
0 0 O

(3) Montrons que A est semblable a

o O O

0
0
1

o O O

On a
0 0 0 0 0 0
BB={|0 0 0 0 0 0 |=
01 0 01 0
Alors B est nilpotente et elle admet le méme polynome minimal et le méme polynome

caractéristique que A. Pour montrer que A et B sont semblables il suffit de montrer
qu’elles ont la méme dimension du sous espace propre.

x 0
EO = {(.Z‘,y,Z) ER?)/B Y = 0 }
z

{(z,y,2) e R’ Jy = 0}
= {(1,0,0) + 2(0,0,1)/z,y € R}

dimEy = 2 alors A et B sont semblables.



