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3.1. Equations diftérentielles du second ordre incomplétes

La forme générale d’'une équation différentielle du second ordre est F (t,y,y',y") = 0. Sa
forme normale ou résolue s’écrit vy’ = f (t,y,y’). 1l existe trés peu de cas ou on sait résoudre
explicitement une équation du second ordre : méme les équations linéaires du second ordre sans
second membre ne se résolvent pas explicitement en général.

La solution générale y dépend en général de deux parametres A\, u € R qui apparaissent le plus

souvent comme des constantes d’intégration.

3.1 Equations différentielles du second ordre incompletes

Ces équations se ramenent a des équations du premier ordre.

3.1.1 Equations du type v’ = f (¢, V)

Si on considere la nouvelle fonction inconnue v = ¢/, "équation y” = f(¢,y') se rameéne a
I’équation du premier ordre v' = f (t,v). La solution générale de cette derniere sera de la forme

vy (), A € R, et on obtient donc y (t) = /U)\ (t)dt +p, A\, ueR.

Exemple 40

Cherchons les solutions de I'équation y” = %y’ + 3t.

Posons v = 3/ et remplacons dans notre équation, on obtient v/ = %v + 3t. En utilisant la
méthode de variation de la constante on trouve v (t) = 3t + A\, A € R. 1l vient y () =
B+ M2+ p, \,p€R.

3.1.2 Equations du type y" = f (v,

La méthode consiste a prendre y comme nouvelle variable et v = 3’ comme variable fonction

inconnue en la variable y, c’est-a-dire v : y — v (y) = v/

Il peut y avoir des solutions constantes y (t) = yo, auquel cas y ne peut étre choisi comme

variable. On a donc des solutions singulieres y (t) = y; avec f (y;,0) = 0.

Ané n_dy _dy' dy _ dv

Dans le cas général, on a y" = T = 70 - 50 = G- - 0.
)4 : "o / \ s 132 . . dv

L’équation ¢y = f(y,y’) se ramene alors a I’équation du premier ordre v = [ (y,v). La
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3.1. Equations diftérentielles du second ordre incomplétes

résolution de cette derniére donne une solution générale vy (y) , A € R. On doit ensuite résoudre

Yy =wy (y) ou %(yy) = dt. D’ou la solution générale

d
/ id =t+up, \peR
ux (Y)

Exemple 41

Cherchons les solutions de I'équation y” = 2yy/'.

dv

Par le changement de fonction v (y) = ¢/, on a 3y’ = v o

= 2yv qui est une équation a
variables séparées de fonction inconnue v (y) ayant pour solution v = y?+ X\, A € R. Ensuite, en
résolvant 1’équation ¥’ = y? + ), qui est une équation de Riccati, on trouve y (t) = A tg (At + p)

et y (t) = —Acoth (At + u) A\, € R. De plus y = A sont des solutions singulieres. =

3.1.3 Equations du type v’ = f (y)

C’est un cas particulier du cas précédent, mais on peut ici préciser davantage la méthode de
résolution. On a en effet y'y” = y/f (y), et en intégrant il vient 3 () =0+ AR, ot
@ est une primitive de f. On obtient donc

dy

Y =EV2(p () +A) ou — 2(0(y) + )

— dt,

d’ou la solution générale est sous forme

=t+pu, peR.

i/ dy
V2 (y)+A)

Exemple 42

On considere 1'équation y” = 2eY.

En multipliant par 4/ on a y'y” = 2y'e?, et donc en intégrant il vient 3 ()’ =2eY + )\, A eR.
Alors

dy
= A £ 2N, ou ——2 gt AeR.
4 v/ 4ev + 2

En intégrant et apres simplification on obtient

y(t)zQLog( A€ R. .
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3.2. Equations différentielles type-homogenes du second ordre

3.2 Equations différentielles type-homogénes du second

ordre

Ce sont les équations différentielles qui peuvent se mettre sous la forme

/ "
F (t, z y—> = 0. (3.1)

y oy

La résolution de ces équations se fait en effectuant un changement de fonction inconnue en

/ t 2
posant u (t) = v ), et donc L. u +u?. On est alors ramené & une équation différentielle

y (t) Y

du premier ordre F (t,u, v + u?) = 0.

Exemple 43
Soit Iéquation yy” — (i) + 6ty* = 0.
/1! ! 2 ! 1!
On peut écrire cette équation sous la forme % — (%) + 6t = 0 soit F (t, y? %) = 0 avec

F(t, z,w) =w— 2% + 6t.

~

1/

On effectue un changement de fonction inconnue en posant u = =. D’ou LAR— + u? et
) Y

/! / 2
donc I'équation y? — (%) + 6t = 0 devient v/ + 6t = 0. Dot v = —3t> + A\, X € R et donc

/
LA + A qui est une équation différentielle du premier ordre ayant pour solution générale
Y

y=pe ™M X peR. a

<

3.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Considérons 1’équation différentielle linéaire du second ordre

y'tat)y +o@)y =c(t). (3.2)

Définition 24 (Solutions indépendantes)

Deux solutions y; et y de I’équation (3.2) sont indépendantes sur un intervalle [ s’il n’existe

pas de réel k tel que pour tout t € I : yo (t) = ky; (¢).

Remarque 25

Les fonctions y; et y» sont indépendantes cela signifie linéairement indépendantes au sens des

espaces vectoriels.
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3.3. Equatjons diftérentielles linéaires du second ordre

Définition 26 (Wronskien)

Soient deux fonctions dérivables t — y; (t) et t — ys (t) sur un intervalle 1.

Le wronskien de ces deux fonctions est défini a 'aide d’'un déterminant

Wiy (), 92 (1) = =y () s (8) =91 () w2 ().

Les deux fonctions dérivables ¢ — y; (t) et t — ys (t) sont linéairement indépendantes si et
seulement si leur wronskien W (yy,y2) n’est pas identiquement nul.
Exemple 44

Les fonctions ¢ + sint et t — e’ sont indépendantes.

Les fonctions f : ¢+ 3e~!sint et g : t — 5e~!sint ne le sont pas puisque g = gf. .

3.3.1 Equations linéaires homogenes du second ordre

Si ¢(t) = 0 on dit que I'équation (3.2) est linéaire homogene ou sans second membre

v +at)y +b(t)y=0. (3.3)

Cas ou 'on connait deux solutions particulieres indépendantes :

Si y; et yo sont deux solutions indépendantes de I’équation différentielle v +a (t) y'+b (t) y = 0,
alors la solution générale de cette équation différentielle est y = Ay; + pyo, A et p étant des
constantes arbitraires.

Exemple 45

Pour I'équation différentielle homogene t?y” — 2y = 0, en cherchant des solutions sous la forme
y (t) =t*,a € R, on trouve que y; (t) = ¢ et y (t) = 1 sont des solutions particulieres. D’apres
la propriété ci-dessus, on peut en déduire que la solution générale de 1’équation différentielle

est de la forme y (t) = A% + /%, ApER. «

Cas ou 'on connait une solution particuliére :

Considérons 'équation différentielle homogene y” +a (t) y' +b (t) y = 0 pour laquelle on connait

une solution particuliere y;.
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3.3. Equatjons diftérentielles linéaires du second ordre

La méthode pour trouver la solution générale consiste a effectuer un changement de fonction

en posant y (t) =y (t) v (t), ol v étant la nouvelle fonction inconnue. 11 vient
Yiv + 200" + 0"y +a(t) (o + 910') + b (8) yrv = 0.
Comme y; est solution de notre équation différentielle, alors on obtient
v + 2y +a(t)y) v = 0.

La fonction w = v’ est donc solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, qui

se peut se réécrire
/

" /
t
g:v_:_?yl()_a(t)
w y1 (t)

La solution générale est donnée par w (t) = X (y1 (t)) > e~ Jo®dt X e R.

Dot v (t) = /w (t)dt + p, A\, u € R. La solution générale de vy +a (t)y' + b (t) y = 0 est donc

y0) = ® [wOdt+u®) A€ R
Exemple 46
Considérons I'équation (¢t +1)y" — (2t —1)y' + (t —2)y = 0.
On peut vérifier que y; (t) = €' est une solution particuliere.

Cherchons la solution générale sous la forme y () = e'v (t), alors

(t+1) (e'v+2e"v" +v"e") — (2t — 1) (e'v + €'V') + (t — 2) e'v = 0.

Apres simplification, on trouve (¢ + 1)v” = —3v’. En posant w = ¢, on a (t+ 1)w’ = —3w
équation différentielle du premier ordre ayant pour solution w (t) = ﬁ D’ou
U(t):/w(t)dt—l—u:%—i-,u A eR.
(t+1)
La solution générale de notre équation différentielle est donc
y(t):(%—l—u)et, A\ € R .
(t+1)

3.3.2 Equations linéaires non homogenes du second ordre

Si ¢ (t) # 0 on dit que I'équation y” +a (t)y' + b (t) y = c(t) est linéaire non homogene ou avec

second membre. L’équation y” +a (t)y' + b(t) y = 0 est '’équation homogene associée.

Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, la solution générale de
I’équation non homogene y” + a(t)y + b(t)y = c(t) est égale a la somme de la solution

générale de 1’équation homogene et d’une solution particuliere de I’'équation non homogene.

33



3.3. Equatjons diftérentielles linéaires du second ordre

Variations des constantes :

Supposons qu’on connaisse la solution générale y = Ay; + pys, A, p € R de I’équation homogene
y"+a(t)y +b(t)y = 0. On peut alors chercher la solution générale par la méthode de variation
des constantes.

Le principe de cette méthode est de considérer A\ et p comme fonctions de la variable t. Cher-
chons la solutions sous la forme y (t) = A(t)y1 (t) + () y2 (t). En reportant cette fonction

dans I’équation non homogene, on a apres simplification
2Ny + 2075 + Ny + 1"ye + a (8) (Nyn + ply2) = (1)

En imposant la condition supplémentaire N'y;+1'yo = 0, on voit que Ny +p"ys = — (Nyy + p'yh)

et donc les dérivées X et ' doivent vérifier le systeme
Ay + 1'y2 = 0,

Ny + iy = c(t).
En résolvant ce systeme on obtient
N = —C (t) Y2 /ll _ c (t) )
Yivh — Y1Y2’ Y1Ys — Yiye
D’ou la solution générale de I’équation non homogene y"” +a (t)y + b (t)y = c(t) est
—c(t)y c(t)y
yzy{/——TLL%ﬂﬁ+y{/——;l%—dﬁ+%h+ﬁw¢hﬁ€R-
Y1Ya — Y1lY2 Y1Ya — Y1lY2
Exemple 47
Considérons I'équation y” — t%y = te!. En cherchant des solutions pour I’équation homogene
y" — %y == 0 sous la forme y (t) = t*, @ € R, on trouve que y; (t) = ¢* et y (£) = 1 sont deux

solutions particulieres indépendantes. D’otu la solution générale de 1’équation homogene est de

la forme y (t) = M? + %, A, it € R. On va donc chercher la solution générale de ’équation non

t
homogene sous la forme y (t) = t2X (t) + # Les dérivées X' et p’ doivent vérifier le systéme
H,
Ny1 + p'ys =0, PN+ =0,
ou .
Ny + iy = c(t), %X—%:w#
On en déduit que X' = zef, ' = FtPe’ et donc
1 1
At) = get—i-oz, w(t) = get (—t3+3t2—6t+6) + 06, a,p€eR.
D’ou la solution générale de I’équation non homogene est
t 2 2, M
y(t)=e t—2—|—¥ —l—)\t—i-?, A e R. .
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

3.4 Equations linéaires du second ordre a coefficients

constants

Une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants, est une équation
du type

y'+ay +by=c(t),
ou les coefficients a et b sont des constantes réelles, t — ¢(t) est une fonction donnée continue
sur un intervalle I C R.
Comme dans le cas a coefficients non constants, on commence par résoudre 1’équation homogene
associée ou sans second membre

v +ay + by =0.

On cherche des solutions sous la forme y = €™, r € R. En substituant dans notre équation
homogene, on obtient

(7‘2 +ar + b) e = 0.
Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut que

2 +ar+b=0.

Cette équation se nomme 1'équation caractéristique (ou auxiliaire) associée a notre équation

homogene. Les valeurs de r se trouvent aisément a ’aide de la formule quadratique

—a++va? —4b
5 .

r =
Trois cas peuvent alors se produire :

e Si a? —4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r; et ry, ce qui montre que

t t

les fonctions y; = €"* et yo = €"* sont deux solutions particulieres indépendantes. La

solution générale de I’équation homogene y” + ay’ + by = 0 sera alors

yp = e 4 pe™t N\, u € R.

e Si a? — 4b = 0, on trouve une racine réelle double ry. Dans ce cas, I'obtention d’une

t

solution réelle o montre que la fonction y; = €™ est une solution particuliere, d’autre

part on peut montrer que y, = te™! est aussi solution. On en déduit alors que la solution

générale de 1’équation homogene est de la forme
yn = (Xt +p)e™, A peR.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

e Sia%—4b < 0 on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme générale
r=a—ifetry=a+if, a,f € R. Alors y; = e cos (ft) et yo = e sin (5t) sont deux
solutions particulieres indépendantes de 1’équation homogene. D’ou la solution homogene
générale est

yn = e (Acos (Bt) + psin (Bt)), A\ pu € R,
que 'on peut aussi mettre sous la forme
yn = Ae® cos (Bt + p) ouy, = e sin (Bt +p), N\ p€R.
Exemple 48
a) v +4y + 3y =0.
L’équation caractéristique est r2 +4r +3 =0, on a r; = —3,75 = —1. Alors la solution
générale est y = Ae 3 + pe~t, N\, u€R.
b) v + 4y’ + 9y = 0.

b) L’équation caractéristique est r> +4r +9 =0, on ar = —2 — i\/g, ry = —2 +iv/5. Alors
la solution générale est y = e~ ()\ cos (\/gt) + psin (\/gt)) , A e R
c)y"+6y +9y=0.

¢) L’équation caractéristique est 7> + 6r +9 = 0, on a r; = —3 une racine double. Alors la

solution générale est y = (M +pu)e™, A\ u€R.

Ensuite, il faut trouver une solution particuliere y, de I’équation avec le second membre
y'+ay +by=c(t).

La solution générale sera y = y, + yp.

3.4.1 Recherche d’une solution particuliere pour des seconds mem-
bres spécifiques

Dans la pratique, c’est la forme de la fonction ¢ (t) qui nous indiquera sous quelle forme chercher

la solution particuliere.

e Sic(t)=p(t) est un polynome de degré n :

Chercher une solution ¢ (¢) qui soit un polynome de degré n si b # 0, de degré n+1si b =0
et a#0,et dedegrén+2sia=0et b=0.

36



3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Exemple 49

Cherchons une solution de I'équation y” — i/ — 2y = 2¢2.

L’équation caractéristique 7> — r — 2 = 0 admet les racines —1 et 2. La solution générale de
I'équation homogene associée est donc y, = Ae™ ! + pe?, \, u € R.

Cherchons une solution particuliere sous forme d’'un polynome du second degré y, = at?*+ ft+7.
On a y, = 2at + B,y = 2a.

En remplagant dans 1’équation, on trouve : —2at? — 2 (a+ )t + 2a —  — 2y = 2t%. D’ou
a=—-1,=1~v= —%. Une solution particuliere est donc y, = —t? + ¢ — % D’ou la solution

générale est y = —t2 +t — % + et pe? A peR. -
e Sic(t) est de la forme Ke™, avec r* +ar +b#0 :

Chercher une solution de la forme ae’™.
Exemple 50
Cherchons une solution de I'équation 3" — 3 — 2y = e3*.
La solution générale de I’équation homogene associée est y, = et 4+ pe?, A\, u € R. Comme

2 _ r — 2, cherchons une solution particuliere

3 n’est pas racine du polynome caractéristique r
— 3t !/ 3t I 3t

sous la forme y, = ae™. On a y, = 3ae™, y, = Yae™.

En remplacant dans 1'équation, on trouve (9a — 3o — 2ar) €3 = €3, d’ott a@ = }1. Une solution

e3. D’ou la solution générale est y = 1e3t + et + pe?, \,p € R. «

particuliere est alors y, = 1

e Sic(t) est de la forme Ke™, avec 7 +ar +b =0 :

Chercher une solution de la forme ate™ (ou at?e™ si r est racine double).

Exemple 51

Cherchons une solution de I’équation y” — 3y’ — 2y = €.

La solution générale de I’équation homogene associée est y, = Ae™t + pe*, A\, u € R. Comme
2 est racine simple du polynéme caractéristique 72 — r — 2, cherchons une solution particuliere
sous la forme y, = ate?.

On ay, = (20t + ) e,y = (4at + 4a) €. En remplagant dans I'équation, on trouve a = 3.

D’ott la solution générale est y = Ae™ + (5t + p) e*, A, p € R.
e Sic(t) est de la forme p (t) €, ol p est un polynéme de degré n :

Chercher une solution de la forme ¢ () €"*, oll ¢ est un polynéme de degré n si r?+ar +b # 0,

et de degré n+ 1 si 72 + ar + b = 0 (ou méme de degré n + 2 si r est racine double).
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Exemple 52
Cherchons une solution de I'équation y” — 3/ — 2y = te’.
La solution générale de I’équation homogene associée est y, = Ae™! + ue?, X\, pu € R.

2 _ r — 2, cherchons une solution

Comme 1 n’est pas racine du polynome caractéristique r

particuliére sous la forme y, = (at + ) €'.

On ay, = (at +a+pB)e',y, = (at +2a+ 3)e'. En remplagant dans I'équation, on trouve
-1

a= 3t 3 ==L Dou la solution générale est y = 22 (2t + 1) e + Ae " + pe?, A, p €R. u

e Sic(t) est de la forme dcos (rt) + esin (rt) :

Chercher une solution de la forme « cos (rt) + B sin (rt) (ou t (acos (rt) + Bsin (rt)) si cos (rt)
est solution de I’équation homogene).
Exemple 53
Cherchons une solution de I'équation y” — ¢’ — 2y = sin (2t).
La solution générale de I’équation homogene associée est 1, = Ae~! + pe?, \, u € R.
On cherche une solution sous la forme y, = « cos (2t) + Bsin (2t).
On a y,, = —2asin (2t) + 2B cos (2t) , y, = —4acos (2t) — 43 sin (2t).
En remplacant dans I’équation, on trouve —2 (3av + ) cos (2t) + (2cc — 6/3) sin (2¢) = sin (2¢),
donc 3a+ f=0et 2aa — 68 =1, d’oﬁa:%,ﬁ:;—g.

Alors la solution générale est y = 55 cos (2t) — 2= sin (2¢) + Xe ™" + pe*, \,p € R. a
e Sic(t) est la somme de plusieurs fonctions ¢; (t),- -, ¢ (t) qui sont chacune d'un des types
ci-dessus :

Chercher pour i de 1 & k une solution particuliere s; (t) de chacune des équations
y'+ay by =c(t).

La fonction sy (t) + - - - + s (t) sera solution particuliere de y” + ay’ + by = ¢ (t).
Exemple 54
Cherchons une solution de I'équation y” — i/ — 2y = 2t> + e?.
Une solution particuliere de y” — ¢/ — 2y = 2t% est y,, = —t* +1t — %
Une solution particulitre de y” — ¢/ — 2y = €*' est y,, = ste*.

Donc y, = —t* +t — 3 + 3te? est solution particuliere de y” —y' — 2y = 2t* 4 ¢*.
Résumons les cas ci-dessus dans le tableau suivant.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Second membre c (t) Solution particuliere y,, (¢)

Yp (t) polynome de degré n si b # 0
c¢(t) = p(t) est un polynome de degré n de degré n+1sib=0et a#0
de degré n+2sia=0b=0

c(t) = Ke™, avec > +ar +b #0 Yy (1) = ae™

c(t) = Ke™ avecr? +ar+b=0 yp(t) = ate™  sir racine simple.
yp(t) = at?e™  sir racine double.

c(t)y=pt)et,r*+ar+b+#0,degp=n | y,(t) = q(t) ™, q polynome de degré n
c(t)y=pt)et,r*+ar+b=0,degp=n | y,(t) = q(t) ", ¢ polynome de degré n + 1
c(t)=p(t)et,r= degp=n yp(t) = q (t) €™, ¢ polyndome de degré n + 2
c(t) = dcos(rt) + esin (rt) Yp(t) = accos (rt) + [sin (rt)

3.4.2 Solution particuliere par la méthode de variation des con-

stantes

Comme nous I'avons vu dans le cas général des équations linéaires du second ordre, une solution
particuliere de I"équation y” + ay’ + by = c(t) peut étre obtenue par la méthode de variation
des constantes (voir page 34).

e / yl;g (—t)ygﬁ/z i yQ/ ylzjé(? yyllﬂh oyt Py D ER,
ol ;1 et 1 sont 2 solutions particulieres indépendantes de I’équation homogene y” +ay’+by = 0.
Si r1 et ry sont deux racines distinctes du polynéme caractéristique 72 + ar + b, alors y; = e"f,

yo = €' Dans ce cas, par intégration par parties, on peut écrire la solution générale de

I’équation avec second membre en une seule formule

y = et / (e“‘?’“l)t ( / e e (1) dt)) dt.

Cherchons une solution de 1’équation 3" — ¢/ — 2y = e~ .

Exemple 55

L’équation caractéristique r?> — r — 2 = 0 admet les racines r; = —1 et 75 = 2. La solution

générale est donc

y =t f <e3t ( / eztetdt)) =t [ (@ (e )

=e (A =gt p) =AM + (u—gt)e LA pER
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3.5. Equations linéaires homogenes a coefficients analytiques

3.5 Equations linéaires homogeénes a coefficients analy-

tiques

Soit donnée une équation différentielle du second ordre homogene
' +alt)y +b(t)y=0. (3.4)

Supposons que les coefficients a (t) et b (t) puissent étre représentés sous forme de séries suivant

+oo +oo
les puissances enticres positives de ¢, c’est-a-dire a (t) = >_ axt® et b(t) = >_ bit®. Cherchons
k=0 k=0

+00
la solution de (3.4) sous la forme d’une série entiere y (t) = > cpt.
k=0

En introduisant cette expression de y et de ses dérivées dans (3.4), on obtient

+00 +o00 +o00 +o00 +o0
D k(k—1) et + (Z a,ﬁ) <Z kcktk_1> + (Z bktk’) (Z c,ﬁ) =0.  (3.5)
k=2 k=0 k=1 k=0 k=0

En multipliant les séries entieres, en groupant les termes semblables et en annulant les coeffi-

cients de toutes les puissances de t au premier membre de (3.5), on obtient une série d’équations

to 2 162 + apcy + boCo = O,
tl 3 263 + 2@002 +aic, + b001 + b1€0 = 0,

(3.6)
t2 4 304 + 3&003 + 2@102 + ascy + bQCQ + b101 + bQC() = 0,

Chacune des équations suivantes (3.6) comporte un coefficient de plus que 1’équation précédente.
Les coefficients ¢y et ¢ restent arbitraires et jouent le role de constantes d’intégration. La
premiere des équation (3.6) donne ¢y, la deuxieme c3, la troisieme ¢, et ainsi de suite. En
pratique il est commode de procéder comme suit : d’apres le schéma décrit plus haut on
cherche deux solutions y; (t) et y, (¢), en choisissant pour y;, co = 1 et ¢; = 0 et pour ys, ¢ = 0
et ¢; = 1. Toute solution de (3.4) sera une combinaison linéaire de y; (t) et ys (¢).

On peut énoncer le théoreme suivant.

{Théoréme 27 )

+00 oo
Si les séries a(t) = > apth et b(t) = > btk convergent pour |z| < R, alors la série
k=0 k=0
+oo
y(t) = cxt* construite par le procédé indiqué plus haut sera aussi convergente pour
k=0

|z| < R et constituera une solution de (3.4).
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—+00

En particulier si a (¢) et b(t) sont des polynémes en t, la série y (t) = > cit* sera convergente
pour toute valeur de t. 0
Exemple 56
Trouver la solution de I’équation
y' —ty —2y=10 (3.7)

sous forme d’une série entiere.

+o00
Cherchons y; (t) sous forme de la série y; (t) = Z cth, alors

+00
= Z kgt yi ( Z k(k—1) cpth 2.
k=1

En introduisant y; (t), v} (t) et y{ (t) dans (3.7), on obtient

Zk — 1) ept*” Q—tchkt"’ 1—22%’“—0 (3.8)

En groupant dans (3.8) les termes semblables et en annulant les coefficients de toutes les
puissances de t, on obtient des relations permettant de déterminer cg,cq, - - - .

Posons y; (0) = 1 et g (0) = 0. Alors on trouve ¢y = 1,¢; = 0. Ainsi, on a

t%: 2cy —2¢9 =0, dott c; = ¢y = 1,

th: 6c3—cp —2c; =0, dolt c3 = %cl =0,
20 1204 — 203 — 2¢, =0, d’oli ¢q = 305 = 3,
31 2005 — 35 — 2¢3 =0, d'ott ¢5 = 3¢5 =0,
+o00
Par conséquent y; (¢t) = 1 +¢? + 3¢* 4 ---. De facon analogue, en prenant y, (t) = > ayt* et
k=0

les conditions initiales y, (0) = 0 et y5 (0) = 1, on obtient ap = 0,y = 1.

En portant ys (t) dans (3.7), on trouve
+o00

Zk — Dt = (k+2) ait* = 0.

k=0
Par un changement d’indice dans la premiere somme on obtient

“+oo

3 (k+2) <(k+1)ak+2—a,€>tk:0.

—=ap, k=2,3,---. On en déduit que ag, = 0 et g1 = ﬁ, et donc

+o00 1 - +o00 1 t2 k
_ +1 __ Il I
=Dt —tZk,(z) = te7.
k=0 k=0

La solution générale de I’équation (3.7) sera sous la forme y (t) = A\y; (y) + pye () , A\, p € R. »

Alors ay19 = k+1
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3.5.1 Coefficients analytiques, points réguliers

Définition 28 (Points régulier et singulier)

On dit qu’'un point ¢y est un point régulier ou ordinaire de 1’équation différentielle
y'+at)y +b()y=0, (3.9)

si les coefficients a (t) et b(t) sont analytiques en ce point ; dans le cas contraire, le point ¢,

s’appelle point singulier de I’équation différentielle (3.9).

Dans les exemples suivants, ty = 0.

L’équation différentielle d’Airy

C’est I'équation y” — ty = 0.

+oo
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y (t) = >_ cxt” est
k=0

(k+2)(k+1)cpyo=cr_1 pour k >1, cg =0.

Co . C1 _
2356 Bk—1)@Bk) ' T34.6.7.... (3) 3k £ 1) 2

+0o0 “+oo
Yy (t) = Cp (1 + Z Cgkt3k> +C (t + Z Cgk+1t3k+1> .
k=1

k=1

D’ou c3, = 0, et

donc

L’équation différentielle d’Hermite

C’est I'équation y” — 2ty + ay = 0,a € R.

+00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y (t) = > cxt” est
k=0

(k+2)(k+1)cpo = — (a— 2k) ¢ pour k > 0.

D’olt
Kk
e = Gprala—4) (a—=8)---(a—4(k—1))c,
Kk
Corr1 = i (@—2) (@=6) - (a—2—4(k— 1))y,
et

+oo +o0
y(t) =coyo (t) +cryr (t) ouyo(t) =1+ Z cort™ et yy (1) =t + Z Cop1t7H1,
k=1 k=1
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Lorsque a = 2n est un entier pair, ¢,;2 = 0 et la solution paire yo (t) est un polynome si n est
pair, la solution impaire y; (¢) est un polyndme si n est impair. Le n-ieme polynéme d’Hermite
est normalisé par la condition que le coefficient de ¢" vaut 2". Son expression est

L%J n!zn—2k

H,(t) =Y (-1)* mt”*%.

L’équation différentielle de Tchebychev

C’est I'équation (1 —t?)y” —ty' + a*y = 0,a € R.

+00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y (t) = > cxt” est
k=0

(k+2)(k+1)cpso = — (a® — k) ¢, pour k > 0.

D’ou
_1\k
Cop, = %GQ (a2 — 4) (a2 — ]_6) R (CL2 — (2]{} — 2)2) Co,
1k
Cok+1 = % (@*—1)(a®=9)- (GQ - (2k - 1)2> 1
et

“+oo +00
y (t) = coyo (1) + cayn (1) oty (1) = T+ eant™ ety () =t + Y coppat™ .
k=1 k=1

Lorsque a = n est un entier, ¢,,2 = 0 et la solution paire yo (t) est un polynéme si n est pair,
la solution impaire y; (¢) est un polynéme si n est impair. Le n-iéme polynome de Tchebychev

est normalisé par la condition que le coefficient de ¢* vaut 2"~!. Son expression est

5] 5] . . .
r0- S S5 () e () -

=i j:k

Le polynome de Tchebychev possede la propriété remarquable de pouvoir s’écrire sous la forme

d? d
T, (t) = cos(n Arcsint). En effet, posant ¢ = cosf, 1'équation (1 — ¢?) d_tg - td_i + n’y =0
2
devient =2 + n?y = 0 et y = cos (nf) est la solution qui coincide avec T;, (cosf).

do?
L’équation différentielle de Legendre

C’est équation (1 —t*)y” — 2ty +a(a+ 1)y =0,a € R.

“+00
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y (t) = >_ cxt” est
k=0

(k+2)(k+1)cppo=—(a(a+1) —k(k+1))c pour k > 0.
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D’ou
e =Ga(a—2) - (a—2k+2)(a+1)(a+3) (a+2k - 1),
k
02;€+1:%(a—1)(@—3)---(@—2/6—1—1)(a—|—2)(a+4)---(a—|—2k)cl,
et

+00 +0o0
y(t) =coyo (t) +cryr (t) otyo (t) =1+ Z cont™ et yy (1) =t + Z Cop1t™
k=1 k=1

Lorsque a = n est un entier, ¢,1» = 0 et la solution paire ¥y () est un polynome si n est pair,
la, solution impaire y; (¢) est un polynéme si n est impair. Le n-iéme polynome de Legendre

P, (t) est normalisé par la condition que P, (1) = 1. Son expression est

L] @n—2k)

P, (t) = 2—nk:0 (-1 k' (n — k) (n — 2Kk)!

3.5.2 Coefficients analytiques, points singuliers

Nous supposons que ty est un point singulier régulier de ’équation différentielle
y' +at)y +b(t)y=0,

c’est-a-dire que les limites thr? (t —to)al(t)et thntrl (t — to)* b (t) existent. Pour simplifier, prenons
—to —to

to = 0. On peut alors réécrire I’équation précédente sous la forme
2y +tp(t)y' +q(t)y =0, (3.10)

+oo +oo
ot p(t) = > prt* et q(t) = D qut" sont analytiques dans [t| < p.
k=0 k=0
Pour résoudre cette équation, on cherche, suivant Frobenius, une solution de la forme

—+00

y(t) =1 cxt®, o # 0. (3.11)

k=0
Pour déterminer I'exposant r et les coeflicients ¢, il faut introduire la série (3.11) dans I’équation
(3.10), simplifier par ¢" et annuler les coefficients de toutes les puissances de t. Dans ce cas, le

nombre r se détermine a partir de I’équation dite déterminante
F(r)=r(r—1)+por+q =0 (3.12)

Soient 71 et ry les racines de I’équation déterminante (3.12). Trois cas différents peuvent se

présenter.
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3.5. Equations linéaires homogenes a coefficients analytiques

1. Siry —ry ¢ Z, alors on peut construire deux solutions de la forme (3.11)

400 +oo
yi () =t" Z Cl,ktk7 c10 # 0, Yo (t) = 1" Z C2,ktk, 2,0 7 0.
k=0 k=0

+oo
2. Siry —ry € N, alors yy () = " > e1xt®, c10 # 0 et yo est une deuxieme solution
k=0
linéairement indépendante analytique dans 0 <t < p:

“+oo

Y2 (t) = ayy (t) Logt + t™ Z CQJCtk,
k=0

avec a une constante dépendante de 7.

3. Sir; =7y, alors y; et y sont deux solutions linéairement indépendantes analytiques dans

O<t<p:
+o0 +o0
yi(8) =17 et g (1) =y (£) Logt + 1 ) eyt
k=0 k=1
Exemple 57
Résoudre I’équation
2%y +t(3—2t)y — (t+ 1)y =0. (3.13)

Ecrivons (3.13) sous la forme

g 32,

— —0.
ot T o Y

+o00
Cherchons la solution y sous la forme y (t) = t" > cxt®, ¢y # 0. Pour déterminer r écrivons
k=0

4 : . : [P PV, e iy 1
I'équation déterminante r (r — 1) +por+qo = 0, ot pg = 11,1—13(%7 =3 et g = %1_{% (-5 = -1,
cest-a-direr (r —1)+2r—1=0,our’+3r—1=0,dour =3 etro=—1.

En vertu de la regle énoncée plus haut, prenons

400 +oo
1
yi () =VEY ath, (t>0), p(t) = ;kz_obktk.

k=0

Pour trouver les ay il faut introduire y; et ses dérivées y; et yi dans (3.13)

+o0 +o00 +00
00 =S a0 =3 (4 Dad b g (0= (= et
k=0 k=0 k=0
L’introduction de v, y; et v} dans (3.13) donne
+00 s ~+o00 ) 400 )
212 Z (K = 1) apt™2 4+t (3 - 2t) Z (k+3) apt™2 — (t+1) Z apt*tz = 0.
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Apres les transformations, on obtient
“+o0o +oo
VEY k(2 +3) art — VED 2 (k+1) apt" =0,
k=0 k=0
La relation de récurrence pour les coefficients de la solution y; est donc
k (2k + 3) ay = 2kay_q pour k > 1.

En prenant ag = 1, il vient a, = ﬁk(?kﬂrfﬂ)’ k > 1, et donc

+0o0
k
n (1) =Vt)  seglamyt’ (t>0).
k=0

“+o0o

D’une maniere analogue, en prenant by = 1, on obtient b, = %, si bien que y9 (t) = % > %tk
k=0

ou ys (t) = et—t La solution générale de I’équation (3.13) est

+o0 n
k (&
Yy (t) = )‘yl (t) + 1y (t) = )‘\/E E 5-7-9-~?~(2k+3) tk + M?v )‘7 IS R. ]
k=0

L’équation différentielle d’Euler

C’est Iéquation t2y” + tpoy’ + qoy = 0, po,qo € R.

On cherche des solutions particulieres sous la forme y = ¢". On a
Y =rt" ety =r(r—1)t"2

en reportant, on obtient I'’équation r (r — 1) + por + o = 0 du second degré en r.
Si cette équation a deux racines réelles distinctes r; et r9, 1y £ 1o alors y; = t™ et y, = " sont
deux solutions particulieres indépendantes donc y = A\t™ + ut™, A\, u € R.

Sinon on utilise la méthode plus générale : on effectue un changement de variable en posant

d d? d d?
t =€, on note y (t) =y (e°) = z(s) et on exprime d_i et d_tg en fonction de d_z et d_sj
On a d dy (e* dy (e®) d d 1 d d
y() _dy(@) _dy(e) ds _deo) 1 dyde
dt dt ds dt ds t dt ds
>y d (dz(s) 1 1 (d*2 dz Ay Pz dz
—=—— - )==(-—-— donc t*—= = — — —.
a2 dt\ ds t t2 \ds? ds at?  ds* ds
On obtient alors ’équation différentielle linéaire a coefficients constants
d*z dz
@4—(]70—1)%4—%2:0.

On aura alors suivant la nature des racines du polynome caractéristique r% + (po — 1) 7 + qo :
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e y = \t"" + ut™ dans le cas de deux racines réelles distinctes r; et ro, 11 7 ro.

e y =t*(Acos(bLogt) + psin (bLogt)) dans le cas de deux racines complexes conjuguées

a+ib= 17 4 Vio-U-p)’
2 2 :

e y=(A+ pLogt)t™ dans le cas d’une racine réelle double o = 1_21’0.

Exemple 58

a) t*y" —ty' — 3y = 0.
On cherche des solutions particulieres sous la forme y = ¢", on obtient une équation du
second degré r (r — 1) —r — 3 = 0 soit r* —2r —3 = 0, on trouve r; = 3 et ro = —1. Alors

la solution générale est y = A\t® + '%, A€ R

b) t?y" + 3ty +y = 0.
On cherche des solutions particulieres sous la forme y = t", on obtient une équation
du second degré r(r —1) 4+ 3r + 1 = 0 soit (r+1)*> = 0, on trouve 7 = —1 comme
racine double. On utilise alors la méthode plus générale : on pose t = e® et on note

y(t) =y (e*) = z(s). Alors — = =2 c § y < 2 Z)

—=—-—=-——<car —=—¢et — =< | — — —
dt ds dt tds dt t a2 2 \ds? ds
5 2 . 2 / dQZ dz ;
L’équation t“y” + 3ty’ + y = 0 se transforme alors en a2 + Qd— + 2z = 0. On résout
s 5
I'équation caractéristique 2 4+ 2r 4+ 1 = 0 : on trouve r = —1 comme racine double donc

1
z(s) = e * (A + ps). Alors la solution générale est y = n A+ pnLogt), \pueR.

L’équation différentielle de Laguerre

C’est I'équation ty” + (1 —t)y' +ay =0, a € R.

Onaicip(t) = 1—tet q(t) = at et t = 0 est un point singulier régulier. L’équation déterminante
est 7 (r—1) 4+ por +q =0, 0upy =p(0) =1et g =¢q(0) =0, cest-a-dire r (r — 1) +r = 0,
our?=0,dour; =r,=0.

+oo +oo
La relation de récurrence pour les coefficients ¢, de la solution y; (t) = t" > cpth = > cxt® est
k=0 k=0

k’cy = —(a+1— k) cp_y pour k > 1.

En prenant ¢g = 1, il vient ¢, = (—1) “(“*112)_'2“2(?j,§’§*1)), k> 1, et donc

kafa—1)---(a—(k—1))
(k1)*

tk

+oo
yi () =1+ (-1)
k=1
et
+oo oo
y2 (1) =y (t) Logt + 1Y bt® =1 (1) Logt + > _ byt
k=1 k=1
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Lorsque a = n est un entier, y; est un polynoéme. Le n-ieme polynome de Laguerre L, (t) est
normalisé par L, (0) = 1. Son expression est

L,(t) = i(—n’“ (Z)g ot (Z) - (n_”—ILW

k=0
L’équation différentielle hypergéométrique

Clest 'équation t (1 —t)y" + (v — 14+ a+8)t)y —abfy =0, o, 8,7 € R.

leip(t) = %ﬁ;ﬁ)t et ¢(t) = %ﬁt et t = 0 est un point singulier régulier. On a py = p (0) =~
et ¢go = ¢ (0) = 0, donc I'équation déterminante en t = 0 est r(r — 1) +yr =0, d’ou r =0 et
ro = 1 — . Le point ¢ = 1 est aussi un point singulier régulier.

On considere le point ¢ = 0 en supposant que 1 —~ ¢ N*. Sur Uintervalle |0, 1[, on aura une so-
lution g, (t) = ™ Jrfjo cpth = iozo cpt® avec la récurrence (k+ 1) (k+7) e = (k+ ) (k + B) cx

k=0 k=0
pour k > 0, ce qui conduit, en prenant co = 1, a

t.

yl(t):1+Za(a+1)...(oz+k—(1]z§2(5+1)...(ﬁ+k_1)

+oo

On aura une seconde solution linéairement indépendante y, (t) = t'~7 <1 + > bktk> avec cette
k=1

fois la récurrence

k+D)(k+14+1—Y)cpp1=(k+1—7+a)(k+1—v+5)c pour k > 0.

D’ou

e —(a+1—7)(a+k—9)(B+1—7) - (B+k—7)
y2 (1) =t (sz:; @) i) t"’).

Quant au point ¢ = 1, le changement de variables s = 1 — ¢,z (s) = y (1 — t) on ramene I’étude

a celle de I’équation
s(1=9)2"+(1+a+B8—-v—(1+a+pP)s)z —afz=0

au point s = 0.

La fonction hypergéométrique est

a
qu(alaa27"' 7apab17b27"' ,bq)(t) :1+Z(b ]

ou(c),=clc+1)(c+2)---(c+k—-1), k>1.
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L’équation différentielle de Bessel

C’est I'équation t2y” +ty' + (t* —a?)y =0, a € R,.
Icip(t) = 1et q(t) =t* —a? et t = 0 est un point singulier régulier. On a py = p(0) = 1
et qo = q(0) = —a?, donc I'équation déterminante en ¢t = 0 est r (r — 1) +r — a® = 0, d’olt
r =—aetrn=a
Cherchons une premiere solution particuliere y; sous la forme y; (t) = t* ;io cit®, co # 0.

=0

Introduisons yy, y; et v} dans I'équation différentielle de Bessel, il vient

+o00 400 +00
Y (kta)(k+a—1)at™ 241> (k+a)agt 4 (2 —a®) Y ettt =0,
k=0 k=0 k=0

ou encore, apres des transformations simples et la simplification par ¢,

+oo +oo
Z ((k+ o)’ — o) ept® + Z " = 0.
k=0 k=0
Ce qui donne la récurrence ((k + a)2 — a2) cr = —Cp_o pour k > 2, ce qui conduit a

Sy Py e sy ey sHLES

Cort1 =0, k>0, et cy =

1

T (aTT)’ ou I" est la fonction gamma d’Euler,

Pour simplifier les calculs ultérieures, prenons ¢y =
qui est déterminée pour toutes les valeurs positives (ainsi que pour toutes les valeurs complexes

a partie réelle positive) par la relation
+oo
['((v)= / e "zt .
0

La fonction gamma possede les propriétés importantes suivantes :
HI'(v+1) =vl(v),
2) T'(k)=k!, keN
) rv+k+)=w+1)(v+2)---(v+k)I'(r+1), keN*

En utilisant les propriétés de la fonction gamma, écrivons le coefficient ¢y sous la forme

_ (-1 _ (-1}
2kt (q4+ 1) (a+2) - (a+ k)T (a+ 1)k 224D (a+k+ 1)k

Cok

Maintenant, la premiere solution particuliere de I’équation de Bessel, que nous désignerons par

Jo prend la forme

i (t) = Ja (t) = kz_o T (<_i)k gy (%) By (3.14)

Cette fonction s’appelle fonction de Bessel de premiere espece d’ordre .
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Une deuxieme solution particuliere y, de I'équation de Bessel sera cherchée sous la forme
+o00o

Yo (1) = 7> ept®, o # 0. 1l est clair que cette solution peut étre obtenue a partir de
k=0

(3.14) en remplacant o par —«

I S o VY £
m(ﬂ——lﬂ(”“;;kq% +—1—a)(§>

Cette fonction s’appelle fonction de Bessel de premiere espece d’ordre —a.

Si o ¢ N, les solutions J,, et J_, sont linéairement indépendantes, donc la solution générale de

I’équation de Bessel peut étre représentée sous la forme
y(t) = Ao (t) +pdo(t), A\ peR.

Sia=n €N, J, et J_, sont linéairement dépendantes puisque J, (t) = (=1)" J_,, (t). Ainsi,
pour « = n € N, au lieu de J_, il faut chercher une autre solution qui soit linéairement
indépendante de J,. A cet effet, introduisons une nouvelle fonction

Jo (t) cos (am) — J_q (1)

sin (ar)

Yo (t) = : (3.15)

en considérant d’abord que « ¢ N.

Il est évident que la fonction Y, ainsi définie est solution de I’équation de Bessel, parce qu’elle
représente une combinaison linéaire de solutions particulieres J, et J_,.

En passant dans (3.15) a la limite lorsque « tend vers un entier, on obtient un solution partic-
uliere Y, linéairement indépendante de J,.

La fonction Y, introduite ci-dessus s’appelle fonction de Bessel de deuxieme espece d’ordre a.

La solution générale de I’équation de Bessel si &« = n € N peut étre représentée sous la forme

y(t) =Ada (t) +uYa (t), A\, neR
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